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Uppgifter i matematik for 1 betyg

Samlingen innehaller vasentligen problem, som givits vid
lektionsundervisning och tentamensskrivningar under se-
nare ar vid Uppsala Universitet. Den fardigstalldes under
hostterminen 1963 och utdelades efter hand pa halslagna
16sblad till de studerande. Inom varje kapitel ar uppgifter-
na systematiskt ordnade sa att de i stort sett svarar mot
den ordning i vilken kursmomentengenomgas. Tentamens-
problem har utméarkts med understrykning. Svar har givits,
utom i de fall ddr svar skulle ha givit vasentlig ledning for
l6sande av uppgiften.

Matematiska institutionen, Uppsala
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Uppgifter i matematik for 1 betyg Uppgifter ur gymnasiekursen

A. Uppgifter ur gymnasiekursen

1. sinv = 3 Bestam de 6vriga trigonometriska funktionernas varden for vinkeln v.

sin 3«

2. cos«x = c. Bestdm viardetav ———.
sin2«x — sin «

3. sinx = —0, 8. S6k tan%.

4, Berakna utan tabell och i exakt form

atan945° — bsin(—270°) + b cos(—405°) — a sin 855°
atan570° — b cot(—300°)

5. Forenkla sa langt som mojligt

cos 20°tan 50°sin 190° cot 245°
cot220°cos280°sin250°tan 155°

6. Visa formlerna
a) tanx = cotx — 2cot2x

2sina —sin2a _ tan? &
2sina + sin2a 2
c) sin(A + B) sin(A — B) = sin®’ A — sin’* B
sin® v
=tanv

COSV — coS3 v

7. Los foljande ekvationer

a) sinx=—§ b) cosx = 3 ¢)tanx = /3
e)cotx = —1 f) sin6x=% ) cosZ(x+%)=§
h) cos (2x + %) = g i) cos 3x = sin4x j) tan (2x + §) = cot3x

k) cosmx + cos3x =0

8. Los ekvationerna
a) sinx -tanx =0
b) sin2x = sinx cos x(1 — cot2x).

9. Los ekvationerna
a) (x—3)(x*—9x+20)=0
b) x3 —4x2+4x—-1=0
(x=3) - (3—x%
C) =

2.
x+3

10. Forenkla foljande uttryck; ange villkor for att uttrycken skall vara definierade.
2 1-x° (x—2)°

2—x x3—-1

b) (3ab®)* - (2b)* - [(a + ¢)*|?
12 - (a2b5)2 - (ab + bc)?

¢ (4a*+1-5a°): (2a’+1-3a) — (2a®> —9a°* +9a): a — 3.

1 1
11. Man har (a + —)2 = 3. Visa, att a’® + — =0.
a a



Uppgifter i matematik for 1 betyg Logik och mangdlara

1 1 1 o 1. .
12. Visa, att om b—a’ b och h—c bildar aritmetisk serie, sa bildar a, b och ¢ geometrisk
serie.

13. Drag med egen hand kvadratroten ur 13 med sa manga decimaler Ni orkar.
14. Visa, att 31og 100 - '°log 27 = 6.
15. Om “log?2 = 7, vad ar da “log 3/0,125?

16. Berdkna utan att anvdanda logaritmtabell vardet av uttrycket

3-10]og1728
-10]0g 0,36 + % -10]og 8

1

1+
2

17. Bestam de reella rotterna till foljande ekvationer:
a) *log(x +1) +%log(x — 1) =5
b) 272X +3.737* = 161
Q) 16X +167* =21
d) 62X = 3x° L ox+2.

18. Sok reella rotter till ekvationen (1000x)3~""108%) = 25 . 55,

19. a) Los ekvationen 3+v/x — 1+ +/3x+1=2.

b) Vad ar en rotekvation? Varfér maste man alltid prova en rotekvation? Hur skall man
forandra ekv. i a) for att x = 5 men ej x = 1 skall satisfiera ekvationen?

20. Los ekvationen +/x — 3 + = /x.

ﬂH
w

21. Los ekvationen v/x2 — x — 10 — v/x2 — 11x = 10.

22. Visa foljande satser:

a) En rat linje fran en cirkels medelpunkt till en kordas mittpunkt ar vinkelrat mot
kordan.

b) I en cirkel dr medelpunktsvinkeln dubbelt sa stor som periferivinkeln, om de star pa
samma bage.

¢) Vinkeln mellan en tangent till en cirkel och en korda genom tangeringspunkten ar
lika stor som vinkeln i segmentet pa andra sidan kordan.

d) I en fyrhorning inskriven i en cirkel ar tva motstaende vinklar supplementvinklar.

e) Om fran en punkt utanfor en cirkel en tangent och en sekant ar dragna, sa ar kvadraten
pa tangenten lika med produkten av hela sekanten och dess utanfor cirkeln liggande
del.

f) Diagonalerna i en parallellogram delar varandra mitt itu.

B. Logik och mangdlira

1. Ange elementen i foljande delmdngder av mangden N = {1,2,3,4, ..., }.
a) {x|x>7ochx <12}
b) {x|x >12 och x < 7}

¢) {x]|x?>>8och x > 8}

d) {x|x?> 8eller x > 8}



Uppgifter i matematik for 1 betyg Logik och mangdlara

e) {x|x <10 eller x > 12}
f) {x|x < 7eller x > 5}

2. Bestim miangden CA i foljande fall

a) G = {x|x ar en studentnation i Uppsala}
A = {x € G|x har mindre dn 500 medlemmar}

b) G = {heltal}
A = {x € G|x ger vid division med 3 resten 1}

¢) G = {svenska medborgare}
A = {x € G|x ar fodd fore 1940}

d) G = {medlemmar i Norrlands nation}
A = {x € G|x ar fodd i Norrbottens lin eller tog studenten i Lulea}

3. Betrakta foljande delmangder av R: M; = {x]|0 < x < 3}, Mh = {x|1 < x < 5}, M3 =
{x]|2 < x <4}.Vad ar

a) My UM, U Mj

b) M1 N M, N M;

o (M UM;)NM,

d) (My N M) (My (M N M>))?

I foljande fyra exempel ar A, B, ... godtyckliga delmédngder av en viss grundmaéngd.

4. Representera foljande mangder i diagram
a) (CAnB)UANCO)
b) CLAUB)NC
c) (AU (CB)UCC.

5. Avgor med hjalp av diagram vilka av féljande utsagor som ar sanna
a) C(CauB)=AnNCB
b) CAUCB=C(AUB)
) AUCBNc)=(AUCC)NnCC.

6. Ar det sant att
A ANBUC)=ANB)UANCQC)
b)) AUBNC)=(AUB)N(AUC(C)?

7. Om A innehaller 24 st element, B 16 st och A N B 5 st, hur manga element innehaller
A U B? Formel?

8. Betrakta foljande méangder av plana figurer:
A: {alla kvadrater}
B: {alla romber}
C: {alla rektanglar}
D: {alla parallellogrammer}
E: {alla parallelltrapets med minst tre lika langa sidor}
F: {alla parallelltrapets med minst en rat hornvinkel}

a) Ange alla forekommande fall da nagon av mangderna ar delméngd av en annan.

b) Ar foljande sant?
BuC=D,DNF=C,DNE=B,FC(DUE),ENF=BnNC.

9. Vilka av féljande utsagor ar sanna?
a) (2 ar mindre an 3) /\ (Hjo ar Sveriges huvudstad)
b) (2 & mindre dn 3)\/ (Hjo ar Sveriges huvudstad)



Uppgifter i matematik for 1 betyg Logik och mangdlara

C
d
e
f

(hasten ar ett daggdjur) /\ (7 ar ett primtal)
(hasten ar ett daggdjur)\/(7 ar ett primtal)
(8 ar kvadraten pa ett primtal) /\ (det finns inget primtal som ar storre dn 100)
(8 ar kvadraten pa ett primtal)\/(det finns inget primtal som ar storre dn 100).

~ ~— = ~—

10. Betrakta utsagorna (x betyder reella tal)

11.

12.

13.

14.

15.

Arx > 2

B:x > -1

C:x*>4

Vilka av féljande utsagor dr sanna?

AA=B b)A=C (CAB) = d)C < (A /\icke-B).

Betrakta utsagorna

A: Vinkeln x ligger mellan 90° och 180°

B: Vinkeln x ligger mellan 90° och 270°

C: sin x ar ett positivt tal.

Vilka av foljande utsagor dr sanna?

AA=C b)C=A A= C dBANC) = A.

Formulera motsatsen till
a) Alla faglar kan flyga
b
C
d
e

f

g

Inga hundar kan flyga

hogst fem personer ar franvarande

minst tva personer ar narvarande

varje elev fick godkéant i minst ett 6vningsamne
Ingen elev fick godkéant i alla 6vningsamnen

—_— —_= O O =

den reella talmangden S ar sddan att for varje reellt tal N det finns (minst) ett element
x 18§ sadant att x > N

h) den reella talmdngden S har egenskapen: det finns ett rellt tal N, sadant att varje
element x i S, som ar storre an N, ar ett heltal.

Skriv g) och h) med anvdndande av logiska symboler.

Om A och B ir 6ppna utsagor definieras mangderna M, och Mg som i laroboken sid 15.
Rita figurer for de mangder som svarar mot utsagorna a) A /\ B b) A\/ B c) antingen A
eller B.

Implicerar talsprakets utsaga "antingen A eller B” foljande utsaga (oberoende av utsagorna
A och B)?

a) (A Aicke-B) \/ (B /\ icke-A)
b) (A\/ B) A (icke-A \/ icke-B).
Galler omvandningen?

Vilken av foljande relationer ar ekvivalensrelationer? Beskriv i forekommande fall mot-
svarande ekvivalensklasser.
M = N = {alla manniskor}

a) aSbh om a och b har minst en gemensam foralder
b) aSh om a och b har samma fodelsear
M = N = {alla rata linjer i planet}
¢) aSb om a = b eller a och b ej ar parallella
d) aSb om a ar parallell med b ellera = b
e) aSb om a och b skdr varandra under 60° vinkel, eller a = b eller a och b ar parallella.



Uppgifter i matematik for 1 betyg Talméangder, absolutbelopp, olikheter

16.

M = N = de naturliga talen. Relationen S definieras av att aSh <= a - b = kvadraten pa
ett naturligt tal.

a) Visa att S ar en ekvivalensrelation.
b) Ange tva ekvivalensklasser.

C. Talmdngder, absolutbelopp, olikheter

Foljande beteckningar anvandes: G = Ovre grans, g = undre grans.

1.

2.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

2
. Visa att — +

Visa att +/2 + /3 ej ar ett rationellt tal.

Bestam rationella « och 8 sa att /13 — 4+/3 = & + /3.

. Los ekvationen |x + 5| — 2|x| = 1.

. Los ekvationen |x + 1| + |x — 1| = |x]|.

. Visa att 3/2 ej kan vara rot till en andragradsekvation med rationella koefficienter.
. For vilka x galler 0 < [x — 1| < 37

. For vilka reella tal giller 10x —3x> —x3>07?

. For vilka reella x gdller lxi > 37

3x

Los olikheten Xi— < 0.

9(1 — x) < 1

Los olikheten

2x% 4+ 6x — 15

Nar gall
ar galler 5% —

‘<1?

Konstruera pa egen hand en olikhet, dar svaret skall vara: "Den géller for 1 < x < 3 och
< —4”.

in2x - arct
For vilka x galler S oX - arcanx > 07

sin (x + %)

Vilka x i intervallet (0, 271) uppfyller

sin<x+ %) - COS (x— g)

: : T > 07?
sin2x - sin (x — E)
visa att %= + 2 > Ja++boma>0,b>0.
Vb Ja
Visa attom a > 0, b > 0, ¢ > 0 sa géller

ab(a+Db)+bc(b+c)+calc+a)=6abc.



Uppgifter i matematik for 1 betyg Talméangder, absolutbelopp, olikheter

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

Bland rektanglar med given omkrets L, bestdm den vars yta dr storst.

a b a a+b b
Vi t >0,d> t — < = sa giller — < < =.
isa attomc¢ > 0, 0 sam c dsaga erc crd S d
1 1 1 a+b b+c c+d
i + + > + + l>a>b>c> .
Vlsaatta_b e o4 Py 52 2 , om a c>d>0

Lat L vara omkretsen och Y ytan for en rektangel. Visa olikheten L? > 16Y.

1
&, B, y ar vinklar i en triangel. Visa att sin% . sing . sin% < 1

Bestdm aritmetiskt, geometriskt och harmoniskt medelvérde till talen 10 och 20. Verifiera
H < G < A.

Bestdm aritmetiskt, geometriskt och harmoniskt medelvirde till talen 1, 2, 3, 4, 5, 6.
Kontrollera olikheten H < G < A.

Tva tal har det aritmetiska mediet 4 och det harmoniska mediet 3. Vilket dr det geometriska
mediet?

Ange geometriskt de punkter (x,y) for vilka ||x| + v| < 2.

Skriv 0,1204204204 ... som rationellt tal pa formen Z

1 1 2 1
Berikna a) 1-—), b) —_
kljz ( k2> Z k(k+1)

k=1
vad blir [ (1+2)?

ad blir 1 )
Vilka av foljande talmangder {a,}, -, ar begransade? Uppat begriansade? Nedat begran-

sade? da a,, =

a) lii2 by 1+((-1D" c) n+sin£n
n 2
n m o . ™ 2n
d) tan<n+1 2) e) 1+n(—1) f sin@n+1)+5
g 2" h) n—-n(=1"

Lat M vara mangden av reella tal som uppfyller olikheten 4x — x> > 0. Ar M begréinsad?
Ange ev. dvre resp. undre begransning.

Ange Ovre och undre grans for mangden {a,}{° dar a, =

1 . 1w 2n+1

e by g simng ) 3u2
(D" (=1 (=13 n+ (—1)" 5

d) " + o + n e) P f) 1+n2—mn

Konstruera en talmangd som uppfyller féljande tre villkor
a) den bestar av odndligt manga element,
b) ovre grins 2 tillhor ej mangden,
¢) undre grans 1 tillhér mangden.



Uppgifter i matematik for 1 betyg Talméangder, absolutbelopp, olikheter

34

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44,

45.

47.

48.

49.

. : . 1 .1 .. N .
Méngden M bestar av de tal som kan skrivas pa formen — + — ddr m, »n dr naturliga tal.
Ange Ovre resp. undre grans for mangden. Undersok aven om dessa tillhor M.

M ar den mangd av tal som kan skrivas pa formen Z, p > 0,q > 0, dar p ar delbart med 6
och 7 gar jamnt upp i q. Ar M begrinsad uppat? Nedat? Ange ev. ovre resp. undre grans.

M &r méngden av tal {x® + 2} dar x uppfyller x> < 4. Bestam 6vre gransen G och undre
gransen g.

Mar mangden av rationella tal x som uppfyller villkoret 0 < x < 1 och att deras deci-
malbraksutveckling ej innehaller talen 1 eller 9. Bestam sup M och inf M. Tillhor dessa
M?

Ange g och G till {a,}7° dar azy—1 = cos% + (—1)" och ay, = sin% + (—=1)". Tillhor de
mangden eller ej?
Ange ev. 6vre och undre granser och huruvida de tillhor mangden eller ej for {a,}7’, da
a =
. n—1 .. ™
a) (—1) +log(l+mn)—logn b) cosrrn+smT.
. 1y
Visa med hjilp av definitionen pa G och g att Jll + ﬁ}l har G = 2 och g = 1. Ange ett

tal i médngden som &r stére 4n G — 107> och ett som dr mindre 4n g + 107°.
a, +1

2
for {a,}y oma; =
a) 2 b 1 c -1 d k.

En talfoljd ar given genom rekursionsformeln a, +; = . Ange 6vre och undre grans

Visa att om en uppat begriansad odndlig talféljd ar strangt vixande, sa kan 6vre gransen
ej tillhora foljden.

Anviand definitionen pa G och g for att visa att talen 3/2 och 2 uppfyller villkoren fér g
1 s o 1x n
resp. G till foljden {a,}{* dar a, = 2

S 1+n?
N . o s 1+ (=" 1 R .
M ér talfoljden {a,}{ dar arz, = — ochazy,-1=— T+ a . Undersok existensen
2n
av ovre och undre grans och om nagon av dessa tillhor M.
. . N N 1
Lat ag = 2. Bilda en talméangd genom att sitta a,+1 = —an<1 17 n) n=0,1,2,..

Ange 6vre resp. undre grans till denna méangd. Tillhoér de mangden?
Betrakta den mangd {a,} = M av reella tal som definieras for alla heltal (iven negativa)

3 R N )
genom 2dn4+2 = Ay — An+1, Ao = 0, a; = > Undersdok om M har dvre resp undre grans

och bestam i sa fall de forekommande.

M, och M, ar méangder med element x; resp. x, sadana att x; > x, géller for varje val av
X1 € M7 och x» € M,. Ingen av mingderna ar tom. Bevisa eller motbevisa pastaendet att
det alltid galler sup M, < inf M;.

1 .
an = (1 + ;)n. Visa att talfoljden {a,}7° ar monotont viaxande och uppat begransad.

Satsen att varje begransad talfoljd har en 6vre grins och en undre grans antas kand.

10



Uppgifter i matematik for 1 betyg Induktion, kombinatorik, binomialteoremet

Bevisa med hjdlp ddrav att en begransad monoton talfoljd dr konvergent. Definiera forst
begreppen “6vre grans” och "konvergent talfoljd”.
D. Induktion, kombinatorik, binomialteoremet
1. Visa formeln

2-6+3-7+---+(n+1)(n+5)=%(2n+7)(n+7).

2. Berdkna summan
Shn=1-4+4+2-7+-+nBn+1)

da man vet att S,, = an® + bn? + cn, dar a, b och ¢ ar konstanter.

3. Visa formeln

1+£+i+...+£—2_n+2
2 22 23 2n 2n
4. Visa formeln )
Cosv + cos 3v + -+ cos 2n_lv Sy
hd 2V . - o
2 2 2 2 gin —
2
5. Visa induktivt att
. n+1 . nx
sin > X - sm7
sinx + sin2x + - + sinnx = X .
sin —
2
6. Bevisa att
. 1 nx
Sin > X * COS 7
1+ cosx +cos2x + - +cosnx = x .
sin —

2

7. Bevisa att
B+22+3+-+nd=0+2+3++n)

8. Bevisa relationen

i 1 _ 2n

S 1+2+3+-+k n+ 1
9. Bevisa att 2" > n?® for varje naturligt tal n > 10.

10. Visa att 3" > n? fér varje naturligt tal n.

11. Visa att 3" > 4n? + 2" for varje naturligt tal n > 4.

12. Visa att for varje heltal n > 0

2" sinnx — 2" sin(n + 1)x + sinx
5—4cosx

n

> 2mlsinmx =

m=0

13. Visa (t.ex. med induktion) att om n ar ett naturligt tal och x > 1 sa géller
M+ +x+x>+-+x"1) <2(1+2x+ - +nx"1).

14. Betrakta talféljden 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ..., dar varje nytt element bildas som summan av
de bada niarmast foregaende (Fibonaccis talfoljd). Visa att for n:te elementet a,, i denna

11
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

talfoljd géaller

Visa med induktion att

for alla naturliga tal n.
Lat p, beteckna det n:te primtalet, n = 1, 2, ... Visa att p,, < 22",

Hur méanga "ord” kan bildas av ordet FLICKA? ("ord” = bokstavspermutation av hégst 6
bokstéaver.)

Hur manga "ord” (=bokstavspermutationer) omfattande 7 bokstaver kan erhallas av ordet
UPPSALA?

En idrottsforening skall vélja en styrelse bestdende av ordforande, vice ordférande,
sekreterare och kassor. Man har for valet utsett 10 kandidater. P4 hur manga séatt kan
denna styrelse sammansattas?

Ett politiskt parti har tva olika rostsedlar, A med 8 namn och B med 6 andra namn. Man
vill gora en samlingslista med dessa 14 namn, sa att ursprungliga ordningen mellan
namnen fran A bibehalles och likasa mellan namnen fran B, men sa att ordningsféljden
mellan ett namn fran A och ett fran B ar godtycklig. P4 hur manga olika sitt kan en sadan
lista goras?

Hur manga olika sexsiffriga tal finns det som innehaller
a) siffrorna 1,1,1,2,2,3 b) 0,1,3,5,7,9.

a) Hur manga trianglar med hérn i n givna punkter i planet kan hogst uppritas?

b) De n punkterna sammanbindas till en n-hérning. Hur manga trianglar med horn i de
n punkterna kan hogst uppritas, om varje triangel skall ha minst en sida gemensam
med n-hodrningen?

Hur manga "bocker” om 500 sidor och 2000 tecken per sida kan hogst forfattas, om man
anvander 27 bokstaver samt punkt, komma och mellanslag?

Hur manga olika tipsrader kan det finnas med
a) 10 ratt b) nratt (0 <n < 12).

4 kast gores med en tdrning. a) Hur manga olika kastserier ar mojliga? b) Hur manga av
dessa innehaller minst en sexa? c) Bor det vara fordelaktigt att inga ett vad, i vilket man
haller pa att minst en sexa kommer upp?

Utveckla (x? + 2y)°.

Sok koefficienten for x?! i utvecklingen av (x3 + 3)'°.

2

32 . . .
Finns i utvecklingen (% + E)“%O nagon konstant term? Ange i sa fall dess vérde.

. . . X 1\18 i s «
Finns i utvecklingen (— — —) nagon konstant term? Bestdm i sa fall dess virde.

() ()= (%)

Verifiera att

12



Uppgifter i matematik for 1 betyg Komplexa tal

31.

32.

33.

34.

Bevisa sedan den allminna formeln

()0 =)

Visa att
n\(n—-k\ (n\(n—j
k i ) \J k
dij+k=<n.
Bevisa att
n n n AN
()= (1) + (3) - cn (i) o
Visa att

TP () =2 b)Sp k() =n2n .

(1)-202)0)

Visa att

E. Komplexa tal

1.

z1=—2+4+1,z, = -3+ 2i.Vad ar

a) Rez b) Imzy Q) zi+ 2 d) zi-2zo e) ?
2

Svaren till c), d) och e) anges pa formen a + bi.

. Skriv pa formen a + bi

] 5 2—5i 1
_ )3
A B-0) P i3 ) 34 Taq
. Bestdm absolutbeloppet av
(3—2i)(1 —1) i

a —— by ——m.
) (2 +1)2 ) i(+/3-1)

1+ ———-—

1+1

. Bestdm absolutbeloppet av 1 + cos & + i sin «.

. Skriv foljande komplexa tal pa formen 7 (cosv + isinv)

1+1i (2 4+ 2i)(1 + i+/3)

a) 1= b) (1+1i)(1—-1) c) 3112 = 20)

. Skriv (1 — i+/3)% pa formen a + bi, dar a och b &r reella tal.

i
i(v3-1)

1+
1+1

Bestam arg

. Berdkna pa formen

b) (43 — 4i)*

2 (éﬂf-)”

Berdkna sin 5v och cos 5v med hjilp av de Moivres formel (uttryckt i enbart sin v resp.
COS V).
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Uppgifter i matematik for 1 betyg Komplexa tal

10. Visa med hjalp av de Moivres formel 8 cos* ¢ = cos4¢ + 4 cos ¢ + 3.

11. Berdkna (1 +i)'° a)med b)utan anvidndning av de Moivres formel.
12. Tolka foljande relationer geometriskt:
a) Rez=>1 b) |Imz| <1 c) 2<|z—1i] <3
d O<R<|z|<R e) %<argzs2?7-r f)y z-Z<1.
13. Bestdm den punktméingd i det komplexa talplanet som bildas av de z for vilka géller
a) z+z=0
b) zz=k>0och |Jargz| <1
z+1 . N
C) ’z —1|= a, dar a har vardet 2, 1, O eller —1.
14. Vilken punktméngd i det komplexa talplanet bildas av de z for vilka |z + Z| = 3|z — Z|?
Rita figur.
15. Var i det komplexa talplanet galler
Q) lz—il+lz+il=3  b) argili =% Grafisk bild.,
16. Vilket omrade i det komplexa talplanet karakteriseras av olikheten
e
a) |z|+Rez<1 b) ‘Z l’zz?
z 6
) . o 14i . )
17. Los ekvationen z- = 1= Rotterna skall anges pa formen a + bi.
18. Los ekvationen z? = —7 + 24i.
19. Los ekvationen z? — 4z + 4 + 2i = 0 och ange rétterna pa formen a + bi.
20. Los ekvationen z°> — (3 +2i)z+5+1i = 0.
21. Los ekvationen (4 — 3i)z?> — 25z +31 —17i = 0.
22. Los ekvationen z® = 5 — 5i.
23. Los ekvationen z% = —7.
24. Visa att
a) z-z=|z|? b) zZi z2=Z1"Z» Q) Z1+2z=2z +Z.
25. z; och z, dr godtyckliga komplexa tal. Visa att
|z1 + z21% = |z11* + |221° + 2Re 21 Z5.
26. zx, k =1, 2, ..., n, ar komplexa tal sadana att z;; = 1 for alla k och sa att >.}'_, zx = 0.
Berdkna for ett godtyckligt komplext tal a summan
n
> lzk —al’.
k=1

27. Bevisa for godtyckliga komplexa tal z; och z, den s.k. triangelolikheten

|z1 + z2| < |z1] + |22].
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Uppgifter i matematik for 1 betyg Hela tal, polynom, algebraiska ekvationer

28.

29.

30.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

Visa att likhet géller om och endast om z;Z; ar reellt och icke-negativt. Ge exempel pa
icke-reella tal z; och z, for vilka det rader a) likhet, b) strang olikhet.

Bevisa olikheten |z + 1| = |z| — 1 for alla komplexa z.

. z—a
Visa att ‘
z

‘ = 1 om z &r rent imagindrt och z # a.

z1 och z, dr tva komplexa tal. Visa att ett nodvandigt villkor for att zz; + Zz, skall vara
reellt for godtyckliga komplexa viarden pa z ar att z; = Z,. Ar villkoret tillrackligt?

z; och z, ar tva skilda komplexa tal. Visa att det komplexa talet

N 1—2172
Z1— 22

har absoluta beloppet 1 om och endast om atminstone ett av talen z; och z, har absoluta
beloppet 1.

De komplexa talen z;, z», z3 ligger pa enhetscirkeln i det komplexa planet. Vidare ar
z1 + zp + z3 = 0. Visa att talen utgodr hornen i en liksidig triangel.

Ni har pa en 6de 6 funnit en pergamentrulle med foljande text: "Utga fran galgen. Stega
till den vita stenen och ga sedan lika langt rakt at vanster. Utmirk denna punkt. Stega
darefter fran galgen till den svarta stenen och ga sedan lika langt rakt at hoger. Utmark
aven denna punkt. Kapten Kidds skatt ligger mitt emellan de utmaérkta punkterna.”

Ni finner den vita och den svarta stenen men diremot inget spar av galgen. Ni hittar
emellertid anda skatten, ty dess ldge ar oberoende av var galgen statt. Bevisa detta.
(Ledning: Rikningarna blir enklast om man anviander komplexa tal.)

Talen z,, v = 1, 2, 3, 4, ligger pa en cirkel i det komplexa talplanet. Visa att da ligger
ocksa talen az, + b, dar a och b ar godtyckliga komplexa tal, pa en cirkel.

Visa att
. 2
Q) em+1=0 b) e =%(1+iﬁ).
Bestdm realdel, imaginardel, belopp och argument av det komplexa talet e daz=x+ Vi
(x och vy reella).

Visa att
z eRe z

z .
cosimz  gch  arge® = eR®?sinlmz.

e

Bevisa olikheten
eix _ eiy

< |x -yl
ddr x och y ar reella tal. Vilken geometrisk tolkning har olikheten?
Framstall

a) sin® x som en summa av sinusfunktioner av forsta graden
b) cos® x som en summa av cosinusfunktioner av férsta graden.

F. Hela tal, polynom, algebraiska ekvationer

1.

2.

Vilken rest erhalles da 411 - 821 + 376 - 297 delas med 7?

Vilken rest erhalles da 207°! divideras med 13?
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Uppgifter i matematik for 1 betyg Hela tal, polynom, algebraiska ekvationer

3.
4.
5.

6.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.
24.

25.

Visa att (1747 + 2'%)1 — 4 ar delbart med 13.
Lat n > 2. Visa att 112" + 5°"*! — 6 4r delbart med 24. (3 betyg mars -59)
Skriv det decimala talet 1000 i a) 7-systemet; b) 12-systemet.

1011 och 1101 &r bindra tal (basen ar 2). Multiplicera dem! Kontrollera svaret genom
overgang till decimalsystemet.

. Skriv det decimala talet 12 648 430 sedecimalt, dvs. med 16 som bas. (Siffror: O, 1, 2,...9,

A, B,C, D, E F).

. Ange samtliga dkta delare till 15.

. Visa att n(n> — 1) ar delbart med 6 for alla heltal n.

Berdkna (24,16) + (32,44) + (12, —20). (a, b) betyder storsta gemensamma delaren (sgd)
till a och b.

.. o 10 o, 214
Forkorta sa langt som mojligt 2o

Bestam storsta gemensamma delare till 8037 och 10089.

Visa att talet 3n° — 1 ej kan vara en jamn kvadrat fér nagot heltal n. (Ledning: Antag
motsatsen och visa att motsigelse erhalls.)

Sok gemensamma faktorer till 2x* + 4x® + 5x2 + 3x + 1 och x3 + 2x? + 2x + 1.
Bestim a) samtliga b) alla dkta delare till polynomet 3x3 — 3x.

Sok gemensamma faktorer till z* — z3 + z? + 2 och z3 + 4z% + 4z + 3. Utnyttja detta
for att bestimma samtliga reella rotter till ekvationerna z* — z® + z2 + 2 = 0 och

23 4+4z°+4z+3=0.

Ekvationen z* — z3 — 5z% — z — 6 = 0 satisfieras av z; = i. Verifiera detta. Bestim sedan
Ovriga rotter.

P(z) =aunz"+ ...+ a1z + ag ar ett polynom med egenskapen att P(z) ar reellt om z ar
reellt. Visa att alla koefficienter a, ar reella. (Ledning: Studera P(z) — P(Z).)

Ekvationerna z> — 3z? — 4z + 12 = 0 och z® + z°> — 10z + 8 = 0 har en gemensam rot.
Los ekvationerna.

Ekvationen 9x3 — 6x2 + 15x — 10 = 0 har en rationell rot. Los ekvationen.

Uppdela i reella faktorer polynomet P(x) = x7 +x%+ x> + x* + x3 + x% + x + 1. (Ledning:
Betrakta forst P(x) - (x —1).)

P(x) ar ett polynom som ger resten 7 vid division med x — 4 och resten 5 vid division
med x — 3. Vilken rest ger P(x) vid division med (x — 3)(x — 4)?

Visa att polynomet (x — 1)>" — x?" 4+ 2x — 1 ar delbart med 2x3 — 3x? + x.
Uppdela i reella faktorer z* — z2 — 6.

En algebraisk ekvation uppfyller foljande villkor
a) har reella koefficienter
b) har rotterna 1 +ioch 2 + 1
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Uppgifter i matematik for 1 betyg Funktionsbegreppet, elementira funktioner

26.

27.

28.

6.

¢) har minsta mdojliga gradtal.
Hur ser ekvationen ut?

Ekvationen z* + az3 + bz? — 12z = 15 har for lampligt valda reella konstanter a och b
enrot z; = —(2 + i). Bestdam a och b och 16s ekvationen fullstandigt.

x* —2x3 — 7x% + 20x — 12 = 0 har en dubbelrot. Los ekvationen.

x% —3a°x? + 6 = har en rot av multplicitet lagst 2, a reellt. Bestam vilka viarden multi-
pelroten kan anta.

Funktionsbegreppet, elementara funktioner

. Betrakta méngden av alla par (x,a) av reeella tal som loser ekvationen

@ y3>+3y+x2=0.
Ar mingden en funktion?
Samma fraga for

(b) xsiny =107

© Ix+/yl=1

@ X - 7=1
)

(e) [xy] =2, dar [xy] betecknar heltalsdelen av xy.
. flx) = ﬁ + i ; i, x € D, definierar under vissa villkor pa D en reell funktion.

Ange de svagaste villkoren pa D for att sa skall vara fallet.

. Skissera grafen till nedanstaende funktion

(x + 7 for -4 <x < -2
—-x—-3 " 2<x<-1
2x2 ? -1<x<0

f(x) =1x? " 0<x<1
1 7o l<x<?2
|x — 1] 7o 2<x<4
[ 3 7o x =4

. f(x) = |x+ 1| —|x — 1] for alla x. Undersok om f(x) i hela eller ndgon del av sitt

definitionsomrade har en invers. Ange i sa fall inversen med dess definitionsomrade och
vardefoérrad samt rita upp den.

. Visa att foljande funktioner dr strangt monotona (utan anvandande av begreppet derivata)

och ange inverserna

a)f(x)=%,0<x<1

b) fix)=x—-x% -<x<1

100
-0 <X < ———

1+x’ 99

o fH(x) =
En funktion definieras pa foljande satt:

foro<x<1

f(x) =

-x 7 1=<x=<?2

N | ul N\X
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Uppgifter i matematik for 1 betyg Gransvarden

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

2.

a) Ar den striang monoton i hela definitionsomradet?
b) Existerar inversen? Ange i sa fall denna.

. Visa att foljande funktioner ar striangt monotont viaxande och ange deras inverser

52 f6r0§x<l x3 for—-1<x<0
a f(xX)=1x 1 1 2 b) gx)=1x* ” 0=x<1
. Bestam reella 16sningar till ekvationssystemet
{ 3/x1010g\/7 =9
“logx®
=>1] 3,
10]og 5 08y
. Los ekvationen sin kx = cos (4x + g) dar k ar en reell konstant.
Bestam exakta vardet av sin(2x+f) da sin @« = —0, 6, dar « ar en vinkel i tredje kvadranten,

ochtanf = —2,4.

Visa formeln tan A +tanB+tanC = tan A-tan B - tan C for vinklarna i den icke ratvinkliga
triangeln ABC.

Ar foljande funktioner udda eller jaimna?

cos® x
x2

a) f(x)=xsinx b) f(x) =

Vilken period har féljande funktioner

a) f(x)=sin@n+1)x b) f(x)=cos’x ¢ f(x)=sin?x?

Berdkna 2 arctan 7 + 2 arctan % + arctan %

.. .99 1
Berdkna arcsin 101 + 2 arctan 10°

. .. .. 1 T
For vilka x-varden géller arctan x + arctan o 5?

. i X R
Visa att arctan x = arcsin ——— for alla x.

V14 x?
Hur manga losningar har ekvationen arccot x = —g?
Gransvarden
_ n
an = W Sok ett N(¢) sadant att |a,, — 1] < € for allan > N(¢). Bestam sedan
t.ex. N(1073). Vad ar lim a,?
n—-o0
x% + 7x - sinx .
f(x) = ————————.Berdkna lim f(x) och ange ett tal A sadant att f(x) avviker

1+ 2x? X—+00
med mindre dn 1072 fran gransvardet for alla x > A.
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Uppgifter i matematik for 1 betyg Gransvarden

3.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

x+1

Bestam ett A sa att -1l < 10 for x > A.Bestam sa ett A(&) saatt

V X

¢ for varje € > 0.

Bestiam ett w sd att |y — 3| < 1 for x > w, dar y ar funktionen y = M
' Y7215 700  dary Y= Tox2+s
1+ . o
y= Jx - fg;ﬁxz. Bestdm ett w sa att |y| < 107° for x > w.
. Bestam ett §(¢) sa att | f(x) —al < € for |x| < 8(¢) om f(x) = (x +4)'* och a =
lim f(x).
x—-0

. Bestam gransvardet a dax — +oo och ange ett tal A, sa att for x > A giller | f(x) —al <

1072 for funktionerna

X x—1 1 x%+x

X+ 1 b) f(X):mSinX C) f(x):ﬁ_xz_1

a) f(x)=

. Undersok om foljande gransvarden existerar och bestam de som existerar

3 2
g lim X F2xtl o X HL o im R (E T = )

Xoto0 2X3 —x2 42 x—>—00 X2 + 4x X—>+00

. Bestdm, om de existera, f6ljande gransvarden:

100 8n n
. on C o2n+1 2 2
@ lim 2 P lim s o lim S d) lim S

Betam, om de existera, foljande gransvarden:

3/m2 — /13 2
lim nyn+ yn?—/n b lim nlogn 9 lim logn

a)

noo 1 — /N3 + 2n3/2 n-co 1 +nlogn n-o 2 +logn
et —e™ . logn . log(2™ + 3)
d) 1}1}»{}0 en +en ¢) %l-r.?o n D %l—r»rolo log(4™ +5)

Undersok om foljande gransvirden existera och bestam i forekommande fall gransvardet

. 1 \n+100 X 1 n i 1 \n
@ lim (14 0)" T 0 lim (14 506)" o lim (14 5)
: 1\v/n ) 1 \n . (m+1)"
O lim (1+0)7 o lm (1+—2)" D lim S
Bestdam foljande gdnsvarden
5x2 + x sin3x _logx? o
a) x—»I-Poo cos x + x? b) xl—{l:il—loo x? C) xl—l-l}—loo \/} Ing
Bestam
. x?2+2—-x . ox?2+2—-x
a) lim ——— b) lim ———
x—>+00 /X2 +3 —x x=>=0 \[x2+3 —x
Berdkna
lim x% + x?%log x% + x/Iog x + log(x3 + 1)
e Jx + x/x + x2/x + x3log (e + %)
Bestam
lim arctanﬂ
n—00 2n2+n+1
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Uppgifter i matematik for 1 betyg

Gransvarden

1,
n+l n+?2 2n

16. Visa att lim a,, existerar om a, =
n— o0

n— 00

1

17. Berdkna f6ljande gransvarden i den man de existera

X —a X —a

a lim b lim
) x—}a+0 Z(X—a)_|X—£1| ) !

18. Undersok foljande gransvdarden och berdkna de som existera andligt

. sintrx . tan3x sinpx
a) lim b) lim im P
x—0 X x—=0 x—0 tangx
. sin/|x|
d) lim——"— e —
x-0 X x—-0 COS X

19. Bestdm, om de existera, foljande gransvarden:

2 arctan x

x—-a-02(x —a) — |X — (1|

(p, q reella)

sin3 2x - arcsin4x

) lim = o b) lim

sinx -sin7x 1 —cosx

x—-0 X +sinx?-tan3x

O M 6lcosx — 1) & lim

. (cos3x — cos5x) sin(cos x)
e) lim — .
x—0 sin x?2 - cos(sin x)

20. Bestdam, om de existera, foljande gransvarden

x>0 C0S11lx — Ccos5x

1
+ ...+ —. SOk aven visa att det galler

X1

1
3 .
. 1 X sin —
a) lim M b) lim ———* — ¢) limsin(cotx)
x-1 x2—1 x—40 X2 + cos x° x=0
21. Bestam, om de existera, foljande gransvarden
0 lim tanx — /3 b lim tanx — /3
x—1/3 3X—TT x—-m/3 |3x — 17|
22. Bestam
a) lim 2~ Xlsinx| b) lim (2*+3%YX ¢ lim
xX—+00 xX—>+00 x—->—1 |X2 - 1|

. JJx +sinx* + x
d) lim
x—+o0  xarctanx

x—->—1-0

2sin2x + tan2x

23. Betrakta funktionen f(x) = -
2sinx —tanx

e) lim (1-x)*log(l—x)omk > 0.

. Bestam de x-varden for vilka detta ar ett

obestamt uttryck av formen 0 och bestam darefter funktionens gransvarden for dessa x.

24. Berakna

a) lim x* b) lim sinxlog(4x —x?) c¢)
x—-+0 x—->+0

an
5

3

+

N |~

25. {a,}7 ar en odndlig talfoljd dar 0 < a; < 1 och a, 41 =

konvergent och bestdm gransvardet.

P(x+1
26. P(x) ar ett polynom. Visa att lim Plx+1)

x—00 (x)

sin(tan x)
1m N
x—+0 tan(sin x)

existerar. Vad blir gransvardet?

Visa att foljden ar

20



Uppgifter i matematik for 1 betyg Gransvarden

27. a1 = /2, a» =2+ V2, ..., Ans1 = /2 + an. Visa att talfoljden ar konvergent. Bestam
gransvardet.

28. Man vet att lim f(x) =1 och lim g(x) = +oo.Bestaim lim f(g(x)).
X—+00

X—+00 X—+00

29. For vilka viarden pa a, b och ¢ giller att

lim {\/x4—2x2+7x+1—(ax2+bx+c)} = 0.

X—+00
30. Visa att talfoljden {a,}q ar konvergent och bestam gransvardet om

1 an

a) aOZE,an+1=1+a _—
n

a, +1

1
b) a0 =—z2, an1 =

31. Lat a, vara ett givet reellt tal. Definiera a,, n = 2, 3, ... genom a,+; = sin(a,). Visa att
talfoljden konvergerar och bestam lim a,,.

n—oo

32. ax, k=1, 2, ..., N ar tal sa beskaffade att ZQ’ZI ar = 0. Visa att

N
lim Z agpvn +k=0.
==

33. Berdkna
i t
a) lim M b) lim 3tanmx c¢) limsintrx - tan T
x—1sin10mx x-1 logx? X1 2X
X _ —X __ 2 t _ _ :
d) lim &= o) im X ) jm T ORY
x—-0 X —Ssinx x—0 X — Sinx x—0 X
34. Berakna
1 1 T tanx — 1
a lim(—-——) b lim x(— —arctanx) c m —
) x—0 <log(l + Xx) x> ) X—+00 ( 2 ) ) xom/4 Sindx

35. Bestam foljande gransvarden

0 lim x? —2xsinx —2cosx + 2 b)
x—02x2—2x8in2x —cos2x +1

m(—L 1)
x—0 ‘arctan? x  x?2
36. Bestam

. . 2
a) lim x'* b) lim(cosx)'*
X—+00 x—0

37. v = f(x) ar en kontinuerlig funktion med kontinuerliga forsta och andra derivator i
ndrheten av x = 0. Berdkna
i o (2%) = f ()

x-0 f(3x) — f(3x)°
ayom f/(0)=1 b)om f'(0) =0och f7(0) =1.

R . mlogx + sintrx
38. Berdkna lim & .
x—1 1+ cosmrx

39. Berdkna med hjilp av medelvardessatsen foljande gransvarden

. T
e~ __emnx arcsin x — —

) lme—%" b lm-— 6 ¢ |im18X
x-0 X —SInx x—1/2 eX_\/E x—1 CO0S —X
2

- sin(tan x) — sin(sin x)
x—0 tan(sin x) — tan(sin x)

d)
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Uppgifter i matematik for 1 betyg Gransvarden

40. Bestdm med MacLaurinutveckling foljande gransvarden

. _ .2 _ 2
Q) lim—D2X =X gy X log(1 +x7) o lim x3<tanl - l)
x—0 arctanx — x X—0 1 — cos(x?) X—>+o0 X X
_ cosx — 1 . 1 1 . (arcsinx)?
d Iim—— 1 - f) 1
) xli%log(ler)—x € xlg%(x—l logx) ) lim

x-0 |1+ x
_eX'
1—x

41. Bestam ett andragradspolynom P (x) sadant att

tanx + sin(x?) + P(x) _

lim 3
x—0 1 —cosx
42, Berdkna )
. log(l—x)+x .
1 d > 0.
xl_r.l})(1+x)"—1+x2 arn >0
43. Berdkna )
l X
lim (1 + sin—) ogll+e ).
X —+00 X
44,
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