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10.

11.

12,

Analys allmant

. Visa f6ljande sats: Om en f6ljd monotona funktioner (kontinuerliga eller ej) konvergerar mot

en kontinuerlig gransfunktion pa ett slutet intervall, s dr konvergensen likformig.

. Funktionerna f,,(x),n = 1, 2, ..., ar kontinuerliga och deriverbarai det slutna intervallet [a, b],

och uppfyller |f,, (x)| < C, dar C ar en fix konstant, for alla x och n. Visa att funktionsfoljden
{f(x)} konvergerar likformigti [a, b], om den konvergerar i ndgon punkt i varje delintervall
av [a, b].

o

* logx 1"
. Bevisaf g dx=z( 2) .
o 1+x n

n=1
: © sintx - : : :
. Visaatt f(x) = —————dt,a # 0, x > 0, satisfierar differentialekvationen
o t(a?+t?)

n_ 2 E_
y ay+2—0

och bestdm hérav f(x).

. Beridkna

i °° dx
im :
noow Jo 1+ x+x2 4+ +x"

. Latvarje f,(x) vara monoton pd 0 < x < 1 och antag att

lim f (fu(x) —x)"dx = 0.
n—-oo
Visaatt lim f,,(x) = x likformigt pa (g, 1—¢) for varje € > 0. Géller lim f,(x) = x,0 < x < 1?
n—oo n—oo

Vn x2

n
. Visaattg = lim (1 - 7) dx existerar och bestam g.

n—->oo

0
1

1 1
. Berdknal+ —+ — 4+ — + ...

4! 8! 12!

. Visa att om f(x) ar kontinuerlig pa (a — 6, a + §), § > 0, och

b
[ 176+ 1y = Foldx = o,
sd ar f(x) = konstant.

En kurva framstélles av den kontinuerliga funktioneny = f(x),0 < x < 1, f(0) = f(1).

Med en korda forstas ett linjestycke, som har bada andpunkterna pa kurvan. Visa att for varje

naturligt tal n finns det en vagrat korda av langden —.
n

Lat f (x) vara kontinuerligt deriverbar i [a, b] och antag att i medelvardessatsen

fx+h)—f(x)=h-f'(x+6h)
0 ar oberoende av x och h. Bestdm 6 och f(x).

f (x) ar kontinuerlig och har ett dndligt antal nollstillen och
b
f f)x*¥dx=0, k=0,1,..,n—1.
a
Pdstdende: f(x) har minst n teckenvaxlingar.
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oo a

x
13. Forvilkaa =0, =0 konvergerarf —————dx?
o 1+xPsin®x

a X
14. Nar foljer ur existensen av lim {(p(x) + o f (1) dt} att lim ¢(x) existerar?
X—00 0 X—00

15. Lata; < a, < - < a, < .. vara en foljd av positiva heltal och 1at x vara det odndliga
decimalbrak, som bildas genom att talen a,, sattas efter varandra (t.ex. om {a,} ar primtalen,

1
sdarx = 0,23571113...). Visa att om Z =%, sa ar x irrationellt. (Ledning: Hur manga
av talen a,, kan ha samma antal siffror, om xnéir rationellt?)

16. Polynomen P(z) och Q(z) med komplexa koefficienter ha samma nollstillen, moéjligen med
olika multipliciteter. Samma sak galler for polynomen P(z) + 1 och Q(z) + 1. Visaatt P(z) =

Q(2).

17. Visa olikheten
X+

a+b
om alla tal ar positiva. Visa ocksad att likhet rader om och endast om x/a = y/b.

x
xloga+ylog% = (x+y)log

18. Oma, >0ocha; -a, - .. a, = k™, sa giller

(1+a) - (A+ap) . -A+ay) >0+

19. Ettjarnvagstag tillryggalagger pa en given tid T en given stracka S. Begynnelsehastigheten
ar noll, och for accelerationen dr angiven en 6vre grans A (existerar av tekniska skal). Under
dessa villkor finns det for alla moéjliga maximalhastigheter en undre grans B, vilken ar storre
an genomsnittshastigheten S/T och vilken skall berdknas.

[oe]
1

1
20. For vilka x > 0 konvergerar Z x'*2*"*77 Bestim de intervall, i vilka konvergensen &r

n=1

n
Z a, logv
v=1

likformig.

= 00,

21. Om Z a, divergerar, sd ar lim

n—-oo

22. Implicera villkoren

(1) |bul < |yl
b
(2) lim = =1

n-oo q,

(3) Z konvergent
0

[oe]

att Z b, konvergerar? Ge bevis eller motexempel.
0

[oe] o)

23. Z a, ar en divergent serie med positiva termer. s,, ar n:te delsumman. Visa att Z — ar
Sn
1

1
divergent.
[ee] [ee]
24. {a,}7 arenfoljd av positiva tal, sddana att Z a, log a, divergerar. Divergerar da dven Z ailog n9
1 1
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25.

26.

27.

28.

29,

30.

31.

32.

33.

Bevisa, att om f(x) ar ett polynom med heltalskoefficienter, s 4&r summan av serien

f2) f(n)
FO+F) + 757+

alltid en heltalsmultipel av e.

[ee)

—1)lvnl
GOLEN

Konvergerar eller divergerar z ? ([x] ar heltalsdelen av x.)

n=1

Bestam for varje n ett heltal p sa atte > logp n > 1 och bilda

a, =n-logn-loglogn- ...- logp n.

[ee]
1
Konvergerar eller divergerar Z —7?
an
1

Man definierar konvergensexponenten A for talféljden {a,}7",0 < a; < a, < ...,a, =
[ee]
dédn — oo, som ett tal, s beskaffat att serien z a,,? konvergerar for ¢ > A och divergerar

1
for o < A. Om serien ej konvergerar for ndgot viarde pa o sittes 1 = co. Visa att 1 dr entydigt
bestamt och att det galler

a,ochb,,v=1,2, ..artva delféljider med a, = 0, b, = 0 och
a =liminfy/a, och f =limsup ‘{/b_v
existerar. Visa attom a > f sd ar
lim inf‘{/m =a.
Lat {p,}7° vara en begransad f6ljd av positiva reella tal. Visa att

1 1
liminfp, <liminf(p;p; ...px) " < limsup(pp; ... pn) < limsup p,,.
(Okt 60)

Lat Z a, vara en konvergent serie med icke negativa termer och antag att a,, —2a,, 11 + ap42 >
0.Visa att n?(a,, — ap41) — 0. (Okt 60)

Lat (f,,)7" vara en punktvis avtagande f6ljd av icke-negativa kontinuerliga funktioner pa

(=00, ) och antag attf f1(x) dx existerar. Visa att om lim f,, = f ar kontinuerlig sa géller

(00

lim [ f(x)dx = f ) £(x) dx. (Okt 60)

Definiera f(x) = (1 + x*)™!, —oc0 < x < 0. Berékna for alla x

n (Tl)
lim sup ’ w (Jan 61)



34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42,

Talf6ljden {a,} dr positiv och monoton. Visa att om z e~ % konvergerar géller detta dven

Z n~la?. S6k dven visa att antagandet om monotonicitet kan slopas. (Jan 61)

En funktion f(x) ar kontinuerlig pd 0 < x < 1. Till varje x existerar ¢ > 0 sd att f(y) ar

monotont vixande i x <y < x + ¢. Visa att f(x) 4&r monoton pd 0 < x < 1. (Jan 61)
Bestdm

inf(ex/y +eY/% + ez/")
forx >0,y>0,z>0. (Mars 61)

f ar en kontinuerlig funktion i intervallet [0, 1], f(x) = 0 forx < a < 1 och f(x) < 0 for
x = a.Vidare giller att

1 1
[ r@ax=[ sreax=o
0 0
Visaatt f = 0. (Mars 61)

Bestim lim [ —c8dtD ., Mars 61
estdm lim . BR@a (Mars 61)

x och y ar positiva tal och x < y. Bestdm definitionsomrade och vardeforrad for den funktion
y = f(x) som implicit ar definierad genom relationen

x¥ =y* (Sept. 61)

Funktionen f(x) ar fér x > 0 definierad genom

1 —x3x

109 = @y

(o0}
Den generaliserade integralen f f(x) dx divergerar vid bada grianserna. Visa att man likval
0
kan bestimma en funktion w(¢) av formen ¢ - €~%, dir ¢ och a ar positiva konstanter, s3 att

w(e)

lim flx)dx

£-+0 £
existerar och dr dndligt. (Sept. 61)

Funktionerna f (x), p(x) och q(x) ar kontinuerliga pa intervalleta < x < b och p(x) > 0 pa
detta intervall. Vidare galler

F(x) < q(x) + fxp(t)f(t) dt, a<x<b.

Visa att x x
) < q() +f p(£)q(t) exp{ft () du}dt, a<x<bh.

X
(Ledning: Visa att funktionen ¢ (x) = j p(O)f (t) dt uppfyller
a

@'(x) —p(x)p(x) < p(x)q(x), a<x<b) (Okt. 61)

Visa att de x-virden pd —co0 < x < oo for vilka en given monotont vixande funktion ar
diskontinuerlig, bildar en numrerbar mangd. (Okt.61)
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43.

44,

45.

46.

47.

48.

49,

50.

51.

52.

f(x) ar en funktion saddan att ' (x) existerar pda < x < b och f'(a) < f'(b). Visa att till varje

csadantatt f'(a) < ¢ < f'(b) existerarett {,a < é < b, sddant att f'(¢) = c. (Okt. 61)
Bestidm sup(4x;x, — x2) pa enhetscirkeln med centrum i origo i planet x; + x, + x3 = 0.
(Dec. 61)
Visa att
* 1
f sinx dx
. x+y
ar likformigt konvergent i inetrvallet 0 < y < 1. (Mars 62)
Berdkna li fl dx Mars 62
erdkna lim N EETED) (Mars 62)
{a,}y ar en talfoljd saddan att a,,/logn — 1. Visa att
> a,x™
lim %0 =1
x-1-0 ___ 10g —
1-x 1-x
_ 1 1
(Ledning: (logn)~1(1 + S He Z) - 1)
K < 1&r en konstant och f dr en deriverbar funktion saddan att
If'(x)| <K <1 forallax.
Lat x4 vara givet och definiera foljden {x,}5’ genom
Xp=f(xn-1), n=1,23, ...
Visa att foljden ar konvergent och att dess gransvirde ar oberoende av x. (Sept. 62)
Lat h vara en positiv funktion sddan att h(x) = 4+ da x - +oo. Visa att
X
lim infg( ) >1
x04e A(x)
om och endast det finns en konstant k > 1 sadan att
gx)—k-h(x) > 400 dax — oo. (Okt. 62)

Visa att serien

X
-1"nsin — ———
Z( ynsin N+ 2)
konvergerar for alla reella x och att summan ar deriverbar. Bestim dess derivata for x = 0.

(Jan. 63)
Bestam for olika givna positiva a
na
li Z ! 63
nl_r)rolonk_1 TR (Jan. 63)

a arett givettal, 0 < a < 1. Talen a, a4, (a®)%, a@®, .. dvs. alla tal av formen
A‘a
a

aa

dar potensbildningarna kan ske i godtycklig ordning, utgoér en talmangd. Visa att denna tal-
mangd ar begransad och bestdm dess storsta och minsta hopningspunkt. (Jan. 63)
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53.

54,

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

Visa for alla polynom k(x, t) i x och t att om f(x) ar kontinuerlig och uppfyller ekvationen

Fx) = fox k(x, )f()dt, 0<x<1,

saarf(x) =0for0 <x < 1. (Okt. 64)
- m
Berdkna lim o BErETE— (Okt. 64)
moow L n? + nm + m?
n=

f ar en kontinuerlig (men ej nédvéndigtvis differentierbar) funktion i —oo < x < oo sddan att
det for varje x giller

lf(x+h) = f)| <hl
om h ar tillrackligt litet och # 0. Visa att olikheten galler for alla x och allah # 0. (Maj 59)

f ar kontinuerligi0 < x <1, f(0) =10och0 < f(x) < 1,om 0 < x < 1. Fér sma positiva
virden pa x giller f(x) = 1 — (1 + o(1))x3. Visa att

. r1 . rl o0
lim ns f (f(x)" dx = lim n3 f e dx = j et dt. (Maj 59)
n—-oo 0 n—-oo 0 0
Berikna li foo @ >0 Mars 60
erakna lim | o a . (Mars 60)

Funktionen f (x) ar tvd ganger differentierbariintervallet 0 < x < 1.Vidare giller f(0) = f(1)
M
och [f"(x)] £ M.Visaatt |[f'(x)| < >

Lat E vara mangden av polynom P(x) = c(a — x)(b + x),dara = 1, b = 1 och ¢ bestdms ur
villkoret

fl P(x)dx = 1.
-1

Satt for fixt x i intervallet =1 < x < 1 ¢ (x) = sup P(x) och visa att
PEE

. 2
_fuin px) = 3 (Mars 60)

Bevisa att det ej finns nagon positiv talféljd a,, sddan att

1 a —a
Z_ och ZM
a, n

bada konvergerar. (Dec 60)

Antag att f(x, y) ar en kontinuerlig funktion i kvadraten |x]| < 1, |y| < 1, £(0,0) = 0. Satt

X
gxy) =fxy) ===, ¢(0,0)=0.
VX2 +y?

Visa att lirr(l) g(x,y) = 0. Ar konvergensen likformig i y? (Dec 60)
X—

Berdkna lim | (1+t) le*tdt. (Maj 61)
X—00 0

Satt

e*¥(cosx —ysinx) — 1

fexy) = >
for x # 0.visa att man kan bestimma £(0, y) sa att f blir kontinuerlig i hela planet. (Maj 61)
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64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

Funktionen f ar kontinuerlig i det halvoppna intervallet I = {x: 0 < x < 1}. Visa att f ar
likformigt kontinuerlig pa I da och endast da f har ett egentligt gransvarde da x - 1 — 0.
(Dec 61)

Betrakta reellvarda funktioner pa den reella axeln. Lat (f,)g vara en foljd av kontinuerli-
ga funktioner som konvergerar likformigt mot funktionen f och lat funktionsfoljden (g, )¢’
konvergera punktvis mot g. Visa att f,,(g,,(x)) = f(g(x)) ddn = o med punktvis konver-
gens. Visa genom exempel att punktvis konvergens hos (f,)g och (g,)g inte medfor punktvis
konvergens hos f,, (g, (x)). (Dec 61)

Definiera funktionen h genom h(x) = —xlogx for 0 < x < 1, h(0) = 0 och lat p, q och r vara
icke-negativa tal med summan 1. Bestim supremum for h(p) + h(q) + h(r). (Jan. 62)

Satt H,(x) = e*’ D" (e‘xz). Visa att H,, ar ett polynom (n =0, 1, 2, ...), att

f i Hp () Hp(x)e ™ dx = 0

om m # n samt berdkna integralen om m = n. (Jan. 62)

Undersok konvergens och likformig konvergens av funktionsféljden (f;,) pa positiva reella

axeln om f,,(x) = sin m (Jan. 62)
f (x), definierad pa reella axeln, ar tva ganger deriverbar och uppfyller
FOI <42 |f"(0l < 1.
Visa att |[f'(x)| < aV2. (Maj 62)
f(x) ar en deriverbar funktion sddan att
fO+fO)+fOfO) = flx+y)
for alla reella x och y. Bestam f (x). (Maj 62)

Antag att samtliga nollstéllen till polynomet z™ + a, 2"~ + -+ + a,, ligger i halvplanet Re z < 0.
Visa att om f ar n ganger kontinuerligt deriverbar i en omgivning av +co och om

™) +a fO V) 4+ +a,f(x) >0 dix — +oo
sa galler ocksd f(x) - 0dax — +oo. (Sept. 62)

Lat f vara en kontinuerlig funktion pd 0 < t < oo, sadan att tlim f(t)/t = A.Visa att
—00

lim u? f e~UF () dt = A. (Okt. 62)
0

u—0

f(x,y) ér definierad i hela planet. f(x,y,) r en kontinuerlig funktion av x foér alla yo. f,
existerar och f(x,,y) och f;(xo,y) ar kontinuerliga funktioner av y for alla x,. Bevisa att
f(x,y) ar kontinuerlig. Motiveringarna maste vara tydliga och fullstindiga. (Okt. 62)

En reell talf6ljd definieras av rekursionsformeln

— ok,2
Qg1 = 27aj.

Vad ar villkoret pa a, for att a;, skall » 0 da k - o0? (Dec. 62)
1
Berikna lim nf (x? —x + D" dx. (Dec. 62)
n—-oo 0



76.

77.

78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

Bestdm ovre och undre grins av funktionen f(x,y,z) = x + vy + z i omradet x? + y? + z? < 2,

2xy < 1. (Dec. 62)
Visa att funktionerna

1, x, x2, ..., x™, e*, sinx,
ar linjart oberoende 6ver varje intervall. (Mars 63)

Visa att om f 4r en i en omgivning av origo n ginger deriverbar funktion med £ (0) = 0,
k=0,1,2, .., nsaar lin?)x‘nf(x) =0. (Mars 63)
X—

Lat {f,}7" vara en foljd av funktioner definierade pa en sluten begransad mangd M pa rella
axeln. Visa att f,, = 0 likformigt pda M om och endast om for varje val av x € M och foljd {x,}7°
med x,, — x, giller f,,(x,,) = 0. (Mars 63)

A och B ar tva mangder i planet. A ar kompakt, dvs. sluten och begransad och B ar sluten. Visa
att
A+B={a+bla€A, beB}

ar sluten. (Maj 63)

Antag att f ar kontinuerlig och begransad pa reella axeln. Visa att

f0) = @m0~ lim foo Foot H—mu (Maj 63)
- u—>+0J_ cosht —cosu ]
For vilka positiva a existerar
1 loguyandu
lim (1 + 8 ) —
n-o J, n n u
andligt. Bestdm i dessa fall gransvardet. (Sept. 63)

Pa intervallet ] : 0 < x < 1 bildar man en punktméingd E pa foljande satt: Forst konstruerar

1
man ett 6ppet intervall med langden 3 mitt pa I och later alla dess punkter tillhora E. Sedan
konstruerar man mitt pa vartdera av de tva kvarvarande intervallen ett 6ppet intervall med

langden 5 32 och later alla dess punkter tillhora E. Mitt pa vartdera av de kvarvarande fyra

11
intervallen konstruerar man sedan ett 6ppet intervall med langden 7 33OV E bestar saledes

av alla punkter i alla dessa numrerbart manga intervall. Deras sammanlagda ldngd ar tydligen

§:1 1
3n 2
n=1

Funktionen y = f(x) ar 1 pa E och 0 for dvrigt. Visa genom att bilda 6versummor och

undersummor att f ej ar integrerbar (i Riemanns mening). (Sept. 63)
1 1
Berdkna lim (f (ef + t)x dt)x. (Okt. 63)
X—00 0

{fn(x)} ar en foljd av reella funktioner som uppfyller

/o) = fu)] < Alx = y|*

for0<x<1,0<y<1,n=1,2, .., dirdocha 0 < a <1,inteberor av x, y och n. Vidare
ar

1
lim f [fn(x)| dx = 0.
n—-oo 0

Visa att funktionsfoljden {f,, (x)} konvergerar likformigt pd 0 < x < 1 och bestdm gransfunktionen.

(Okt. 63)



86.

87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

94,

95.

96.

f (x) ar kontinuerlig, icke-negativ och monotont vixande i 0 < x < 1. g(x) ar kontinuerlig,
icke-negativ och monotont avtagande i samma intervall. Bevisa olikheten

folf(x)g(x) dx < folf(x)g(l —x)dx. (Okt. 63)

Bevisa att man ur varje reell odandlig talf6ljd kan valja ut en monoton oandlig talfoljd.
(Dec. 63)

n

Lataq, a,, ..., a, varareellatalmed 0 < a; < 1for1 < k < noch Z a, = 1. Visa att
1

n

Z L — Dec. 63
1-— ag T n-— 1 ( ec )
T
18
Berikna i punkten (0; 0) derivatan Ix119y7 cos(x3 + x%y — xy?). (Jan. 64)

For den kontinuerliga funktionen f definierad fér a < x < b géller att hogerderivatan

i L& R = ()
1m

h—-0+ h
ar=0f6ra < x < b. Visa att f ar konstant. (Jan. 64)
Pa en sfar med radien 1 ligger fyra punkter A4, B, C, D. SOk maximum av tetraedern med hérnen
iA, B, C, D om de tre strickorna AB, BC och CD alla har lingden V2. (Jan. 64)

Visa, att om en potensserie i x konvergerar likformigt pa det 6ppna intervallet =1 < x < +1
sa konvergerar den for x = 1. (Mars 64)

Bestdm om maojligt en konstant a s3, att funktionen f given av

1
sin— forx =0
f(x) = x

a forx =0
blir derivatan av en annan funktion. (Mars 64)

Man sager att en kontinuerlig funktion ar konvex om kordan till en bage av funktionskurvan
ligger ovanfor bagen eller sammanfaller med denna. Lat agy, a4, ..., a, vara givna tal sddana att
det finns en konvex funktion f med f(i/n) = a;. Lat K beteckna klassen av sidana funktioner
samt bestdm

1 1
supf f(x)dx forallanoch inf f f(x)dx forn =2, 3och4. (Mars 64)
rek Jo FeK Jo

Visa existensen av - on

cos“" x
li —_—
Jim vn a1
och berdkna virdet. (Maj 64)

Lat A vara ett positivt reellt tal. Bestim supremum av determinanten

aj; Qi 4p3
a1 dzz A3
az1 Q32 0as3

under villkoret —A < q;, < A4,i,k =1, 2, 3. (Maj 64)
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97.

98.

99,

100.

101.

102.

103.

Visa, attom aq, a,, ..., a, ar reella tal sa ar

n

1
supz apXxp = E( m’?x a, — mkin ak),
1

dar sup tages over alla rella x4, x,, ..., x, sddana att

n n
Z|xk| =1 och Zxk =0. (Sept. 64)
1 1

{f(x,y)}7 ar en foljd av funktioner, som ar kontinuerliga i kvadraten0 < x < 1,0 <y < 1.
For varje fixt x, 0 < x < 1, konvergerar foljden likformigti 0 < y < 1 och for varje fixt y,
0 < y <1, konvergerar foljden likformigti 0 < x < 1. Innebar detta att foljden {f,,(x, x)}?°
konvergerar likformigti 0 < x < 1?7 Ge bevis eller motexempel. (Sept. 64)

Med att en funktion f ar konvexi 0 < x < 27 menas att for alla x i intervallet

f@) = F(0) + fo 9@ dt,

dir g 4r monotont vixande och begrdnsad. Visa att om f dr konvexi 0 < x < 2x sa géller for

alla naturliga tal n att
2n

f(x)cosnxdx = 0. (Sept. 64)
0
m 1
P4 intervallet [0, 1] definieras en funktion f pa féljande satt: £(0) = 0, f(1)1, f(;) =3 for

m
P rationellt, (m,n) = 1, samt slutligen f(x) = 0 for x irrationellt. Visa att f ar av begransad

variation pa [0, 1], dvs. att

p
DG - i)l <M <o
1

for varje dndlig intervallindelning 0 = xy < x; < - <x, = 1. (Dec. 64)

Vilka funktioner ¢(t) av en variabel t dr sddana att antagandet att F (x, y) ar differentierbar i
(0; 0) och F(0,0) = 0 implicerar att dven funktionen @ (F(x, y)) ar differentierbari (0; 0)?
For vilka funktioner ¢(t) giller implikationen i omvand riktning? (Dec. 64)

Bevisa for g > 0 att funktionsf6ljden

X

Yu(x) =x +f tyn-1()%dt, yo=0,n=1,2, ..,
0

konvergerar for x = 0. Utfor eventuellt beviset blott under inskrankande antagande om
q. (Dec. 64)

n

Berdkna sup Z a, over alla reella talféljder a4, a,, as, ... som uppfyller
1

z n(n+ a2 < 1. (Jan. 65)

1
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104.

105.

106.

107.

108.

Berdkna fora > 0

I fl “_4x och fw dx 65
lim n e x och limn A (Jan. 65)

M ir en begrinsad icke numrerbar méangd. M! i4r mingden av alla hopningspunkter till M.
Visa att M® innehaller odndligt mdnga punkter. (Mars 65)

Berdkna )
lim f f(x) Vsin? nmx dx,
n—-oo 0
f (x) antages vara kontinuerlig for 0 < x < 1. (Mars 65)

Visa att om f ar deriverbar och reell pa intervallet [a, b] och f(a) = f(b) = 0, sa finns nagot
y i intervallet med

b
If'D1 > 4(b - a)’zf f(x) dx. (Maj 65)

1/n?

Berdkna lim “_[ (n)] . (Maj 65)
"l k

Differentialgeometri, envelopper, linje- och ytintegraler, vektora-
nalys

. Berdkna krokningscentrum och oskulerande plan i punkten ¢t = 1 till kurvan

t2 22yt
2 YT T3

X = z=1t.

. Berdkna torsionen i punkten t = 0 pa kurvan

x =cost, y=sint, z=t.

. Bestdm alla rymdkurvor for vilka bade krokning och torsion ar konstanta.

. Visa att kurvan x(t) = at? + bt + ¢, dir a, b och c ir givna vektorer, ligger i ett plan och bestim

ekvationen for detta plan.

. Bestdm ekvationerna for huvudnormalen och binormalen till kurvan

t? 2t3 t*
x:—’ y:— 7 = —

] 1 1
i punkten (E; §; E)'

. Visa att alla tangentplan till ytan z = x + f(y — z) ar parallella med en och samma réta linje.

. Visa att om lings en kurva férhallandet mellan krékning och torsion ar konstant, s maste

kurvans tangent bilda en konstant vinkel med en fix riktning.

. Hur ldngt kan man ga mot nordost om man bdrjar vid ekvatorn? Jordens radie antages vara R.

. De kurvor pa en yta som ar sddana att deras huvudnormal i varje punkt dr parallell med ytans

normal kallas geodetiska linjer. Visa att storcirklarna dr de enda geodetiska linjerna pa en sfar.

11



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,
23.

Visa att ytorna
xy =az? x?>+y%+z2=b, z%+2x?=c(z?+2y?
parvis skdr varandra ortogonalt fér godtyckliga positiva a, b och c.

m
Ytan y = x tan z skir planet z = — lidngs en rit linje. Visa att ytans normaler pad denna linje
genererar en hyperbolisk paraboloid.

Pa huvudnormalen till skruvlinjen
X =acost, y=asint, z=bt
avsattes en stracka av konstant langd [. Bestdm geometriska orten fér dess andpunkt.
Bevisa att en av bisektriserna till vinkeln mellan tangent och binormal till kurvan
x=23t, y=3t? z=2t3
har konstant riktning.

En yta skires med sitt normalplan i punkten P. Krokningsradien i P for den sa erhallna kurvan C
ar R. En annan kurva C' pa ytan tangerar C i P. Den har krokningsradien p. Visaatt p cos = R,
dar 6 ar den spetsiga vinkeln mellan ytnormalen och kurvan C':s huvudnormal i P. (Meusniers
sats)

Bestam normalkrokning och medelkrokning i punkten (1; 0; 1) pd ytan x2 + y? = z2.

Bestdm de extremala krokningsradierna till ellipsoiden

X2 y? 72
2 rtaT!
i punkten (0; 0; c).

Bestdm en rotationsyta vars extremala krokningsradier i varje punkt har samma langd men
motsatt riktning.

Bestam enveloppen till karakteristikorna till ytskaran

tx?2 +t?y +t3z =1 t parameter.

Vilken yta envelopperas av det oskulerande planet till kurvan

x=1z2% y=2z%

x
Vilken relation skall gilla mellan a och b for att linjeskaran 2 + % = 1 skall ha cirkeln

x% + y? = r? som envelopp?
Bestdm enveloppen till de plan som tangerar parablerna
y2=2x—1,z=0 och y?=2z-1, x=0.

Bestdm enveloppen till de plan som gar genom (\/E; 0; 0) och har avstandet 1 till origo.

Cylindern x? + y? — x = 0 utskir en yta S med rand T ur paraboloiden z = 1 — x2 — y2.

Berdkna j ydx + dy + x dz dels direkt, dels med hjilp av en ytintegral 6ver ytan S.
r

12



24,

25.

26.

27.

28.

29,

30.

31.

Berdkna integralen
ﬂ(xcosa +ycosf +zcosy)dsS,
s

dar S ar ytan av en kropp V och @, 8 y ar vinklarna mellan yttre normalen till S och koordinat-
axlarna.

Berdkna integralen
-U (x3cosa + y3cospB + z3cosy)dS
s
utstrickt éver sfiren x? + y2 + z2 = r2. Beteckningar som i uppgift 24.

Berdkna integralen
ff {(zZ" =y cosa+ (x"—z")cosB + (y" —x™)cosy}dS
s

over 6vre halvan av sfiaren x? + y2 + z? = r2. Beteckningar som i uppgift 24.

Visa att for en harmonisk funktion u

du
ff |gradu|2dV=ﬂ u—dS
v s on
du

om I ar derivatan ldngs den yttre normalen till S.
n

C; och C, ar tva konvexa kurvor som bagge innesluter punkten 0. En radie fran O skir C; i P;
och C, i P,. P ar mittpunkten pa P, P,. C ar den kurva som P beskriver da radien vrider sig runt
0.Visa attom A4, A,, A och Ly, L, och L &r ytorna resp. omkretsarna till C; , C, och C sa giller

A A L L
cAhth o it
2 2
Nar rader likhet?

Bevisa att alla normalplan till kurvan

x =sin®t
y =sintcost
zZ = cost
gar genom origo. (Sept. 64)
Bestdm krokningen for kurvan
x=t—sint
y=1-—cost, —oo<t<o

zZ=t

Om Ni anvander en formel som ger krokningen av en kurva uttryckt i en parameter som inte
ar baglangden, skall denna formel harledas. (Dec. 63)

Ekvationerna
x=u?+v? y=u?-v? z=2uy,

definierar i parameterform en yta i xyz-rymden. Berdkna arean av den del av ytan som svarar
motu = 0,v = 0,u + v < 1 (ortonormala koordinater). (Dec. 64)

13



32.

33.

34.

C.

Lat C vara en rymdkurva med foljande egenskap. Till varje punkt Q pa C finns en punkt P pa
en rat linje L utanfor C sa att strackan QP har konstant langd och faller 1angs tangenten till C i

Q.
a) Visaatt C ar plan.

b) Bestdm C:s ekvationer i lampligt valt koordinatsystem. (Jan. 65)

En cirkel med radie a ritas pa ett papper som sedan rullas till en cylinder med radie b. Harvid
overgar cirkeln i en kurva C. Satt upp ekvationerna i lampligt koordinatsystem for kurvan C
med bagliangden pa cirkeln i ursprungligt l1age som parameter. Mellan vilka granser varierar
C:s krokning?
2 2

Lt P vara paraboloiden — + 5 — 2z = 0, a, b > 0. Vilka kurvor pa P dr sddana att normalen
till P i varje punkt pa kurvan bildar en fix vinkel med z-axeln? Bestdm arean av en del av
paraboloiden som begrénsas av en sadan kurva.

Differentialekvationer

Se dven under avdelning E.

1.

Hur manga lésningar till differentialekvationen y'3 = y2f(x) gir genom origo? f(x) 4r en
given kontinuerlig funktion.

. Reducera

d3y d’y 1

_ 7 2 — 7 =

till ett forsta ordningens system och diskutera Lipschitz-villkor foér detta.

1
. f(x,y) ar kontinuerlig och uppfyller |f (x,y)| < > samt |f(x,y) — f(x,2)| < Aly — z| med

A>1iK: |x| <1, |y| <1.y;(x) ochy,(x) ar losningar till y' = f(x,y) med y;(0) = 0 och

1
¥(c) =b,0<|b| < 7 Gen en uppskattning av |y; | och |y, | i K. Ange ett intervall kring origo,
dar |y, (x) = y2(x)| < Alb|.

. Losy' = xy, y(0) = 1 med Picards metod.

. Ange ett intervall dar iterationerna konvergerar om Picards iterationsmetod tillimpas pa

differentialekvationen y’ = e”, y(0) = 0.

. Betrakta differentialekvationen y’ = f(x,y) dar f(x.y) uppfyller |f(x,y)| < M|y log|y||. Visa

att det endast finns en 16sning genom origo.

. f(x,y) arkontinuerligoch |f(x,y)—f(x,2z)| < f(x)g(y—z) dar f(x) ar kontinuerlig och g(v)

dv

g)
entydiga l6sningar. (Till givna begynnelsevarden finns bara en l6sning.)

a
positivom v # 0. Visa att om f ar divergent, sa har differentialekvationen y’' = f(x, y)
0

. Genom vilka punkter i planet passerar entydiga losningar till differentialekvationen y’ =
eVI*¥*1? Motivera utforligt. (Mars 62)

. f(x,¥) = min(xy/y, Vx). Undersok l6sningarna till y’ = f(x,y) med avseende p4 existens

och entydighet. Dvs. ange de punkter i planet genom vilka inga 16sningskurvor passerar och
de punkter dar l6sningskurvorna férgrenar sig. (Sept. 63)
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10.

11.

Differentialekvationen y’ = x™ + y™, n naturligt tal, med begynnelsevillkor y(1) = 1 har
enligt existenssatsen en l6sning i ett intervall 1 < x < A. For vilka n kan 4 valjas godtyckligt
stort? (Maj 64)

f(x,y) ar definierad och har kontinuerliga partiella derivator i hela planet utom i (0; 0).
f(x,0) # 0 for alla x # 0. Undersok differentialekvationen

y' =3y

med avseende pa existens och entydighet av 16sningar genom givna punkter (x; y5)-
(Mars 65)

Fourierserier

. Utveckla i Fourierserie funktionen

0 for-Tt<x<0O,

f) =

1 for0<x<m.
Utveckla i Fourierserie funktionen y = coshx, —m < x < m.
Utveckla i Fourierserie den funktion f(x), som definieras genom
f=1 foro<x<z,
flx) = -1 fbr—% <x<0,
f(x) =0  forovrigavirdeni—n < x < .

Framstall grafiskt seriens summa i intervallet 0 < x < 4.

. Utveckla i Fourierserie mellan — and = den funktion f(x), som ar definierad genom relatio-

nerna

f(x)=0 for—-n<x<0,
f(x)=x for0<x<m.

. Utveckla i Fourierserie i intervallet (—m, 7) foljande funktion:

I cx< I
cosx ——-<x<-=,
f) = 2 2
0 for ovrigt.

Ge en geometrisk bild av seriens summa for —2n7 < x < m.

. Utveckla funktionen |sin x| i Fourierserie med perioden .
. Utveckla i Fourierserie funktionen e™**|, - < x < m.

. Utveckla i Fourierserie den funktion f(x) med perioden 2, som definieras pa foljande sétt:

1 for0<x <1,

T=11 fr_1<x<o.

(For 6vriga x-varden blir f(x) definierad genom periodiciteten.) Framstall grafiskt seriens
summa for —2 < x < 4,
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

. Utveckla funktionen x sin x i Fourierserie i intervallet -7 < x < 7.

Visa att funktionen
1—1r2

1—2rcosx + 12’

F(x) =
dar r ar en konstant sidan att 2 < 1 har Fourierserien

1+ 2rcosx + 2r?cos2x + - + 2r'* cosnx + ...

Utveckla den periodiska funktionen f(x) = ‘cos —| i en serie av formen
. nmx
—ao +Z an cos +b sin T)
Utveckla i Fourierserie i intervallet (—m, m) funktionen cos ax, a # helt tal. Visa med anvand-

ning av resultatet foljande formel:
11 o (—1)"
=2y S
sinx x| Y Lix2—n2n?

—x for-m<x<0,
x for 0<x<m,

Utveckla

f)

i Fourierserie. Bestdm darefter genom att anvanda Parsevals relation

Z 2n+ D%

Bestdm Fourierkoefficienterna for f(x) = x?, —m < x < m. Skriv upp Parsevals relation for
denna funktion. Bestdm en formell 16sning (skriven som en Fourierserie) till ekvationen

(D*+2D +2)y = x? (-7 < x < ).

oo

1 x
Berdkna z 7 genom att utveckla funktionen f(x) = 3 i Fourierserie i intervallet (—m, )
n=1
och sedan anvinda fullstdndighetsrelationen.

Utveckla x(m — |x|) i Fourierserie i intervallet (—m, ) och hérled féljande formler:

1 1 1 3
Vl-mtm-mt =5
1 1 1 m®
b)1+—+¥+— "= 960
1 ®
C) 1+?+¥+E+“'=%.

Lat f (x) vara en kontinuerlig funktion med period 2m. Visa att ett nddvandigt och tillrackligt
villkor for att den mot f svarande Fourierserien skall ha formen

Z Ayneq cOs(Zn + 1)x
n=0

aratt f(x) = f(—x) och f(x) = —f(x + m).
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18. f(x) ar kontinuerlig med perioden 27. Lat

F(x) =f_ flx+t)f(t)dt.

a) Visa att F(x) ar en jamn funktion och att den ar periodisk med perioden 21.

b) Fourierkoefficienterna a,, b, till f (x) antas givna. Bestam Fourierserien till F(x). Vilken
relation erhalles fér x = 0 om serien konvergerar?

19. Antag att funktionerna f(x) och f'(x) ar kontinuerliga for —oo < x < oo och att Z f(x+n)

20.

21.

22,

23.

24.

25.

26.

n=-—oo

och z f'(x + n) ar likformigt konvergenta for —1 < x < 1. D3 ar funktionen F(x) =

n=—oo

z f (x + n) kontinuerlig och periodisk med perioden 1. (Visa detta.) Vidare galler F'(x) =

n=—oo
[o0]

z f'(x 4+ n) och dven F'(x) ar kontinuerlig. Visa genom att utveckla F(x) i Fourierserie

n=—oo

formeln

Z f(n) = z f f(x)e™2minx dy. (Poissons summationsformel)

n=—oo n=—oo

f(x) ar en kontinuerlig funktion pa intervallet 0 < x < 1. Vidare ar jlf(x)x" dx = 0
forn = 0,1, .. Visaatt f(x) = O0forallaxi0 < x < 1. (Ledning: an?zé'md Weierstrass’
approximationssats.)

f(x) ar en kontinuerlig, deriverbar funktion med styckvis kontinuerlig derivata och | f (x)| < M.
Visa att |a,| < - och |b,| < ZTM om a,, och b,, ar Fourierkoefficienterna till f(x). Vad giller
om f(x) ar p ganger deriverbar och |[f®) (x)| < M?

co

77.'
a
f (x) ar styckvis kontinuerligi -t < x <m ochf |f (x)|? dx < oo. Visa att E n—z ar absolut
-7

n=1

1
konvergent for a > 5 omay = p f f(x) cosnxdx.
-1

oo

. sin“ na
Berdkna z 7 (Sept. 62)
1
1
Utveckla funktionen T cosd i Fourierserie i intervallet 0 < 6 < 2m. (Maj 61)
Anvand Parsevals relation for att berdkna

Z (4n2 - 1%

(Ledning: Studera funktionen f(x) = |sin x|.) (Dec. 61)

. 1 1 R e 1 x
Visa attom f(x) = P sa arf fOf(x—-t)dt = Ef(z). (Dec. 61)
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27.

28.

29,

30.

31.

32.

33.

34.

f(x) dr udda med perioden 2m, f > 0 pa (0, ), och har Fourierserien Z b, sinnx. Visa att
1
b, <nb;forn=1,2, .. (Maj 62)

Lat f (x) vara en kontinuerlig funktion med period 2 och Fourierserie

1 [00]
flx)~ an + Z(an cos nx + by, sinnx).
1

LAt F(x) = fx Fo - %] dt. Visa att

O ap sinnx + by ((—1)" —
Flx) = Z a, sinnx n(T(l )* —cos nx)
n=1

for alla x. (Dec. 63)

f(x) och g(x) ar kontinuerliga, har perioden 27 och har likformigt konvergenta Fourierserier
(serieutvecklingi —m < x < m).Vidarear f och g udda (dvs. f(x) = —f(—x),g(x) = —g(—x)).
Bestdm Fourierkoefficienterna for f(x) - g(x) uttryckta i Fourierkoefficienterna for f (x) och
gx). (Jan. 64)

For alla funktioner f(x) och g(x) som ar kontinuerliga for alla x och har perioden 27 géller

21

2m 1 2w
lim [ g dr= o | peodx [ g

Visa denna relation da g(x) foutsattes ha likformigt konvergent Fourierserie och om mojligt
dven i det allménna fallet. (Maj 64)

f(x) = |1+ 2 cos x| utvecklas i Fourierserie

o]
Qo .
> + a, cosnx + b, sinnx.
n=1

oo

Berdkna a,,. For vilka x konvergerar serien? Berdkna Z az. (Sept. 64)

n=0

Funktionen f(x) ar jdmn, har perioden 2 och ar kontinuerligt deriverbar for alla x. Satt

f) Ixl <=

gx) = T | 2| <
5> Sl =m
Harled Fourierkoefficienterna till g(x) uttryckta i f:s Fourierkoefficienter. Ange summan av

g:s Fourierserie for alla x. (Dec. 64)

Funktionen f &r 6verallt kontinuerlig och &r periodisk med perioden 2. Visa, t.ex. med teorin
for Fourierserier, att for alla reella tal @ sddana att a/m ar irrationellt, ar for alla x

1w 1 ("
lim — f(x+ka)=%f f()dt.

n-oco N
k=1
(Eventuellt kan forutsattas att f har kontinuerlig derivata éverallt.) (Mars 65)

Funktionen f(x) = +/|sinx| utvecklas i Fourierserie pa (—m, m). For vilka x konvergerar
serien? (Maj 65)
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Laplacetransformer och tillimpningar
. Berdkna Laplacetransformen till funktionen

fx=mna, (mn—VDk<x<nk, n=12 .., k>0.

. Berdkna Laplacetransformen till féljande funktioner med perioden T

T T
1 fbrOSxSE 1 férOSxSE

a) f(x)= T b) f(x) = T
0 f('erSx<T -1 férESx<T

. Anvind partialbraksuppdelning for att berdkna f (x) pa Laplacetransformen av f(x) ar
1 b? s 242

V5T D b emry 9 Go3p e NCE))
. Anvind faltningaformeln for berdkning av f(x), da Laplacetransformen av f(x) ar
s
S b)) —
3 s(s+1) ) (s2 +a?)?

. Los ekvationssystemet

y =4y—-2z+1
z' =3y —z,

y(0) = 1, z(0) = 2, medelst Laplacetransformer.

. Los systemet

(D+1)x+2Dy+4D*z=0
2D+1)x+Dy+D?z=0
3Dx+y+z=0,

x(0) =1,y(0) =z(0) =2z'(0) = 0.
. Anvind Laplacetransformation for att 16sa differentialekvationen

d?y x—-1)32 x=>1

— +4+4y=f(x), x>0, dir x) =
ez T =T 1=y, 0<x<1

under begynnelsevillkoren y(0) = 0, y'(0) = 1.

. LOos med Laplacetransformation differentialekvationen
y'+3y'+2y=xH(x—-1), y(0)=0, y'(0)=2,

1, x>0

dar H(x) = 0 x<0

. Bestdm en 16sning, u(x, t), till ekvationen

Ju du )
— +x—+u=xsint, x=0,t=0,
ot 0x

som uppfyller u(x,0) = 0, u(0,t) = 0.
. Los med Laplacetransformer

au+au—0 0) = x%e7* 0,t)=0 >0,t>0
3 ax—,u(x,)—xe,u(,)—,x_,_.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Bestdm med hjalp av Laplacetransformation den 16sning till
Y& —@2-V2)y'—2y=0
som satisfierar y(0) = 1, y'(0) = V2, y"(0) = 2. (Okt. 62)

Anvand Laplacetransformer for att bestimma losningar till integralekvationen

X
x%e* = j f(x —y)ye? dy.
0

Ange aven vilka villkor som maste ldggas pa en losning y(x) for att den skall kunna erhallas
med denna metod. (Maj 61)

Bestdm genom att anvanda Laplacetransformer en funktion f(x) som uppfyller integralekva-
tionen

X
fx)= 1+f f(x—y)sinydy. (Maj 62)
0
Bestdm med anviandande av Laplacetransformer en funktion f(x) som uppfyller

X
.f e Vsinyf(x —y)dy =x3, x=0. (Mars 63)
0

Betrakta differentialekvationen

n
1_[ ( D’ _Tvz)y =0,
v=1

dirRer, > 0.y = f(x) ar en 16sning sddan att f(x) - 0dax - o och f(0) =1, f'(0) =
£"(0) = - = f®=1(0) = 0. Bestam Laplacetransformen till f (x). (Ledning: Visa atty = f(x)
satisfierar en lamplig differentialekvation av ordningen n.) (Sept. 63)

[oe]
Anvand Laplacetransformer for att berakna f e *x™ cos x dx for alla naturliga tal n.

0
(Ledning: Berdkna forst Laplacetransformen av cos x.) (Okt. 63)
X et
Bestam Laplacetransformen till funktionen f . (Dec. 63)
o Vtdt
Los differensekvationen
Yierz T 3Vps1+ 2y, =k, k=0,1,2, .. (Jan. 64)

Bestdam alla funktioner y och z som uppfyller ekvationssystemet
y'+z'+y+z=0
z"+3y'—22=0 (Mars 64)

z" —z+y =sinx — 2 cosx.

Bestdam alla 16sningar f(x) till integralekvationen

jtl td = t(logt 1+1 t>1
logxf()dx=tllogt =)+ 121

sddana att f(x) ar kontinuerlig for x > 1, och sidana att |f(x)| < x“ fér ndgot A dd x — o.
(Ledning: Genom lampliga substitutioner av x och t kan integralekvationen aterfoéras pa en
form som kan l6sas genom Laplacetransformation.) (Mars 64)
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21. Talféljden yy, y4, V2, ... definieras genom ekvationerna

Yo=0,y1=L¥=2 Yni3=2Vny1+ty (n=0,12..)
Ge ett explicit uttryck for y,, som funktion av n. (Maj 64)

22. Bestam alla begrdnsade reella talféljder a4, a,, as, ... som uppfyller

ap+3a,3—a,_4—3a,-5s=0, n=6,7, .. (Jan. 65)

23. Bestam for alla reella konstanter A alla funktioner f(x), definierade fér x > 0, som &r begran-
sade och kontinuerliga och som uppfyller

Afoxf(y)dy = ifn(x), 0<x<om,
n=2

dar f,(x) = £, fu(x) = fo Faa (= NFO)dy,n=2,3,4,.. (Jan. 65)

24. Funktionen f(x) ar kontinuerlig for x > 0 och = 0 for x < 0, foljden {f;, (x)}n=, definieras av

fo(x) =f(x), falx)= fo fao1(®dt, n=1,2, ...

Sok med Laplacetransformation 16sningar till ekvationen

an(x) :fo flx—»fO»)dy, x=0.
n=1

Ange villkor pa f:s vaxande da x — oo for att f skall erhdllas med denna metod.  (Mars 65)

25. Anvand Laplacetransformation for att finna en l6sning y(¢t) for t > 0 till ekvationen

d t
d—f +3y+ zf yw du = K@), y(0)=1,
0

. 0 forO0<t<locht>2 . ) ) e e
dar K(t) = . . Visa att y(t) ar kontinuerlig medan y’(t) ar diskon-
2 forl<t<2

tinuerlig fort = 1 och t = 2. (Maj 65)

F. Komplexa tal och elementira funktioner

1. Latz,,v =1, 2, ..., n, beteckna komplexa tal i forsta kvadranten. Visa att

n 1 n
IEER
|v=1ZV| = ﬁv:l ”

Nar galler likhet?

T
2. Punkterna z,, z,, ..., Z,, ... ligger samtliga i vinkelfiltet —a < argz < a, a < 7 Visa att

serierna zq + z, + -+ + z, + ... och serierna |z;| + |z3| + :* + |z,| + ... konvergerar och
divergerar samtidigt.
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10.

11.

12.

13.

14.

. Visaattom |z, |+|z,|+:--+ ]|z, |+ ... divergerar, sd maste det finnas minst en "hopningsriktning”

a, sd beskaffad, att beloppen av de termer i serien z; + z, + -+ + z,, + ... som faller i vinkelfaltet
a—e<argz < a+ g bildar en divergent serie for varje val av ¢.

. For en foljd av komplexa tal géller att avstandet fran z, till varje annat z,, ar storre dn 1. For
o]

vilka p maste Z |z, |P konvergera?
1

. P(2) ar ett polynom. Visa att rotterna till P'(z) ligger i konvexa holjet till P(z):s rotter.

. Foérutsdttning: Rotterna z, till ekvationen

2"+ a;z" 4+ 4a, =0

uppfyller olikheten |z, | <r,v=1, 2, ..., n.
Pdstdende: Rotterna (, till ekvationen

2"+ a;z" 1+ ta, =M

uppfyller olikheten
1l <r+ MY, v=1,2 .., n

. Talen z4, z;, ..., z,, ... antas ligga i halvplanet Re(z) = 0. Visa att om Z Zy och Z z2 bada

n=1 n=1

o]
konvergerar, s ar z |z, |? konvergent.

n=1

. Lat C vara en cirkel i det komplexa planet innehallande origo O samt z; en godtycklig punkt pa

z
periferin av C. Bestim det omrade av planet, som en punkt z, maste tillhora, for att Re (—Z) <1,
Z1
da z; beskriver cirkelperiferin.
(o]

ZTl

. Ivilka punkter pa konvergenscirkeln |z| = 1 &r serien Z Py konvergent?

1

[oe] o)

Z a,z™" har konvergensradien 1. Man vet att a,, — 0 och att Z|an — a,41| konvergerar. |
0 0
vilka punkter pa konvergenscirkeln |z| = 1 konvergerar potensserien?

Ange en potensserie med konvergensradien 1, som konvergerar i p stycken foreskrivna rand-
punkter och divergerar for ovrigt.

For vilka z konvergerar serien
(o0}
ZTl
Z —?
1+ 2z
n=1

For vilka z-varden konvergerar

NgE

cosncz’

S
1]
Juy

dar c ar en komplex konstant?

For vilka z konvergerar serien
sinnz

]
S
~

3
1l
[y
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15.

16.
17.
18.

19.

20.

21.

22,

23.

Bevisa olikheten
|log(1 + z)| = log(1 + |z|).

Konstruera nivikurvorna |sin z| = k for nagra olika varden pa konstanten k.
. . o z
Bestdm real- och imaginirdelarnaav a)e®, b)z~%

Lat z rora sig pa en halvstrale fran origo (arg(z) = konstant). For vilka riktningar existerar
a)lime?, b)lim(z + e?)?

Visa att

[sin(x + iy)| = |sinx + siniy]|,
om x och y dr reella. (Mars 61)
Undersok i vilka 6ppna omraden av z-planet serien

2 4

Z Z Z
112 010012 A+ +H0 14

ar konvergent. Forsok dven berdkna seriens summa i respektive omraden. (Sep. 61)
Avgor for vilka komplexa virden pa z serien

n

- z
; (1+2zM)(1 + zn+Y)

konvergerar samt beridkna for alla sddana virden seriens summa. (Mars 62)

Lat z = x + iy vara ett komplex tal. Visa att

> : (Maj 61)

V4 X

ez—l‘ e —1

For vilka z-varden i det komplexa talplanet konvergerar serien

[
ZSn
?
) n

Konvergerar serien likformigt pa ndgon del av enhetscirkeln? Motivera utforligt.  (Maj 62)

:

Analytiska funktioner, allmént

. Om f(2) 4r analytisk i omradet D, visa att f(Z) ar analytisk i D, som fis av D genom spegling i

reella axeln.

. Bestdm det allménnaste harmoniska polynomet av formen

ax3 + bx%y + cxy? + dy3.

Bestdm ocksa den konjugerade harmoniska funktionen och motsvarande analytiska funktion.
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3. Om f(2) = u + iv ar en analytisk funktion av z = x + iy, visa att

2 2

0 d
(32 *+ 3 @P = PP @P2r P

och
0° 0?2
R J— P — — p=2| ! 2
(32 + 3y Ul =P = DP 2 I

4. a) Definiera en entydig analytisk gren av 1 — z? i ndgot lampligt omrade.

b) Samma problem f6ér \/(z —a)(z—b)(z—c)(z—d),dar a, b, c och d ar olika komplexa
tal.

c) Samma problem for loglog z.

5. Visa att en analytisk funktion, vars real - och imaginardelar uppfylla ekvationen
Imz = (Re(2))?,
maste vara konstant.

6. Lat z vara en punkt i det 6vre halvplanet, v den synvinkel under vilken intervallet (—1, 1)
synes fran z. Bestam en analytisk funktion w = f(z), saddan att dess realdel ar v.

[oe]

7. Potensserien Z a,z" konvergerar i hela planet. Visa att om |f(z)| < el?l, sa galler
0

e\n
la,| < (E) , n=1,2,..
8. Antagatt f(z) = Z a,z", |z| < R. Satt |mlax|f(z)| = M(r), r < R.Visa foljande skiarpning av
Z|=T

0
Cauchys uppskattning av koefficienterna i potensserien:
(00}
2
Z|an|2r2” <{Mm}.
n=0

2m
(Ledning: Uppskatta f |f (ret®)|? de.)
0

9. f(z) antas vara analytisk och |f(z)| < M for |z| < R. Bestim en 6vre grans for |[f™ (z2)| for
|z] <p <R

10. Visa att de successiva derivatorna till en analytisk funktion i en punkt z, aldrig kan uppfylla
olikheterna
If™(20)| > nin™

Formulera ett skarpare pastaende av samma art.

11. Visa att en hel funktion, som uppfyller en olikhet
lf (2] > k|z|", k>0,n=>0,

for alla tillrackligt stora z, maste vara ett polynom av minst n:te graden.
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12,

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

Finns det nagon funktion f(z), som ar analytisk for |z| < 1, samt i punkterna

11111111 .
________ , ...antar vardena

f(z) antas vara analytisk i omradet D. En punkt z, € D siges vara en punkt av n:te ordningen
for f(z), om funktionen f(z) — f (zy) har ett nollstdlle av n:te ordningen i zy. Visa att punkterna
av > 2 ej kunna hopa sigi D.

Om en funktion f(z) vet man att den ar analytisk i halvplanet Re(z) > 0 samtatt |f(2)| < 3,
f(1) = 0. Hur stort kan |f(2)| vara?

Lat f(z) vara analytiski |z| < 1, f(0) = 1, |f(2)| < 2. Bestdm det storsta tal r, for vilket det
alltid ar santatt f(z) = 0i|z| <.

Antag f(z) analytisk for |z| < 1, Re(f(2)) > 0 och f(0) = a > 0. Visa att da giller
If'(0)] < 2a.

f(z) ar analytisk for |z| < 1. Bestdm ett polynom P(z) av grad < n, sa att uttrycket

2T ) .
f (%) — P(e®)[2 dB
0
blir sa litet som mojligt.

f(2) ar analytisk for |z| < 1 och f(0) = 0. Visa att serien

f@)+fE)+ @)+ +f(z)+ ...

konvergerar och representerar en analytisk funktion fé6r samma z-varden.

o)

Visa att f(z) = Z 22" uppfyller funktionalekvationen f(z) = f(2z2) + z, och harled harav att

0
|z| = 1 ar en naturlig grans for funktionen.

Visa att funktionen e S # kan utvecklas i en potensserie Z a,z", som konvergerar for alla z.
Bestim a,, forn =0, 1, 2, 3, 4, 5.

f(z) ar analytiski |z] < 1 och |[f(2)| < |f(0)]| + K|z|™, dar K ar en positiv konstant och n ar
ett positivt heltal. Visa att da giller

f1(0)=f"(0)=+fD0)=0 samt |f™(0)|<K-n!.

Antag att f(z) ar analytisk inom och pa en enkel, sluten kurva y, och att |[f(z)] < M pay.
Visa maximumprincipen, dvs. att samma olikhet giller inom y, genom att anvianda Cauchys
integralformel pa funktionen (f(z))™, och darefter lta n vixa obegransat.

Funktionen f(z) ar analytisk i bandet —a < Im(z) < a (a > 0), samt periodisk med perioden
2m. Visa medelst Laurents utveckling att f(z) kan skrivas under formen

had 21

, 1 _
f(z) = E cne™?,  dir c, = — f(2)e~i? dz,
21 ),

n=-—oo

samt att serien ar likformigt konvergent i bandet —a + 1 < Im(z) < a + 7 for varje positivt n
(< a).
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24,

25.

26.

27.

28.

29,

30.

31.

32.

33.

34.

Lat f(z) vara meromorf inom och reguldr pad en enkel, sluten kurva y. Visa att om |a| >
meax|f(z)| sa har f(z) lika manga a-stéllen som poler inom y.
zey

f(z) antages vara analytisk inom och pa en enkel, sluten kurva C.
Sattw(z) = (z — z1)(z — z3) ... (z — z,), dar z4, 25, ..., Z, ligga inom C. Visa att
1 w(() —w(z
iy = L [ O O -w@
2mi J. w({) {(—z

ar det entydigt bestimda polynom av graden n — 1, som i punkterna z,, z,, ..., z,, Overens-
stimmer med f(2).

d¢

[oe]

f(2) = Z a,z™ har randen av sin konvergenscirkel som enda singulira punkt en pol av forsta

0
ordningen iz = z,. Visa
an

lim

= Zy-
n-=0 dpiq

[o0]
Zn
Visa att den analytiska funktion, som representeras av potensserien z =37z inom dess kon-
n
n=1
vergenscirkel, har z = 1 som singular punkt.

f ar en komplexvard funktion i intervallet [a, b], —c0 < a < x < b < oo,

b .
90 = f eV f(y) dy

och g(x) = 0forx < 0.Visaattg = 0. (Mars 61)
f(2) ar en hel funktion, |f(z)| < Ae™|, (z=x +iy)och f(z) = 0forz =0, +1, +2, +3, ...
Visa att f(z) = B sin mz for ndgon konstant B. (Okt. 61)

Funktionerna f(z) och g(z) dr analytiska i |z| < 1 och skilda fran noll i |z| < 1. Vidare &r £(0)
och g(0) reella och positiva, samt |f(z)| = |g(z)| pa cirkeln |z| = 1. Visa att g(z) = f(2).
(Dec. 61)

An analytisk funktion f(z) ar reguljar i co och har endast tva singuldra punkter i det dndliga,
z = aoch z = b. D4 z omkretsar a ar f(z) entydig, dd z omkretsar b i positiv ledékar f(z)
med 1. Ange allmdnna formen for f(z) med en serie av elementira funktioner, konvergent om
z#a,z+Db. (Mars 62)

Lat f(z) = 1 + Z a,z" vara analytisk inom en cirkel |z] < R med R > 1 och antag att
1

|f(z) < M| pé |z| = 1. Visa att f inte har nigra nollstillen inom |z| < (1 + M)~ !. (Sept. 62)

Bestdm de analytiska funktioner f(z) = u(x,y) + iv(x,y) avz = x + iy, for vilka

u(x,y) = e?* ¥ cos(x + 2y) + e***Y cos(x — 2y). (Okt. 64)

f(2) ar en analytisk funktion, regulér i en omgivning av z = 0, och sadan att serien

If@I+ I @I+ 1" (D] + ...

konvergerar for z = 0. Visa att f dr analytisk i hela planet och att serien konvergerar for alla
Z. (Maj 59)
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35.

36.

37.

38.
39.

40.

41.

42,

43.

44,

45.

Funktionen f(z) ar analytisk i strimlan 0 < Rez < m, och dess enda singulariteter i detta
omrade ar enkla poler a4, a,, ..., a, i det inre av strimlan med residuer ¢y, ¢,, ..., ¢,. Vidare
giller likformigtfor0 < x <m

Jim f(x+iy) =4

lim f(x = iy) = B.
Berdkna A — B. (Mars 60)
f(2) ar analytisk och |f(z)| < 11 omrddet —% <argz < % Vidare ar f(1) = 0. Visa att
If(2)| < % (Mars 60)

L ar en enkel, sluten kurva i det komplexa talplanet och f(z) ar analytisk innanfér och pa L.
Vidare ar |f(z)| konstant pa L och f(z) # 0 innanfor L. Visa att f(z) = konstant.  (Dec. 60)

Utveckla (z + 1)7(z + 1 + 4i) "' i Laurentserie giltig for 3 < |z — 2| < 5. (Jan. 62)
f(2) ar analytisk for |z| < 1 och har ett dubbelt nollstélle i origo. Vidare ar |f(z)| < 1 for
|z| = 1. Hur stort kan f(1/3) vara? (Maj 62)

Den analytiska funktionen f(z) = Z a,z™ ar reguljari |z| < 1 och avbildar enhetscirkeln

0
konformt pa ett visst omrade. Visa att utan av detta omrade ar

oo

nz nla,|?. (Okt. 62)

n=1
f(2) ar analytisk da |z| < 1 och i en omgivning av z = 1 bortsett fran en pol i z = 1. Visa att

O
i OO

n—oo n!

(Dec. 62)

Lat f(z) vara analytisk for [z| < 1 och |f(z)| < 1isamma omrade. Lt z; vara fix inre punkt

i enhetscirkeln, sadan att f(z,) = 0. Bestdm en sa god 6vre begransning av |f"(z,)| som

mojligt. (Mars 63)

Lat f(z) = Z a,z" och g(z) = b, z" vara analytiska pa en cirkelskiva |z| < r. Utveckla
0 0

@)t | wilFw)g() dw

lw|=r
i Maclaurinserie. (Mars 63)

Lat f vara analytisk i ett konvext omrade D och lat a och b vara tva punkteri D. Visa att det
finns @ med 8] < 1 och 6 pa linjestycket mellan a och b, sidana att

fb) = f(a) = 0|b — alf'(8). (Maj 63)

Ett omrade i xy-planet avbildas konformt pa ett omrade i uv-planet genom avbildningen
x = x(u,v),y = y(u, v). Bilda klassen av ldsningar till ekvationen

0% f  9%f
ﬁ + a—yz = h(x,J’).
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46.

47,

48.

49,

50.

51.

52,

53.

54,

55.

56.

Visa att det finns en funktion g(u, v) sa att 16sningarna vid avbildningen avbildas till l6sningar
till ekvationen
0%f  9%f

Y + 307 = gu,v). (Sept. 63)

Bestidm alla hela analytiska funktioner f(z) till vilka det finns konstanter R och C si att

z3+1 .
If(z2)|<C p— e?| for|z| > R. (Sept 63)
1
Visa att funktionen cos — ~ inom varje omgivning (i komplexa talplanet) av z = 1 antar
varden godtyckligt nira varje komplext tal. (Okt. 63)

f(z)dranalytiskiRez > 0,|f(2)| < 10f6rallaziRez > 0och f(2) = 0.Visaatt|f(3)| < 2.
(Okt. 63)

Visa att om f(z) &r en analytisk funktion definierad inom enhetscirkeln och utan nollstéllen, s&
adr funktionen g som ar definierad genom g(z) = 1/f(1/z) analytisk utanfoér enhetscirkeln.
(Jan. 64)

fn(2),n =1, 2, ... r en f6ljd analytiska funktioneri |z| < 1. Antag att det existerar ett tal M,
som inte beror av n och z, sa att

Ifn(@)| <M, forn=1, 2, ... och|z|] < 1.
Lat r uppfylla 0 < r < 1. Visa att det till varje € > 0 svarar ett § > 0, som ej beror av n, sa att

Ifn(z1) — fa(z)| <eforn=1, 2, ...,
om |z — z| <4, |z1| £roch|z,| <. (Dec. 63)

f(z) ar meromorfiringenr; < |z| < r3 ochholomorfiringarnar; < |z| < 1, ochnr, < |z| < 713.
Vidare finns ett heltal N sa att alla koefficienter med index > N i Laurentutvecklingen i
ringenr; < |z| < r, Overensstimmer med motsvarande koefficienter i utvecklingen i ringen
1, < |z| < r3.Visaatt f(z) ar holomorfin < |z| <r3. (Mars 64)

Visa att en icke konstant hel funktion (av en komplex variabel) ej kan anta blott virden med
positiv realdel. (Maj 64)

Bestam alla i hela planet analytiska funktioner f med f(0) = 1 och f(2z) = f(2) - f'(2) for
alla z. (Sept. 64)

Fran z-planet borttages hela imagindra axeln utom den del som liggeri det inre av enhetscirkeln.
Kalla det resterande omradet D. Visa att det finns en funktion f(z) som ar holomorfi D och
som uppfyller ekvationerna

(ef@ —2)* =1+422, f(0=0).

Bestdm for denna funktion tliTo fQ2i+1t). (Dec. 64)

co

Visa att det finns en potensserie Z a,z"™ som jamte alla sina deriverade serier konvergerar

0
absoluti |z| < 1 men som ar sadan att motsvarande funktion f(z) ej kan analytiskt fortsattas
till ndgon cirkel |z]| < R,R > 1. (Jan. 65)

Funktionen f(z) ar analytisk i |z| < R, dar R > 1, bortsett frdn en enkelpol i z = z,, dar
|zo| = 1. For vilka z konvergerar Maclaurinutvecklingen av f(z)? (Maj 65)
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57.

58.

10.

. Avbildningenw =

. Visa att vid en linjar avbildningw =
cz+d

Funktionen f ar analytisk och |f(z)| < 1 for |z| < 1. Visa att

2|1 = 1f (@) . .
z)—f(0)] < for |z| < 1. Maj 65
)= O = T 710 for 1 (Maj 65)
o cos kx X
Bevisa att Z Pk log|2 sin §| om x # 2nmw, n heltal. (Jan. 65)

k=1

Konform avbildning

. Sok en linjar avbildning, som avbildar |z| < 1 pd |w — 1| < 1 sd att punkterna 0 och 1 dverga i

punkterna 1/2 resp. 0.

. En linjar avbildning 6verfor ett par koncentriska cirklar i ett annat par koncentriska cirklar.

Visa att forhallandet mellan radierna inte forandras.

1 1
. Bestdm en linjar avbildning, som 6verfor cirklarna |z| = 1 och |z — Zl =12 i koncentriska

cirklar. Vilket blir forhallandet mellan radierna?

. Avbilda konformt komplementet till linjesegmentet (—1, 1) pa det inre av enhetscirkeln. Ar

avbildningen entydigt bestdmd?

1 1
. Avbilda konformt omradet mellan cirklarna |z| = 1 och |z — El =3 pa ett halvplan.

. Visaattw = cos z, z = x + iy, avbildar halvplanet 0 < x < @, y > 0, pa ett halvplan.

az+b

ar sadan, att varje gitterpunkt i w-planet utgor bild av en gitterpunkt
z
i z-planet. Vad kan sdgasom a, b, ¢, d?

. Cirklarna|z—1| = V2 och lz+1| = V2 uppdelar z-planet i fyra omraden, av vilka ett innehaller

origo. Visa att
2z

W= ——
1—2z2

avbildar detta omrade pa |w| < 1.

az+b

finns det i allmédnhet tva fixpunkter, dvs. punkter

som avbildas pa sig sjilva, men att det finns endast en om (a — d)? + 4bc = 0. Visa ocks3 att i
forsta fallet kan avbildningen skrivas

W_ —_—
P _ roP
w-q z-4q

déar p och g ar fixpunkterna, medan i andra fallet avbildningen kan skrivas

1 1
— = +k,
w—p z-p

dar p ar fixpunkten.

Finns det funktioner w = z2 + az + b, som ger en omvindbart entydig avbildning av cirkeln
|z| <17
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

Visa att varje omvandbart entydig konform avbildning av det inre av enhetscirkeln pa sig sjalv
ar en linjar avbildning (Ledning: Anvand Schwarz’ lemma.)

Lat D vara ett konvext omrade och f(z) en analytisk funktion definierad i D.Visa att om det
finns ett komplext tal a # 0 sd att

If'(2) —al <|a
for alla z € D, sa ar avbildningen av D genom f(z) omvandbart entydig.

Det yttre av cirkeln |z| = a avbildas genom en bruten linjar transformation pa det inre av
samma cirkel sa att en given punkt p, |p| > a, avbildas pa origo. Bestim diametern hos bilden
av |z| = 2a. (Jan. 61)

Bestdm en konform avbildning av halvcirkeln
|z] <1, Rez>0
pacirkeln |z| < 1. (Sept. 61)

Bestam en konform avbildning som éverfor bandet

-b<Imz<0
pa|w| < 1. (Okt. 61)
Bestdm en konform avbildning som 6verfor z-planet, uppskuret langs intervallet [a, b], pa
halvplanet Imw > 0. (Dec. 61)

1
Fran det inre av enhetscirkeln borttages de punkter for vilkaImz = 0 och = < Rez < 1.
Avbilda det dterstiende omradet konformt pa halvplanet Re z > 0. (Mars 62)

Visa att varje s.k. linjar avbildning som avbildar |z| > 1 pa halvplanet Re w > 0 kan skrivas

z—a
w = |k|*=
kz+ ka
dar |a]| = 1 och Rek > 0. (Sept. 62)
Lat a vara ett reellt tal med |a| > 1. Visa att
_az+i
w(z) = a—iz
avbildar |z| < 1 vinkeltroget pa |w| < 1. Bestdm transformationens fixpunkter. (Okt. 62)

Bestdm alla funktioner som ger en omvand konform avbildning av
lz—1-il<1
pa sig sjalv. (Jan. 63)

Bestdm en funktion w = f(z) som avbildar omradet som karakteriseras av olikheterna |z| < 1,
|z + V3| = 2 konformt pa hogra halvplanet. (Maj 59)

Betrakta de konforma avbildningar som avbildar hégra halvplanet pa enhetscirkeln [w| < 1
sd, att z = 1 overgar i w = 0. Vilken punkt pa linjen Re z = 1 har en bildpunkt pa storsta
mojliga avstand fran bildpunkten till z = 1 + i? (Okt. 60)
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23.

24,

25.

26.

27.

28.

29,

30.

31.

32.

33.

34.

35.

Bestdam en konform avbildning av det langs positiva x-axeln uppskurna komplexa talplanet pa
det inre av enhetscirkeln sa att punkten —4 avbildas pa origo. (Dec. 60)

Visa att det finns en linjar avbildning som konformt avbildar det genom olikheterna
lz—1+4+2i| <2V2, |z—1-2i|<2V2, |z|>1,
definierade omradet pa det inre av triangeln med hornenw =0, w =1, w = i. (Maj 61)

Bestdm en analytisk funktion som konformt avbildar det yttre av ellipsen

2 2

X Y .
¥+ﬁ:1’ z=x+1y,
pa det inre av enhetscirkeln |w| < 1. (Jan. 62)

Bestdam en konform avbildning av omradet

x2+y?<1

x>0

y>0
pa det inre av enhetscirkeln. (Maj 62)
Bestdm en konform avbildning av halvcirkeln |z| < 1, Re z > 0 pa enhetscirkeln |z| < 1 s3 att
intervallet (0, 1) avbildas pa intervallet (—1, 1). (Dec. 62)
Bestdm alla brutna linedra avbildningar av omradet definierat av |z| < 2, |z — 1] > 1 pa
[Imz| < 1. (Mars 63)
Bestdm en konform avbildning av omradet |z| < V2, |z — 1 + V3| = 2 pa 6vre halvplanet.

(Maj 63)
Bestdam en konform avbildning av omradet
y>1,0<x<1, z=x+1iy,

pa 6vre halvplanet. (Dec. 63)

P4 vilket omrade i komplexa w-planet avbildar funktionen w = tan z den kvadrat i z-planet,

s i
som har tre av sina horn i origo, 5 och Ei? (Mars 64)

Visa att f(z) = 1/(z + 1)? avbildar Re z > 0 omvindbart entydigt pa ett visst omrade, och
beridkna ytan av detta omrade. (Maj 64)

Under brutna linjara avbildningar av |z| < 1 pa sig sjalv avbildas cirkeln |z] < p (< 1) pd en
familj cirklar. Mellan vilka granser varierar dessa cirklars radier? (Dec. 64)

Omrddet Im z > —1 ar uppskuret efter positiva x-axeln. I omradet viljs den gren avw = log z

for vilken log(—1) = in. Bestdm ekvationerna for de kurvor som begransar bildomradet i

w-planet. Upprita dessa kurvor i stora drag och ange i figuren bildomradets omfattning.
(Mars 65)

Sok en funktionw = f(z),z = x + iy, som avbildar omradetx > 0,y > 0, xy > 1/2, konformt

pa omradet |w| < 1, |w + El > > (Mars 63)
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L.

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

. Beridkna f

. Beridkna f

. Beridkna j

. Berdakna f

. Beridkna J.

Residuintegraler

*° dx

Berak —.
era nafOo T 27

*© dx
o (1 + xZ)n+1'

0o 3

X

. Beréknaf —dx

= dx.

o 1+x

® cosxdx
2 2"

o at+x

® sin? x

dx.
2

0

* Jog® x

. Beréknaf ——dx

o 1+x2 777

“ logx

— dx.
o 1+x3 *

* dx

.Beréiknaf —— 0<ax< 1.

0o X*(x+1)

z
T3 7 dir C ar ellipsen x2 — xy + y%2 + x + y = 0 genomlopt i positiv led.
c

} T cosm8
Beraknaj —df,0<a< 1l
o 1+acosf

® xsinax
Beréiknaf +,dx fora, b > 0. (Mars 61)

o X?+Db?

®  sinmx

Beréiknaj;) m dx,a > 0, mreellt. (Sept. 61)

Visa att
1 a* 1 fora>1
— | —dz=
2mi ), z 0 for0<a<1.

L betecknar den rita linjen Re z = ¢, dar ¢ > 0, integrerad i riktning av vixande Im z.

(Okt. 61)
Berikna [ —28% 4 (Mars 62)
erakna ————dx ars
o Vx(1+x)
c+ico z
Beréiknaf - dz,dir0 <c < 1. (Sept. 62)
c—ico SINTTZ

Lat n vara ett naturligt tal och p ett positivt reellt tal # 1. Berdkna

f T cosmb Okt. 62
o l1—2pcos@+p? " (Okt. 62)

*® dx
o (X% +a?)(x* + b?)}?

Berdkna j for positiva a och b. (Jan. 61)
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®  cosax
18. Berdkna integralenf dx, a reell. (Mars 60)

o (14 x2)2

19. Betrakta f tan z dz dar L ar en kurva fran 0 till i. Beroende av valet av L erhaller integralen

L
olika varden. Angiv samtliga dessa varden. (Okt. 60)

20. I polynomet P av graden n ar hogsta koefficienten lika med 1. Berdkna

f 7P dar ¢ > 1 (Okt. 60)
=1 26 ' '

21. Latn vara ett naturligt tal. For vilka naturliga tal m konvergerar integralen

© x2m 41 )
o x2”+1dx'

Visa att integralen for dessa m-varden har vardet

Mt 1! (Dec. 60)
— ec.
n|sin 222y sin—
2n 2n
1
cos =
22. Beréiknaf £ dz. (Maj 61)
Izl=1 24z
23. Visa att _1 1 aa
. Visaattom f(x) = 17 %2 sa ar
@ 1 x
f fOf(x—-t)dt = Ef(i)' (Dec. 61)
24. Berdkna integralen f z73(z — 2z cos z + sinz) dz. (Jan. 62)
. _ * sin® x _
25. Berdkna 1ntegra1enf e dx. (Maj 62)
0
o x6
26. Berdkna integralen f_oo m dx. (Dec. 62)
27. Beréknaj (1+x)"2x%dx for —1 < a < 1. (Mars 63)
0
T ze?
28. Berdkna residun i punkten — for funktionen 5 (Maj 63)
2 COSs“ z
29. Berékna integral f‘x’cosZax—costxd dira>0,b>0 Sept. 63
. Berdkna integralen ; X2(1 + x2) x,dara , . (Sept. 63)
30. Berdkna med residukalkyl
fzn (1 + 2 cos 6)? Okt 63
o 3+2cosb (Okt.63)
31. Berdkna med residukalkyl
© sinx — xcosx
f_oo — = dx (Dec. 63)
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32. Berdkna med residukalkyl
® xsinx
f 1 2 dx, a>0.
0o X-ta

o

sinx
Visa att man harur genom att 1ata a g mot 0 kan erhalla viardet av f dx. (Jan.64)
0
33. Berdkna
eZ
f 71 dz
tagen ett varv i positiv led ldngs cirkeln |z| = 10. (Mars 64)
) © dx :
34. Berdkna J;) VR (Maj 64)
35. Berdkna for varje reellta # 0
s
f tan(x + ia) dx. (Sept. 64)
0
36. Berdkna
fl) dx
) @ T+2

taget over alla reella andragradspolynom utan reella nollstallen. (Dec. 64)

37. Satt

A = f dz
"o, @)
dar P(z) = az? + 2bz + ¢, a # 0 och y ir en enkel sluten rektifierbar kurva. Bestim for alla
kurvor y for vilka A,, ar vildefinierad

lim |4, | (Jan. 65)
n—-oo
38. Berik jw e —sinx 65
. Beridkna g (Jan. 65)
39. Berdkna
o eax
fool_l_exdx, did<a<l (Mars 65)
@ xdx
40. Berak . Maj
0. Berd naj_oo(x2+4x+13)3 (Maj 65)
. * logx
41. Beraknaf0 mdx. (Jan. 63)
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J. Tentamen i matematik for tre betyg i september 1965

1. Berdkna f

155z om C 4r kurvan som z = et beskriver da t gar fran 0 till 37/2.
c

2. Betrakta differentialekvationen y’ = ye*. Man vill bestimma approximationer till 16sningen
y(x) genom (0; 1) genom Picards metod, och véljer darvid y,(x) = 1, och bildar sedan y; (x),
Vo (x),y3(x), ...Bestdm y3(x) och ange det exakta vardet av y(x) — y;(x) for x = log 2. Visa
darefter att y, (x) < y(x), x > 0, for varje n.

3. Berdkna
lim u™* ff arctan(x? + y?) dxdy
u—+0 Sy

dir S, r det inre av cirkeln x2 + y? = 2xu.

4. Visa att Fourierkoefficienterna for funktioneny = +/|x|i—nm < x < mwéar

o)

5. Bestdm residun i punkten z = 1 for funktionen (22 — 3z + 2)™", dér n ar ett naturligt tal.

6. Bestam q, |a| < 1,1iden linjdra transformation w = 12_—Zaa som ger storsta avstdnd mellan
bilderna av punkterna
1 V3 1 V3
Zl:Z-HT och ZZ=Z—IT.

7. Bestdm alla kontinuerliga l6sningar f pa 0 < x < oo till integralekvationen
y
f f(x)sin(y —x)dx = eY(2siny + cosy) —3siny — cosy
0

sddana att f(x) = 0(e?*) for nagot A dd x — oo,

8. Lat (am)nm=1 varareellatalmed 0 < a < a,, < A.visaatt

1< nY a2, S(A+a)2.
(Zam)z 4Aa
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