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Forord

Foreliggande bok ar den tredje av tre samlingar av matematiska examensuppgifter
for gymnasiet. Den omfattar studentuppgifter pa reallinjen fore 1937 (R), pa real-
linjen allman kurs (a.k.) och specialkurs (sp.k.). Skrivningar i a.k. och sp.k. férekom
forsta gangen varterminen 1937.

Samlingen ar avsedd for reallinjens matematiska gren och innehaller uppgifter
inom sddana omraden, som i gymnasiet endast behandlas pa sagda gren.

Urvalet av uppgifter har skett i anslutning till de metodiska anvisningarna
for undervisningen i matematik pa gymnasiet. En konsekvens hérav ar bl.a. att
uppgifter rorande ellips och hyperbel ar av relativt enkel natur och att ortproblem
i allmanhet inte bygger pa dessa kurvor; dock blir ortkurvan stundom en ellips
eller en hyperbel.

Inom varje grupp av uppgifter ar de senare i mojligaste man ordnade efter
svarighetsgrad. Ordningsfoljden mellan de olika kapitlen utgor ett forslag till kro-
nologisk studiegang. Harvid ar att méarka, att man for den matematiska grenens
del har att utnyttja del Il och del III parallellt.

[ stort sett ansluter sig samlingen till de larobdcker, som utgivits av C. E. Sjostedt
och S. Thornqvist.

Tredje upplagan omfattar utéver uppgifterna i andra upplagan de skrivningar,
som givits pa matematiska grenen augusti 1959-mars 1961.

S. Thérnqvist

vi
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Analytisk geometri: Rita linjen

a) rata linjens ekvation under normalform

1. Bestdm koordinaterna for en av de punkter pa den rita linjen x — 2y = 0,
vars avstand till den rata linjen 3x + 4y + 5 = 0 ar lika stort som dess avstand
till punkten (8; —1). (H.35.3.R)

2. Tva sidor i en kvadrat ligger utefter linjerna x — 2y + 2 = 0 respektive
2x +y — 6 = 0. det horn i kvadraten, som icke ligger pa ndgon av de nimnda
linjerna, ar belaget pa linjen y + 1 = 0. Berdkna kvadratens yta.

(Nov. 50. 2. sp.k.)

3. Bestdm vardet pa m, sa att den parallellogram, som bildas av linjerna
4x —7y=m; 4x-7y=16; x+8y=10; x+ 8y =56,

far mot varandra vinkelrata diagonaler. (H.36.7.R))

b) vinkeln mellan tva rita linjer

4. Tre horni ett parallelltrapets ABCD ligger i punkterna A (—3; 3), B (1; 5) och
C (7; 3).Sok koordinaterna for det fjarde hornet D, om AD ar parallell med BC
och vinkeln BCD ar 135°. Berdkna dven trapetsets yta.  (Mars 42. 1. sp.k.)

5. Ekvationen for sidan AB i triangeln ABC ar x + y + 3 = 0. Bisektriserna till
vinklarna A och B har ekvationerna har ekvationerna x + 3y + 1 = 0 och
3x + y —1 = 0. Bestdm ekvationerna for sidorna AC och BC.

(Nov. 46. 2. sp.k.)

6. Linjen L med ekvationen 3x—4y = 7 skar x-axeln i punkten A. Genom punkten
(1; 1) drages en rét linje, som skar x-axeln i punkten B och linjen L i punkten
C. Bestam ekvationen for denna linje, dd AB = AC. (Aug. 50. 2. sp.k.)

c) fast punkt pa rorlig linje

7. Linjen x = a och punkten P (x;; y;) ar givna. Origo O sammanbindes med
P; PO eller dess forlangning skar den givna linjen i punkten A. Punkten P
projiceras pa den givna linjen, och projektionen B sammanbindes med O.
Genom A drages linjen AC parallell med x-axeln. Denna linje skédr OB eller
dess forlangning i punkten C. Bevisa, att linjen PC, oberoende av punkten P:s
lage, gar genom en fast punkt. (Jan. 51.5.sp.k.)

d) nagra uppgifter av allmin art

8. Avstanden fran punkterna (—3; 3), (2; 6) och (4; —2) till en viss rat linje
forhaller sigsom 1 : 2 : 3. De bada sist nimnda punkterna ligger pa samma
sida om linjen, den forst ndimnda pa motsatt sida. Bestim ekvationen for
denna linje. (Aug. 52. 2.sp.k)
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9.

10.

Tva av en triangels horn ligger i punkterna (3; 6) och (8; 6). De delar av koor-
dinataxlarna, som faller inom triangeln, har bada en langd av tre langdenheter.
Berakna koordinaterna for det tredje hornet. (Mars 53.5.a.k))

Punkten P, har koordinaterna (xy; y;) i ett ratvinkligt koordinatsystem. Ko-
ordinaterna (x,; y,), (x3; ¥3) och (x4; y,) for punkterna P,, P; respektive
P, bestimmes genom relationerna

Xp + Yn‘/§ xn\/§ —Vn
Xn+1 = T och Yn+1 = T'

(n =1, 2resp. 3). Visa, att P, sammanfaller med P, samt att triangeln P, P, P3
ar liksidig och har sin tyngdpunkt i origo. (Mars 50. 8. a.k.)

Analytisk geometri: Cirkeln

a) allmdnna problem

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

En cirkels ekvation ir 5x% + 5y = 68. Bestim skidrningspunkten mellan
tangenterna till cirkeln i de punkter, dér cirkeln skéres av linjen y = 2x + 2.
(H.36.1.R)

Bestam ekvationerna for de cirklar, som gar genom punkten (—1; 8) och
tangerar de bada koordinataxlarna. (Jan.58.1.sp.k)

En cirkel har sin medelpunkt pa linjen x+y = 2 och tangerar linjerna x—2y =
0 och x — 2y = 10. Sok cirkelns ekvation. (Aug. 35.8.R.)

Sok ekvationen for en cirkel, som gar genom punkten (2; 4) och som tangerar
cirkeln (x — 5) + y? = 9 utantill och dessutom koordinataxeln.
(Nov. 41. 1. sp.k.)

I cirkeln x? + y? + 2x — 6y + 6 = 0 drages en korda, som gar genom origo
och utgor en sida av en i cirkeln inskriven kvadrat. Bestdm ekvationerna for
kvadratens sidor. (Aug. 45. 3. sp.k.)

Bestdm de varden pa konstanten a, for vilka ekvationen
a(x®>+y>)—-2x+y+5=0

betyder en cirkel. Bevisa, att origo och punkten (4; —2) ligger pa var sin sida
av varje sadan cirkel. (Jan. 55.4.sp.k.)

De tre uttrycken 7x — y + 20, x + y och y + 2 betecknas for korthets skull
med L4, L, och L3 respektive. Bestam konstanterna p och q s3, att ekvationen
LiL,+pL,L3+qL3L, = 0betyder en cirkel, och bevisa, att denna dr omskriven
kring den triangel, som bildas av de ratalinjernaL; = 0,L, = 0och L; = 0.
(Mars 45. 3. sp.k.)

b) ortproblem

18.

En stricka av given langd glider med sina andpunkter utefter tva rata linjer,
som skar varandra under rat vinkel. S6k och konstruera orten for tyngdpunk-
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ten i den triangel, som bildas av strackan och de stycken den avskar av de
bada rata linjerna. (Mars 46. 3. sp.k.)

19. En cirkel har sin medelpunkt i origo i ett ratvinkligt koordinatsystem. Fran
en given punkt A (a; 0) drages en rat linje, som tangerar cirkeln i punkten P.
Sok och konstruera geometriska orten for mittpunkten M pa strackan AP, nir
cirkelns radie varierar. (Nov. 55. 4. sp.k.)

20. Iettratvinkligt koordinatsystem drages fran en fast punkt A (a; 0) pa positiva
x-axeln en rat linje, som skar y-axeln i punkten B. Fran denna punkt drages
parallellt med linjen y = x en rat linje, som skar x-axeln i punkten C. S6k och
konstruera orten for skarningspunkten mellan AB eller dess forlangning och
normalen mot AB fran C. (Mars 51. 1. sp.k.)

21. Tre punkter, 4, B och C, ligger i denna ordning pa en ratlinje. En cirkel uppritas
genom punkterna A och B. Ena tangenten till cirkeln fran punkten C tangerar
cirkeln i punkten P. S6k och konstruera orten for punkten P, da cirkelns radie
varierar. (Aug. 53.5.sp.k)

22. Enratlinje L och en punkt A utanfér densamma ar givna. Genom A drages
en rat linje, som skér L i punkten P. En cirkel tangerar AP i P och avskar av
L en korda, vars langd ar lika med dubbla avstandet fran A till L. S6k och
konstruera orten for cirkelns medelpunkt, niar punkten P beskriver linjen
L. (Nov. 54. 5. sp.k.)

Nagra inledningsuppgifter till funktionsliran

23. Till vilket gransvarde narmar sig termerna i den odndliga serien
12 3 4 5

_____ ?
3) 7) 11’ 15) 19""' (V- 08- 3-R-)
2
x
24. Finns det nagra viarden, som funktionen Sr_2 inte kan anta for reella
varden pa x? (V.22.4.R)
. 3x—5
25. Finns det nagra reella varden, som funktionen —————— inte kan anta for
4x2 —T7x + 1
reella varden pa x? (V.08.7.R)

26. Fran punkten B (1; 0) i ett ratvinkligt koordinatsystem drages en rorlig rat
linje, som i punkten A skér linjen y = x. [ A drages en normal mot B4, och
denna normal skar x-axeln i P. Vilka delar av x-axeln genomléper P, da BA
vrider sig ett varv kring B? (Aug. 38.4.sp.k.)

27. Foérstaoch andratermerna i en geometrisk serie dr (x+2) respektive 2(x+1)2.
Undersok, for vilka varden pa x denna serie kan utstrackas till en konvergent
oandlig geometrisk serie. (Aug. 48.7.sp.k.)

28. Iekvationen (a—1)?x2+2(a?—1)x—3(a? —10a+ 13) = 0 4r a en konstant
# 1. Bestam de virden pa q, for vilka ekvationen har reella rétter. Bestam
ocksa gransvardena for ekvationens rotter, ndr a viaxer obegransat.

(Jan. 56.5.sp.k.)
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Hela rationella funktioner och deras kurvor

a) inflexionspunkter

29. Visa, att inflexionspunkterna till kurvan 20a*y = 3x° — 15ax* + 20a%x3,
dar a ar en konstant som ar # 0, ligger pa en rat linje, och bestdm dennas
ekvation. (Jan. 55.1.sp.k.)

30. Bestim konstanterna a, b och ¢, sd att kurvan y = x3 + ax? + bx + c far
en inflexionspunkt i punkten (1; 1) och kurvans tangent i denna punkt blir
parallell med linjen y + 3x = 0. Upprita kurvan for de erhéllna vardena pa
konstanterna. (Mars 44. 1. sp.k.)

31. Den mot en viss funktion y = f(x), dar f(x) ar ett polynom av tredje graden,
svarande kurvan har en inflexionspunkt i punkten (—1; 8) och en minimi-
punkt i punkten (0; 6). Bestim funktionen och upprita kurvan.

(Aug. 53.1.sp.k)

32. Bestam konstanterna a, b, c och d i ekvationen 9y = x*+ax3+bx%+cx+d,
sa att motsvarande kurva far ett minimum i punkten (—1; —3) och en inflex-
ionspunkt i punkten (2; 0). Konstruera darefter kurvan med angivande av
maxima och minima, inflexionspunkter samt skiarningspunkter med axlar-
na. (Nov. 48. 3. sp.k.)

33. Kurvan y = f(x), dar f(x) ar en hel rationell funktion av tredje graden,
tangerar linjen x — y = 01 origo samt har ett maximum for x = 1 och en
inflexionspunkt for x = —%. Bestam f(x) och konstruera kurvan.

(Jan. 41. 3. sp.k.)

34. Kurvornay = x3 — 3x och y = x% + 2x + a, dir a &r en positiv konstant,
tangerar varandra. Bestdm a och koordinaterna fér kurvornas gemensamma
punkter. (Andrat) (Aug. 47.3.sp.k.)

35. Bestdm konstanterna a och b i funktionen y = ax® + bx3, s3 att motsvarande
kurva far en inflexionspunkt i punkten (1; —1). Konstruera darefter kurvan
med angivande av eventuella skdarningspunkter med x-axeln samt maximi-,
minimi- och inflexionspunkter. Bestam slutligen riktningsvinkeln fér den linje,
som skar kurvan i origo och tangerar den i tva andra punkter.

(Now. 52. 5. sp.k.)

36. Bestim konstanterna a och b, sd att kurvan y = a(x? + 2) + bx skir kurvan
y = x3 — 3x? under rit vinkel i den senare kurvans inflexionspunkt. Bestim
darefter kurvornas skarningspunkter, och upprita kurvorna.

(Aug. 42.3.sp.k)
3
37. For funktionen y = f(x) giller, att d_x}; = 6x. Bestdm funktionen s3, att

motsvarande kurva far en inflexionspunkt i punkten (1; 0) och tangenten i
denna punkt blir parallell med linjen y = 4x. Undersok darefter kurvan med

avseende pa maximi-, minimi- och inflexionspunkter, samt upprita densamma.
3 2

(Med d_x}; menas derivatan av d_x); med avseende pd x.) (Mars 55. 4. sp.k.)
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38.

39.

Man betraktar en hel rationell tredjegradsfunktion av x jamte tillhorande
kurva. Bevisa, att kurvans inflexionspunkt ar mittpunkt pa sammanbindnings-
linjen mellan maximi- och minimipunkterna, dir sadana finnes.

(Nowv. 39. 7. sp.k.)

Diskutera kortfattat utseendet av kurvan y = x3 — ax, dar a ar en konstant.
For vissa varden pa a har kurvan en maximi- och en minimipunkt. Genom en
sadan kurvas savil maximi- som minimipunkt gér en cirkel, vars medelpunkt
ar kurvans inflexionspunkt. Bestdm konstanten a, sd att cirkeln tangerar

kurvan i tvd andra punkter. (Jan. 49. 4. sp.k.)
b) nagra uppgifter av allmin art (i allmédnhet ratt avancerade
uppgifter)

40.

41.

42.

43.

44.

45.

En korda i kurvan y = ax — x3, dir a > 0, har sin ena dndpunkt i origo.
Undersok, hur kordans langd varierar, da kordan vrider sig kring origo, och
ange sarskilt, for vilka varden pa a langden har ndgot maximivarde.

(Aug. 47.5.sp.k.)

Angiv ekvationen for den gemensamma tangent till kurvorna y = 4,25 + x?
och y = x3, vilken tangerar kurvorna i punkter, som ligger pa olika sidor om
ordinataxeln. (Nov. 42. 7. sp.k.)

Upprita i samma koordinatsystem kurvorna 16y = x3 + 3x2 — 9x — 27 och
64y = 3x°—50x3 + 135x — 216 i deras huvuddrag,. Visa, att den férstnimnda
kurvans maximi- och minimipunkter sammanfaller med maximipunkterna for
den senare. Den ratalinjen x = a skdr kurvorna i punkterna A och B. Undersok
och askadliggor i ett sarskilt koordinatsystem, hur langden av strackan AB
varierar, nir a antar alla reella virden. Ange x-koordinaterna for de punkter,
for vilka langden av AB har maximum eller minimum. (Jan. 53.8.a.k.)

Vinkeln, rdknad i positiv led, mellan positiva x-axeln och en tangent till kurvan
6y = 2(4—a)x3+3(a—1)x%—6(a—2)x betecknas med v. Bestim konstanten
a s3, att v kan anta foljande virden men inga andra: 0° < v < 45%90° < v <
180°. (Nov.55.7.ak)

En funktion f (x) av tredje graden, i vilken koefficienten for tredjegradster-
men ar positiv, har tre reella nollstdllen. Om nollstéllena ar olika, kan man
bevisa, att dven derivatan f'(x) har reella och olika nollstillen, vilka svarar
mot ett maximum och ett minimum hos f(x). Bevisa detta, och undersok pa
motsvarande satt de fall, da tva av nollstillena hos f (x) ar lika och da alla tre
ar lika. Bevisen och undersékningarna skall genomfdras utan stéd av diagram,
men darefter skall de tre ndmnda fallen belysas genom uppritning av kurvan
y = f(x). (Aug. 53.8.a.k))

Bland de kurvor, som har ekvationen y = x* + ax3 + bx? + cx + d, dir a, b,
¢ och d ar konstanter, finns vissa, som tangerar x-axeln i punkten A (—2; 0)
och som i skarningspunkten med y-axeln har tangenten parallell med x-axeln.
Dessa kurvor bildar en s.k. skara, och deras ekvation kan skrivas i en form, som
innehaller a men icke de 6vriga konstanterna. Bevisa, att kurvorna i denna
skara gar genom ytterligare en fix punkt B och bestdm dennas koordinater.
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46.

47.

Utred darefter, hur utseendet av en kurva i skaran dndras, da a genomloper
alla reella varden, och upprita slutligen i stora drag exempel pa de huvudtyper,
som forekommer. (Jan.58.2.a.k)

Kurvany = %xs + %ax3 +x, skall undersokas for olika varden pa konstanten a.
Undersok forst, hur antalet av kurvans maximi- och minimipunkter beror av a,
ange de olika huvudfallen och upprita i stora drag ett exempel pa motsvarande
kurva i vart och ett av fallen. Undersok darefter antalet inflexionspunkter pa
kurvan, ange dven har de olika huvudfallen och upprita i stora drag ett exempel
pamotsvarande kurvaivart och ett av dessa fall, om de icke redan uppritats vid
den forsta undersokningen. Sammanfatta slutligen de bada undersokningarna
i form av en 6versikt éver hur kurvan dndras, niar a genomléper alla reella
varden. (Jan.52.7.sp.k.)

Hornet A i triangeln ABC ligger i punkten (a; 0), dir a ar en konstant. Hérnet
B ligger i punkten (0; 1), medan hornet C genomldper x-axeln. Den kring
triangeln ABC omskrivna cirkelns medelpunkt ar D. Bestdm ytan av triangeln
ADC som funktion av abskissan fér punkten C, och undersék densamma
for olika varden pa konstanten a med angivande av eventuella maxima och
minima. Askadliggor slutligen, hur den namnda ytan varierar, genom att i olika
koordinatsystem och i stora drag upprita motsvarande kurva i de huvudfall,
som kan sarskiljas. (Mars 56. 8. a.k.)

Brutna rationella funktioner och deras kurvor

a) deriveringar

48.

49.

50.

2
x—a) —1
Visa att funktionen y = L for alla viarden pa konstanten a satisfie-
x—a

d d
(B eo(z )

ax
Visa, att varje funktion av formen y =
cx

rar ekvationen

(Jan. 44. 2. sp.k.)

b
T d déar a, b, c och d ar godtyckliga
konstanter, satisfierar ekvationen

3 d%y\? 2dy d*y
dx? dx dx3
(Nowv. 54. 1. sp.k.)

. . 4(x* —x +1)° . o
Visa, att funktionen y = —=————=- har tre lika stora minimivarden.

27x%(1 — x)?
(Nov. 50. 4. sp.k.)
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b) kurvkonstruktioner

51. Konstruerakurvany = och ange eventuella maximi- och minimipunk-

x
x?+1
ter, inflexionspunkter och asymptoter. (Nov. 46. 1. sp.k.)

1
52. Undersok kurvany = x + %7 med avseende pa asymptoter, maxima, minima

och inflexionspunkter, samt upprita densamma i dess huvuddrag.
(Aug. 49.1.sp.k)

53. Konstruera kurvan x3 + x2y + y = 0 i dess huvuddrag. Bestdm ekvationerna
for de tangenter till kurvan, vilka ar parallella med kurvans asymptot.
(Jan. 47.1.sp.k.)

) x3+5x% —4 . .
54. Undersok kurvany = QX med avseende pa asymptoter, maxima,
minima och inflexionspunkter, och konstruera kurvan. (Mars 47. 2. sp.k)

1
55. [ tva godtyckliga punkter P och Q pa kurvan y = o drages tangenterna, vilka
skér y-axeln i A och B. Visa, att mittpunkten pa striackan AB ligger pa kordan

PQ eller dess forlangning. (Mars 45. 1. sp.k.)
. 8x* —8 . .
56. Undersok kurvan y = por med avseende pa asymptoter, maximi- och
minimipunkter samt upprita den i dess huvuddrag. (Aug. 51.1.sp.k.)
i . F-Dx+1)
57. Undersok den mot funktionen y = %z svarande kurvan med
avseende pa skidrningspunkter med axlarna, maximi-, minimi- och inflexions-
punkter samt asymptoter. Upprita kurvan. (Jan. 51.3.sp.k.)

2
X—a

58. Ange i huvuddrag utseendet av kurvan y = ( fora > 0ocha < 0.

Kurvan skér sin ena asymptot i en punkt P pa andligt avstand, och kurvans
tangent i P skar kurvan i ytterligare en punkt Q och den andra asymptoten i
en punkt R. Visa, att R r mittpunkten pa PQ. (Nov. 45. 4. sp.k.)
59. Undersoék kurvan x2y(x — 1) + 1 = 0 med avseende pa asymptoter, maxima,
minima och inflexionspunkter, samt upprita densamma i stora drag.

(Jan. 50.4.sp.k.)
3

x
60. Upprita kurvany = (x_> med angivande av eventuella asymptoter samt

-1
maximi- och minimipunkter. (Nov. 54. 3. sp.k.)
x> -6
61. Konstruerakurvany = & ax och ange eventuella asymptoter samt maximi-
och minimipunkter. (Aug. 41. 6. sp.k.)

c) inversa funktioners kurvor

62. Konstruera kurvan xy + y? = x. (V.09.5.R)
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. x y
63. Und k ki - =
ndersok kurvan 2" 3213
toter och inflexionspunkter, och konstruera kurvan. Visa, att inflexionspunk-
terna ligger i rat linje. (Jan.48.7.sp.k.)

med avseende pa maxima och minima, asymp-

d) konstantbestamningar

24 ax

64. Bestam koefficienterna a och b s§, att funktionen o far ett maximi-
varde = 3 for x = —3. (Jan. 40. 2. sp.k.)

x+b
2 _

pa x ett nollstille. Berdkna konstanterna a och b. Visa, att det finns dnnu
en punkt pa kurvan, diar nimnda derivata har ett nollstalle. Ange ocksa de

a
65. [ punkten (—3; —1) pa kurvany = har derivatan av y med avseende

ifrdgavarande punkternas karaktar. (Nov. 52. 1. sp.k.)
. _ _ ax?+3x+b
66. Bestam konstanterna a och b i funktionen y = “ax—Db sa att den
motsvarande kurvan far asymptoterna x + 3 = 0 och x — y + 4 = 0. Upprita
darefter kurvan. (Mars 56. 3. sp.k.)
67. Bestam a och b, sa att kurvan
_ax®+bx
A
far y = 2x som asymptot samt far en minimipunkt, vars abskissa ar 2. Upprita
sedan kurvan. (Mars 38. 5. sp.k.)
x+b

68. Bestim konstanterna a och b s3, att kurvan y = far den rita linjen

2
x + 2y = 6 till inflexionstangent. Konstruera darpa kurvan, och ange eventu-

ella asymptoter, maximi-, minimi- och inflexionspunkter.  (Jan. 52. 4. sp.k.)

69. Bestam en bruten rationell funktion y = f(x) av lagsta moéjliga gradtal, vilken
ar sa beskaffad, att motsvarande funktionskurva har tva asymptoter, x = 1
och x + y = 1, och inflexionspunkt i punkten (—1; 1). Konstruera dérefter
kurvan. (Mars 46. 7. sp.k.)

e) nagra maximi- och minimibestiamningar

70. Ienkonvergent odndlig geometrisk serie med positiva termer ar forsta termen
lika med kvadraten pa kvotens inverterade virde. Bestim det minsta virde,
som seriens summa kan anta. (Aug. 42.1.sp.k.)

71. I en konvergent odndlig geometrisk serie dr summan av femte och sjitte
termerna lika med 4. Vilket ar det minsta varde, som summan av en sddan
oandlig serie kan anta? (V.35.5.R)

72. Tva konvergenta odndliga geometriska serier ar sd beskaffade, att forsta
termen i vardera serien ir lika med kvoten i den andra serien. Kvoterna ar
rotter till ekvationen x2 — 6ax — 3a® = 0. Undersok, om summan av seriernas
summor har ndgot maximum eller minimum fér varierande reella virden pa
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73.

a, och ange detta eller dessa virden pa a jamte motsvarande maximi- eller
minimivarden. (Aug. 50. 6. sp.k.)

Upprita kurvan yx3 + x3 + 1 = 0 i dess huvuddrag. Genom skirningspunkten
mellan kurvans asymptoter drages en rat linje, som skar kurvan i tva punkter
A och B. Visa, att denna linje dr normal till kurvan, da strackan AB ar sa kort
som mojligt. (Mars 42. 6.sp.k.)

f) undersokningar av variationsforloppet hos strickor och ytor

74.

75.

76.

77.

78.

79.

1
Konstruera kurvan y = x + 7 I en punkt P pa kurvan drages tangenten.

Denna skar kurvans asymptoter i punkterna 4 och B, vilka sammanbindes
med kurvans maximipunkt M. Undersok, hur ytan av triangeln ABM varierar,
da P genomloper kurvan. (Mars 43. 6. sp.k.)

Upprita kurvan y = i dess huvuddrag. Normalen till kurvan i en punkt

x?+1
P skar x-axeln i N. Undersok, hur projektionen av strackan PN pa x-axeln
varierar, da punkten P genomloper kurvan (6verflodigt att berdkna max.-

vardena). (Jan. 42. 6.sp.k.)

Upprita kurvan
2(x% —1)?
y=—"073
Fran en punkt P pa kurvan drages normalen mot den asymptot, som ej ar
parallell med y-axeln. Normalen traffar asymptoten i Q. Undersok, hur lang-
den av P(Q varierar, da punkten P genomléper kurvan, och askadliggor detta
grafiskt i ett sarskilt diagram. (Aug. 44.7.sp.k)
%3

Undersok kurvan y = med avseende pa maximi-, minimi- och inflex-

1+x3
ionspunkter samt asymptoter, och upprita kurvan i dess huvuddrag. Undersok
darefter och askadliggor grafiskt, hur ytan av en rektangel varierar, som har ett

horn pa kurvan och tva sidor langs kurvans asymptoter.  (Aug. 52. 5. sp.k.)

Genom punkten P (0; —1) i ett ratvinkligt koordinatsystem drages en rét linje,
som skar x-axeln i punkten A och kurvan y = 2—x2 i punkten B. Undersok och
askadliggor med ett sarskilt diagram, hur langden av strackan AB:s projektion
pa x-axeln varierar, nar linjen vrider sig kring P. (Aug. 51.7.sp.k)

De rata linjerna L och L’ skir varandra under rita vinklar i punkten 0. P&
den ena bisektrisen M till vinklarna mellan linjerna tages punkterna A och
B pa var sin sida om O, sa att AO = BO = 1 langdenhet. P ar en rorlig punkt
pa den andra bisektrisen M'. PA eller dess forlangning at ena eller andra
hallet skar L i C, och PB eller dess forlangning at ena eller andra hallet skar
L' i D. Undersok och dskadliggor grafiskt, hur ytan av triangeln PCD varierar,
nar P genomloper M’'. Ange sarskilt triangelytans eventuella maximi- och
minimivarden. (Nov. 53.7.sp.k)
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g)

antal lésningar till en ekvation
. _ 2x3 + 27x . _
80. Undersok genom studium av kurvan y = i hur antalet rotter till
ekvationen 2x3 + 27x = a(x? + 1) varierar, da konstanten a antar olika
varden. (Jan. 46.5.sp.k.)

81. Konstruera kurvan y =

x3

2 _
maxima och minima. Undersok, hur kurvtangentens riktningskoefficient va-
rierar, och askadliggor detta i ett diagram. Ange dven antalet tangenter for
olika varden pa riktningskoefficienten. (Nov. 42. 5. sp.k.)

med angivande av eventuella asymptoter,

82. Undersok kurvan y(x — 1)? = 3x? — 8x + 4 med avseende pa asymptoter,

83. Upprita kurvan y =

maximi , minimi- och inflexionspunkter, samt upprita densamma i stora drag.
For vilka varden pa a kan man fran punkten P (a; 3) dra ingen, en eller flera
tangenter med tangeringspunkten pa dndligt avstand? Diskutera sarskilt fallet
a = 1, och ange for detta fall tangentens ekvation. (Aug. 53.7.sp.k)

2—x3

med bestimmande av eventuella asymptoter,

maxima och minima sarrjlct inflexionspunkter. Genom en punkt P pa kurvan
kan man, utéver tangenten i P, i vissa fall draga ytterligare tangenter till
kurvan. Utred fullstdndigt, hur antalet tangenter varierar, da P genomloper
kurvan. Visa speciellt, att antalet tangenter ar tva for endast ett lage av P.
(Nov. 43. 7. sp.k.)

h) nagra kurvskaror

84. Kurvan y = x3 + x(a? — 2a) har olika utseende, beroende pé virdet av

85. Undersok kurvany = ax —

86. Kurvany =

10

konstanten a. Bestdm kurvans eventuella maximi- och minimipunkter, inflex-
ionspunkter samt skarningspunkter med x-axeln. Ange med tillhjalp harav,
vilka huvudtyper kurvan uppvisar och for vilka viarden pa a de olika typerna
forekommer. (Mars 46. 4. sp.k.)

1+ a?

x2, dir a ir en reell konstant. Bestim

eventuella maximi- och minimipunkter samt skarningspunkter med axlarna.
Néar a antar alla mojliga reella viarden, skiar kurvan x-axeln inom ett visst
omrade. Bestam detta. Ange ocksa ekvationerna for de kurvor, som motsvarar
det nimnda omradets granspunkter, och upprita dessa kurvor.
(Nov. 49. 7. sp.k.)
(x = a)*(x — b)*
3
ena asymptot gar genom punkten (b; 0). Visa, att A och B dr maximi- och
minimipunkter och att nigra ytterligare sidana punkter icke finns pa kurvan.
Ange kurvans utseende i stora drag for de olika fall, som ar mojliga. Det ar
tillrackligt att upprita en kurva for positivt och en for negativt varde pa a.
(Mars 49. 7. sp.k.)

rakar x-axeln i punkterna A och B. Kurvans
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x+a . o R
PR for olika varden pa a. Undersok

darvid skdrningspunkter med koordinataxlarna, maximi- och minimipunkter
samt asymptoter. Undersok dven, hur kurvan narmar sig till asymptoterna.
Upprita slutligen i deras huvuddrag - i olika koordinatsystem - exempel pa
de olika typer av kurvor, som kan forekomma. (Mars 53.7.a.k))

87. Diskutera utseendet av kurvan y =

2a
88. Diskutera utseendet av kurvany = PR for olika varden pa konstanten

2 _
a. Upprita i stora drag ett exempel pg var och en av kurvans huvudtyper. S6k
och konstruera dérefter orten for kurvans maximi- och minimipunkter, nar
a varierar. Det erfordras icke men betraktas som en fortjanst, om utredning
lamnas for hur ortkurvans olika delar svarar mot de sarskilda kurvornas
maximi- och minimipunkter. (Nov. 51. 7. sp.k.)
x*+ax? -3
3
stanten a. Undersok darvid skarningspunkter med koordinataxlarna, asymp-
toter och kurvans skdrningspunkter med dessa, kurvans lage i forhallande
till asymptoterna samt maximi- och minimipunkter. Askadliggor i olika koor-
dinatsystem de olika typer av kurvor, som kan forekomma. - Undersékning
av kurvornas inflexionspunkter erfordras inte men betraktas som en for-
tjanst. (Jan. 54.7.sp.k.)
x3 + ax
90. Undersok, hur formen pa kurvan y = i1 beror av konstanten a. Visa
darefter, att kurvans utanfor origo beldagna inflexionspunkter beskriver tva
fasta rata linjer, da vardet pa a andras. (Mars 48. 7. sp.k)

89. Diskutera utseendet av kurvan y = for olika varden pa kon-

i) nagra ortproblem

91. [ ett ratvinkligt koordinatsystem ligger en punkt P i férsta kvadranten. Q ar
fotpunkten for normalen fran P mot x-axeln, O &r origo, T ar tyngdpunkten i
triangeln OPQ. Ytan av triangeln OPT ar % ytenhet. S6k och konstruera orten
for punkten P. (Jan.44.1.sp.k)

92. Upprita kurvan 3y = x® — 12x i dess huvuddrag. Genom punkten A (—3; 3)
pa kurvan drages en rit linje, som skar kurvan i ytterligare tva punkter B
och C. Sok orten for mittpunkten pa kordan BC, nar linjen vrider sig kring
A. (Mars 47. 4. sp.k.)

93. En ratvinklig triangel O AB har den rata vinkelns spets O i origo, hérnet A pa
den rata linjen x = —3 och hornet B pa den rata linjen x — 3y — 3 = 0. Sok
och konstruera orten for triangelns tyngdpunkt, och ange ortens eventuella
maximi- och minimipunkter samt asymptoter. (Mars 52. 4. sp.k.)

94. En rit linje rakar koordinataxlarnas positiva delar i punkterna A och B. Om-
kretsen av triangeln AOB, dar O &r origo, ar 4 langdenheter. S6k orten for
mittpunkten av strackan AB. Hyfsa den erhallna ekvationen for orten, kon-
struera den motsvarande kurvan samt ange, vilken del av densamma som
representerar orten. (Jan. 47.5.sp.k.)

11
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95. Genom punkten A (1; 2) drages en rit linje, som skar x-axeln i punkten B och
linjen y = x i punkten C. En cirkel 1agges genom origo och punkterna B och C.
So6k och konstruera orten for denna cirkels medelpunkt, da den férstnamnda
linjen vrider sig kring punkten A. (Mars 50. 5. sp.k.)

96. Genom punkten (5; 7) pa kurvan xy — 4x — 3y + 6 = 0 drages en godtycklig
rat linje, som skir kurvans asymptoter i tvd punkter. Genom dessa drages
darefter rata linjer, som ar parallella med asymptoterna och skér varandra i
punkten P. S6k och konstruera orten for punkten P. (Aug. 45. 5. sp.k.)

4 a
97. Ekvationen y = P w3 representerar olika kurvor for olika viarden pa

den positiva kon)sctanten a. Sok och konstruera i dess huvuddrag orten for
de punkter pa dessa kurvor, i vilka tangenterna ar parallella med x-axeln.
Ange om mojligt de omraden av orten, som bildas av maximi- respektive
minimipunkterna till de givna kurvorna. (Mars 44. 7. sp.k.)

Algebraiska funktioner
a) deriveringsuppgifter

1
98. Bevisa, att funktionen y = \/x + — satisfierar ekvationen

Vx
d? d
4x2d—x)21 + 4x% —y=0. (Jan. 50. 1. sp.k.)

2
99. Visa, att funktionen y = Vx?2 + C satisfierar ekvationen y3d_x}2] = y? — x? for

alla varden pa konstanten C. (Mars 55. 1. sp.k.)

x?+1

d
p satisfierar ekvationen 2(x2 + 1) d_z —2xy+

100. Visa, att funktionen y =

y3 = 0 for varje virde pa konstanten c. (Aug. 46. 2. sp.k.)

101. Visa, att funktionen y = ax + bxV1 — x2, dir a och b ir konstanter, satisfierar
ekvationen

d
x(1— xz)d_ic/ + (2x%2 — 1)y = ax3. (Mars 53. 2.sp.k.)

a\3 b\3
102. Genom ekvationen (;) — (;) = 1, dar a och b ar fran 0 skilda konstan-
ter, bestimmes y som funktion av x. Visa, att denna funktion, oberoende av

vardena pa a och b, satisfierar ekvationen

d’y 4dy 4,dy\2
o= 5(5) _ (Jan. 54. 3. sp.k.)

103. Bestdm ekvationerna fér de med koordinataxlarna parallella tangenterna till
kurvan x3 + y® — 3xy = 3. Kurvan behéver ej uppritas.  (Nov. 55. 3. sp.k.)

12
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b) kurvkonstruktioner

104. Konstruera kurvan y = x + V1 — x2. Ange speciellt eventuella maxima och

minima. (Mars 40. 6. sp.k.)

105. Konstruera i huvuddrag kurvan y = xV9 —x2 och ange sarskilt, dels de

punkter, som ligger pa x-axeln, och ekvationerna for tangenterna i dessa
punkter, dels kurvans maximi- och minimipunkter. (Mars 37. 6.sp.k.)

106. Genom ekvationen 4x? + 9y + axy + bx +cy+d = 0,déra, b, coch d ar

konstanter, bestimmes y som funktion av x. Denna funktion har ett maximum
y = 2 for x = 1 och ett minimum y = 0 for x = 2. Bestdm de ingdende
konstanterna, och upprita den motsvarande kurvan i stora drag.

(Mars 51. 5. sp.k.)

107. For att bestaimma sneda asymptoter till en kurva kan man i manga fall for-

fara pa féljande satt. Tangenten till kurvan i en punkt med x-koordinaten x;
bestimmes under formen y = kx4, varefter man berdknar

lim k och lim L
x1—>ioo x1—>i

Anvand denna metod for att bestimma den sneda asymptoten till kurvan

[x
y=x -1 Konstruera darefter kurvan med angivande dven av eventuella
maximi- och minimipunkter samt évriga asymptoter. (Jan.53.7.sp.k)

c) extremvardesuppgifter

108. For vilket varde pa x har uttrycket

Vvx—1
Vx2 4+ 2x+3

ett maximum? (H.18.5.R)

109. Vilket ar det storsta varde, som uttrycket vx + 1 + v3 — 2x kan antaga?

(V.06.6.R)

110. I fyrhérningen ABCD &r vinklarna A och B bada rata. Sidorna BC och CD har

vardera langden 1 cm. Bestim maximivardet av fyrhorningens yta. Svaret
skall anges i savil exakt som approximativ form.! (Mars 54. 4. sp.k.)

111. En likbent triangel har sin spets i origo O. Basen ar parallell med x-axeln, och

dess andpunkter, 4 och B, ligger pa kurvan x?y = 1. Bestim maximivirdet av
radien till den i triangeln OAB inskrivna cirkeln. (Mars 48. 4. sp.k.)

112. Genom punkten P med koordinaterna (3p; 0) i ett ratvinkligt koordinat-

system drages en rit linje, som skir parabeln y? = 2px i punkterna A och
B. Parabelns tangent i punkten A skar x-axeln i C. Vilket ar det minsta vér-
de, som ytan av triangeln ABC antar, da linjen AB vrider sig kring punkten
P? (Nov. 53. 6. sp.k.)

LUppgiften kan ocksa behandlas med hjalp av trig. funktioner.

13
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Trigonometriska funktioner

a) nagra tillimpningar pa tangentteoremet

113.

114.

115.

116.

I triangeln ABC ar sidan A = 19,3 cm, sidan BC = 8,6 cm och vinkeln B =
52,17°.Sidan C A forlanges till en punkt D utanfor 4, sdatt AD = %AB. Beriakna
vinklarna i triangeln ABD. (H.35.1.R)

I triangeln ABC ar AB = 6,2 cm och vinklen BAC = 56,48°. P4 AC (mellan A
och C) tages punkten D, sa att BD = AB, varvid CD = 2BD. Berdkna vinkeln

C. (Aug.37.5.ak)
[ triangeln ABC, vars yta ar 5,85 cm?, ar AB 5 cm, AC 3,9 cm. Berikna triang-
elns storsta vinkel. (Nov. 51. 3.a.k.)

I en triangel ar tva sidor 37,23 cm och 48,31 cm. Den ena av de mot dessa
sidor stdende vinklarna ar 4,68° storre an den andra. Berdkna vinklarna i
triangeln. (Jan. 43.1.ak))

b) problem, som leder till 16sning av trigonometriska ekvatio-
ner eller olikheter

117.

118.

119.

120.

121.

122.

123.

14

for vilka spetsiga eller trubbiga vinklar giller olikheten
4 + 2 cos2x — 5sinx > 0?7 (Nov. 39. 4. a.k.)

Medianen mot ena kateten i en ratvinklig triangel bildar 10° vinkel med hy-
potenusan. Berdkna triangelns spetsiga vinklar. (Aug. 53.5.a.k)

[ en likbent triangel ligger hdjdernas skiarningspunkt pa den i triangeln in-
skrivna cirkelns periferi. Berdkna triangelns vinklar. (Jan. 54. 6. a.k.)

I triangeln ABC forhaller sig vinkeln B till vinkeln C som 2 : 3. Fran A drages
bisektrisen och medianen till den motstﬁeqde sidan. Avstandet mellan de-
ras skarningspunkter med sidan BC utgor o av denna sidas langd. Bestdm
triangelns vinklar. (Aug. 41.6.a.k))
I en triangel ABC ar vinkeln A 45°. Sidan AB delas av punkten D, sa at delarna

AD och DB forhaller sig som 1 : 2. Drages linjen CD, kommer vinklarna
ACD och DCB likasa att forhalla sig som 1 : 2. Berdkna de dvriga vinklarna i

triangeln ABC. (Jan. 46. 6. a.k.)
[ triangeln ABC bildar medianen CD 20° vinkel med sidan CB. Vinkeln A ar
40°. Berakna de ovriga vinklarna i triangeln ABC. (Jan.48.5.a.k)

En given cirkel delas i p st sektorer med lika stora medelpunktsvinklar, genom
att radierna 04y, 0A,, OA,, ...0A,_, drages. Fran A, filles normalen A,B,
mot OAy, frdn B, normalen BB, mot OA; osv. Frdn den pd 0A,,_, erhdllna
fotpunkten B,,_; falles normalen B,,_; B, mot OA,, fr&n B, normalen B, B, .1
mot OA; osv. Om konstruktionen upprepas i oandlighet, erhalles en bruten
spirallinje AgB1B; ... B,_1BpBp41 ..., bestdende av ett obegrénsat antal stric-
kor. For vilka varden pa p géller, att 1angden av denna spirallinje 4r mindre
an halften men storre dn tredjedelen av den givna cirkelns omkrets, och hur
stora ar i dessa fall sektorernas medelpunktsvinklar? (Aug. 50.7.ak)
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c) nagra extremvirdesuppgifter, for vilkas 16sning derivator in-
te behover anvindas

124. Bestam maximi- och minimivardena av funktionen

cos(x + a) cos(x — 3a)

dar a ar en konstant. (Jan.42. 3.sp.k)
125. Visa,attom M dr maximivardet och m minimivardet av funktionen sin x sin(x+
@), dar a ar en konstant, sdarM —m = 1. (Mars 43. 5. sp.k.)
126. Bestim maximivardet for uttrycket (sin x 4+ sin y)(cos x + cos y), dar x och y
ar tva positiva vinklar, vilkas summa ar 120°. (Mars 45. 4. sp.k.)
127. P &r en variabel punkt inom kvadraten ABCD. Vinkeln APB ar rat. Berdkna
vinkeln PAB, om strackan PD ar sa liten som majligt. (Nov. 44. 4. sp.k.)

128. Tva cirklar med radierna R och r har samma medelpunkt. En rektangel ar sa
beldgen, att en av dess sidor ar korda i den ena cirkeln och den mostdende
sidan korda i den andra cirkeln. Bestam rektangelns sidor, da dess yta ar sa
stor som majligt. (Aug. 52. 6. sp.k.)

129. Itriangeln ABC, dar vinkeln A ar rat, drages medianerna BM och CN. De skar
varandra i punkten P. Undersdk, hur vinkeln MPC varierar, nar vinkeln ABC
vaxer fran 0° till 90°, och ange sarskilt det storsta varde, som den forstnamnda
vinkeln kan anta. (Nowv. 55. 5. sp.k.)

130. Ange de virden pa x, for vilka den odndliga geometriska serie konvergerar,

sinx

vars forsta term ar 1 och andra term &r —— . Ange ocksa seriens
sinx + cosx

summa for dessa varden pa x samt de viarden, som summan kan anta.
(Nov. 50. 8. sp.k.)

131. Bestdm avstandet r fran origo O i ett ratvinkligt koordinatsystem till en punkt
P pé kurvan 2x% — 2xy + 2y? = 1 som funktion av den vinkel v - riknad i
positiv led - som bildas mellan positiva x-axeln och strackan OP. Undersok,
hur detta avstand varierar, da vinkeln v dndras, och ange speciellt avstandets
storsta och minsta varde. Upprita dven kurvan med anvandning av de erhallna
resultaten eller pa annat satt. (Mars 55. 6.sp.k.)

d) derivering av funktioner i explicit form

2
X
132. Forvilka varden pa x, uttryckta i radianer, ar 4d_x}2] +y=0,omy = cos? E?

(Aug. 43. 2. sp.k.)
)
i
133. Bestam forsta derivatan av funktionen o5 7x samt de varden pa x, for vilka
derivatan blir = 0. (Aug. 41. 2.sp.k)
, d
134. Visa, att funktionen y = *[sin? x + i satisfierar ekvationen 3y2d—z = sin 2x.

Bestam ocks3, for vilka x-varden funktionen antar sina storsta och minsta
varden. (Nov. 47. 1. sp.k.)
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1—tanx d? dy

. . o . y
135. funk = fi — +2y— =0.
35. Visa att funktionen y satisfierar ekvationen Tx? + 2y I 0

1+ tanx
(Mars 53. 4. sp.k)
. : 1 o : d*y
136. Bevisa att funktionen y = asin o + b cos o satisfierar ekvationen Tz +
2d 1
;d_ic/ + x—4y = 0, oberoende av x och for godtyckliga viarden pd konstanterna
aochb. (Mars 50. 2. sp.k.)

Cos X

137. For vilket eller vilka varden pa konstanten a satisfierar funktionen y =

d’y = dy
2 2 _ 42Vy —
T2 + Xy + (x* —a®)y =0. (Aug. 49. 3. sp.k.)

138. Visa, att funktionen I = I - sin(ct — v) satisfierar ekvationen

ekvationen x

R-1+L dI—V inct
g7 = Vo - sinct.

Storheterna I, ¢, v, R, L och V, ar konstanter, mellan vilka féljande bada

samband rader:

Vo cL T
Iy = ——==och tanv=?, dar0<v<§.

VRZ + c?L2

(Aug. 55. 4. sp.k.)

e) derivering av funktioner i implicit form

139. Bestdm derivatan till den funktion y av variabeln x, som definieras genom
ekvationen tany = a cotx, dar a ar en konstant. (Derivatan skall uttryckas
som en funktion av x.) (V.24.5.R)

dy.2
140. Om x = sin 2y + cos 2y, harled for (d_z) ett uttryck, som innehaller endast

variabeln x. (Aug. 38.3.sp.k.)

141. Funktionen y satisfierar ekvationen xy cos % = C, dar C ar en konstant. Visa,
att sambandet

x(ysin% — X cos %)% = y(xcos % + ysin };])

géller for alla varden pa C. (Jan.53.3.sp.k.)

142. Sok derivatan av y som funktion av x, om

tan? = [12% 43.2.spk
an > = T3+ (Jan.43. 2.sp.k)
. . 1+tany ) d?
143. Mellan variablerna y och z rdder sambandet z = —— . Bevisa, att — +
1—tany dz?
dy\2
2Z(E) = 0. (Jan. 55. 2. sp.k.)
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144.

145.

146.

147.

148.

Genom sambandet tan - x bestimmes y som funktion av x. Bevisa giltig-
x
heten av sambandet

d
(x + x3)d—z = y(1 +x2) + x2. (Jan. 52.3. spk)

d2
Héarled ur sambandet yvsin 2x = 1 ett uttryck for d_x}zl' som endast innehaller

y. Visa, att samma uttryck fér andra derivatan erhalles dven ur sambandet
yvcos2x = 1. (Jan. 46. 2. sp.k.)

T
Genom ekvationen siny = /x,dar 0 < x < 1och 0 <y < —, bestimmes y

som funktion av x. Visa, att denna funktion for de ifrdgavarande viardena pa x
d*y dy
h tisfi kvati 2x(1=x)=—+ (1 —-2x)—=0.
och y satisfierar ekvationen 2x(1 — x) dx2 +( x) I
(Nowv. 50. 3. sp.k.)
2
[ sambandet sin y = k sin x ar k en konstant, som ar > 1. Visa, att —)2] kan

uttryckas som funktion av y enbart, och bestam darefter det eller de y-varden,
2

d
for vilka vardet av d_xJZ/ blir =2 - (k? — 1). (Jan. 51. 4. sp.k.)
Genom sambandet y2 cosnx = 1, dar n dr en konstant, bestimmes y som
funktion av x. Bestdm de virden pa n, for vilka denna funktion satisfierar
d2

ekvationen y + d_x}zl = 3y%, samt ange i dessa fall, for vilka vdrden pa x inom
intervallet 0 < x < 2m funktionen antar reella och dndliga varden.

(Aug. 53. 6.sp.k.)

f) trigonometriska kurvor

149.

150.

151.

152,

153.

Bestdm det storsta och minsta varde, som funktionen y = 4 sinx + cos 2x
kan anta. (Aug. 48.1.sp.k.)

Bestdm maxima och minima av funktionen y = cos 2x — 2 sin x — 1. Konstruk-
tionen av motsvarande kurva i stora drag erfordras inte men betraktas som
en fortjanst. (Nov. 49. 4. sp.k.)

Bestdm x-vardena for eventuella maximi-, minimi- och inflexionspunkter till
kurvan 1,5y = 6x + 10sin x + sin 2x inom intervallet 0 < x < 2m.
(Jan. 47. 2.sp.k.)

Bestdm koordinaterna for inflexionspunkterna pa kurvan y = sin x cos(x —
150°) i intervallet 0 < x < 180°. Motivering maste lamnas for att de erhallna
punkterna verkligen ar inflexionspunkter. Konstruktionen av kurvan erfordras
ddremot icke men betraktas som en fortjanst. (Jan. 50. 3. sp.k.)

Berdkna maxima- och minimivardena av funktionen y = sin x — x cos x. Kon-
struktionen av motsvarande kurva erfordras icke men betraktas som en for-
tjanst. (Mars 49. 4. sp.k.)
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154. Visa, att kurvornay = f(x) ochy = f'(x), dar f(x) = 3 + 4tanx och f'(x)
ar derivatan av f(x) med avseende pa x, har gemensamma tangenter i de
punkter, dar de skdr varandra. Kurvorna uppritas icke. ~ (Mars 51. 3. sp.k.)

155. Upprita kurvan 2y = x + 2sin 2x + i sin 4x inom intrvallet 0 < x < 2m, och
ange maximi-, minimi- och inflexionspunkter. Visa, att inflexionspunkterna
ligger pd en och samma rata linje. (Mars 48. 6. sp.k.)

156. Ange definitionsomrade, nollstéllen och eventuella maxima och minima for
funktionen

y =1—+Vcos2x —cosx + 1.

Upprita darefter den motsvarande kurvan. (Mars 52. 7. sp.k.)

sinx
157. Undersok kurvan y = —~ med avseende pa asymptoter, symmetriférhallan-
den samt maximi- och minimipunkter, och upprita kurvan i stora drag. Darvid
skall speciellt anges, for vilka x-virden inom intervallet 0 < x < 27 maximi-
och minimipunkter erhalles. Vidare skall kurvans utseende for x-varden i
narheten av 0 utredas. (Nov. 55.7.sp.k.)

1
158. Visa, att kurvan y = x sin — skir x-axeln odndligt manga gdnger samt att det
x

mellan tva successiva skiarningspunkter finns en punkt dar kurvan tangerar
endera av linjerna y = x och y = —x. Det erfordras inte men betraktas som
en fortjanst, att man uppritar kurvan i dess huvuddrag sarskilt att man darvid
studerar densamma, nir x = 0 och x — Foo. (Mars 56. 6. sp.k.)

g) konstantbestimningar

159. Bestdm konstanterna a, b och c s3, att funktionen f(x) = acos 2x+bsinx+c
far ett maximum = 4 for x = 30° och ett minimum = 3 fér x = 90°.
(Mars 37. 2.sp.k.)

160. Bestam ett polynom f(x) av tredje graden sa beskaffat, att funktionen y =

) o . dy diy dPy :
Xx) ror x = U antar samma varde pay, —, ——,; 0Ch ———= som runktionen
F(x) fi 0 ant d = 7= och —— som funkt
1

h) extremviardesuppgifter

161. En fyrhérning ABCD ar inskriven i en cirkel med radien 6 cm. Vinkeln 4 ar
dubbelt sa stor som vinkeln B. Bestam fyrhorningens vinklar s3, att summan
av diagonalernas langder blir sa stor som mojligt. (Aug. 55. 2. sp.k.)

162. I den likbenta triangeln ABC ar AB = AC = s. Pa sidan BC uppritas utat en
kvadrat. S6k maximum for triangelns och kvadratens sammanlagda ytor, da

vinkeln A varierar. (Jan.37.8.R)
163. Hypotenusan i en ratvinklig triangel betecknas med a, kateterna med b och c.
Uttrycket
a(b+c)
bc

18




“Thornqvist_uppgifter3” — 2018/11/21 — 16:59 — page 19 — #25

164.

165.

166.

167.

168.

169.

170.

171.

172.

173.

antar olika virden, da den ratvinkliga triangelns form dndras. For vilken
triangel antar uttrycket det minsta vardet? (Mars 41. 3.sp.k.)

Fran en punkt P pa en cirkelsektors bige drages normalerna PQ och PR mot
sektorns radier. SOk maximivardet for ytan av triangeln PQR, da sektorns
radie ar r och dess medelpunktsvinkel g° (g < 180). (Aug. 44. 3. sp.k.)

I en given cirkelsektor, vars medelpunktsvinkel &r mindre &n 90°, inskrives
en rektangel med tva horn pa sektorns ena radie. Nar ar rektangelns yta sa
stor som mojligt? (Aug. 40. 3. sp.k.)

I en konvergent odndlig geometrisk serie ar forsta termen cos x och andra
termen (sin 2x — 2 cos x). Bestdm maxima och minima for seriens summa.
(Nowv. 39. 4. sp.k.)

I en punkt pd kurvan y = x® — x drages tangenten till kurvan. Denna traffar
kurvan i ytterligare en punkt, i vilken tangenten drages. Berdkna det storsta
vardet pa den spetsiga vinkeln mellan de bada tangenterna.

(Jan. 45.5.sp.k.)

I en cirkel med radien r inskrives ett parallelltrapets, i vilket en vinkel dr 60°.
Berdkna det storsta varde, som trapetsets omkrets kan anta.
(Mars 50. 6. sp.k.)

En cirkel med radien r har sin medelpunkt i mittpunkten pa den storre av de

parallella sidorna i ett parallelltrapets och tangerar trapetsets dvriga sidor.

Bestdm i exakt form det minsta varde, som trapetsets omkrets kan anta.
(Aug. 54. 4. sp.k.)

I en given cirkel med radien r har man inskrivit en rektangel ABCD. Mitt-
punkten P pa den mindre av cirkelbdgarna AB sammanbindes med 4 och B,
och mittpunkten Q pa den mindre av cirkelbagarna CD sammanbindes med
C och D. Man far pa detta sitt en i cirkeln inskriven sexhorning APBCQD.
Mellan vilka granser kan sexhorningens omkrets variera, da rektangelns form
andras? (Jan. 45. 3.sp.k)

1 sinx
Visa, att de tre uttrycken sin x, (cos X — ) och ( 5— — sin x) utgor
cos x cos? x

de tre forsta termerna i en geometrisk serie. Undersok, for vilka varden pa
x denna serie kan utstrackas till en konvergent odndlig geometrisk serie.
Summera sistndmnda serie, och askadliggér summan grafiskt.

(Jan. 46.7.sp.k.)

Ett rektangulart pappersark ABCD &r av s.k. standardformat (DIN-format),
dvs. AB = ADV2. Arket vikes, s att hornet A faller pa sidan €D och viknings-
linjens dndpunkter pa AB och AD. Var skall A falla, for att vikningslinjen skall
bli sa kort som mojligt? (Jan. 53.5.sp.k.)

I en triangel ar skillnaden mellan tva vinklar 30° och den omskrivna cirkelns
radie R. Bestam det stdrsta varde, som triangelns yta kan anta.
(Mars 47. 6.sp.k.)
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i) nagra uppgifter av blandat innehall (i allménhet svarare upp-
gifter)

174. Tva punkter P och Q pd kurvan y = cos? x har x-koordinaterna 0 respektive a.
Kurvans normaleri P och Q rdkas i M. Nar punkten Q obegransat nirmar sig P,
dvs. nar a — 0, ndrmar sig M en viss punkt M. Bestam dennas koordinater.

(Aug. 51.5.sp.k)

175. P ar en rorlig punkt pa bagen av en halvcirkel med diametern AB (= 2r). Pa
den i A dragna tangenten avsattes en stracka AQ, lika stor som kordan AP, sd
att vinkeln PAQ blir spetsig. Linjen PQ skar forlangningen av AB i punkten R.
Da P obegransat narmar sig A, narmar sig langden av strackan AR ett bestamt

gransvirde. Bestam detta. (Aug. 48. 6. sp.k.)
2
X
176. Bevisa, att olikheten cosx > 1 — = dar x mates i radianer, géller for 0 < x <
T
5 (Aug. 46.7.sp.k)

177. Bevisa, att for alla vinklar x mellan 0 och /2 giller olikheterna

2sinx +tanx
3
178. For att undersoka interpolationen vid funktionen y = sin x férfares pa foljan-

de satt. Om x erhaller ett tillskott Ax, sa erhaller y ett tillskott Ay. Visa, att Ay
kan skrivas

>x > sinx (Jan.53.6.sp.k)

) . . o Ax
cos x sin Ax — 2 sin x sin -

Om det giller att berdkna Ay med fyra korrekta decimaler fér Ax = 0,1°,
kan andra termen i detta uttryck for Ay férsummas. Visa detta, och utfor
berdkningen av Ay for vardena x = 0°, 30°, 45°, 60°, 90°, allt utan hjalp av
trigonometriska tabeller. Upprita slutligen ett diagram, som visar, hur Ay
variera, da x varierar fran 0° till 90°. (Nov. 52.7.sp.k.)

2sin2x + tan 2x

179. I funktioneny = antar saval tdljaren som ndmnaren vardet

2sinx —tanx
0 for x = 60°. Genom att pa lampligt satt férenkla funktionen kan man be-

stimma lim,_,¢g° f (x). Genomfor detta. Bestdm darefter samtliga x-varden,
for vilka f(x) antar formen %, och ange motsvarande gransvarden.
(Mars 52.7.a.k))

180. Undersok kurvan y = ax — sinx med avseende pa maximi , minimi- och
inflexionspunkter for olika positiva virden pa konstanten a, och askadliggor i
skilda koordinatsystem exempel pa de olika huvudtyper av kurvor, som kan
forekomma. (Mars 55.7.sp.k.)

j) absolut vinkelmatt

181. Origo sammanbindes med den ndrmaste maximipunkten i forsta kvadranten
pa kurvan y = sin x. En rat linje parallell med y-axeln skér kurvan i A (mellan
origo och den ndmnda maximipunkten) och den nyss ndmnda sammanbind-
ningslinjen i B. S6k maximum av strackan AB. (Nov. 40. 3. sp.k.)
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182. I en halvcirkel dr O medelpunkten och A diameterns ena dndpunkt. AB ar en
korda och OC den med AB parallella radien. Nar antar ytan av figuren OABC
sitt storsta varde? (Nov. 45. 5. sp.k.)

183. 1en halvcirkel med diametern AB drages en korda BP. Om man fran P féller
normalen PC mot AB, erhalles en triangel BCP och ett halvt cirkelsegment
ACP. For vilket lage pa P ar skillnaden mellan ytan av den ndmnda triangeln

och ytan av det halva cirkelsegmentet sa stor som mojligt?
(Mars 42. 5. sp.k.)

184. AB ar diametern i en given halvcirkel med medelpunkten O och radien 1 dm.
P ar en punkt pa halvcirkelbagen och Q mittpunkten pa bagen PB. Norma-
lerna genom P och Q mot diametern AB triffar denna i punkterna R och
S resp. Den yta, som begransas av cirkelbagen PQ och strickorna QS, SR
och RP, ar en funktion av vinkeln POB. Ange denna funktion, bestim dess
eventuella maximi- och minimivarden och upprita motsvarande kurva i dess
huvuddrag. (Jan. 54. 6.sp.k.)

185. I en halvcirkel med radien 11angdenhet drages en korda CD parallellt med
halvcirkelns diameter AB. Genom A drages en rat linje till kordans ndrmast
B beldagna andpunkt D. Berdkna langden av kordan €D, da figuren ADCA,
begransad av kordorna AD och €D, samt bagen AC, har sa stor yta som mdgj-
ligt. (Nov. 48. 5. sp.k.)

186. Om v ar en vinkel, som ligger mellan 0° och 30°, ar 60 sin v approximativt lika
med vinkelns gradtal. Vilket ar det storsta varde differensen kan antaga?
(Mars 38. 6. sp.k.)

K) funktioner givna i parameterform

187. Genom sambanden x =t —sint, y = 1 — cost bestimmes y som funktion av
x. Visa, att funktionen y satisfierar ekvationen

y2@+1=0 (Nov.52.3.sp.k)
T2 . .52.3.sp.k.
188. Genom sambanden x = sin? t och 2y = sin 2t bestimmes y som funktion av
x. Visa, att
d?y 1
@ = —4—}]2 (Aug 54. 2. Spk)

189. Genom sambanden x = 2t + sin2t,y = 2 sin? t bestimmes y som funktion
av x. Ange andra derivatan av y med avseende pa x i en form, dar variabeln t
icke ingar. (Nov. 45. 3. sp.k.)

v
190. Genom sambanden x = cos—, y = cosv, dir v ar en variabel och a en

konstant, bestimmes y som funktion av x. Bevisa giltigheten av sambandet

d’y  dy
1- xz)ﬁ =x_ = a’y. (Nov. 51. 4. sp.k.)
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191.

Medelst ekvationerna x = 2z — sinz, y = 2 — cosz, dir z ar en variabel
vinkel, som ar uttryckt i radianer, bestaimmes y som en funktion av x. Bestam
de varden pa y, for vilka derivatan av y med avseende pa x antar vardet
1

> (Aug. 45. 6.sp.k.)

1) grafisk 16sning av ekvationer

192.

193.

194.

195.

196.

197.

198.

Bestim med anvindande av grafisk konstruktion pa en 10-dels grad nar

vardet av medelpunktsvinkeln i en cirkelsektor (radien = 1), vilkens yta delas

mitt itu av den korda, som sammanbinder sektorbagens bada dndpunkter.
(V.16.7.R)

Bagen i ett cirkelsegment dr dubbelt sa stor som segmentets korda. Bestim
medelst grafisk metod kordans medelpunktsvinkel pa 0,5° nar.
(Aug 43. 3.sp.k)

I en cirkelsektor OAB ar O cirkelns medelpunkt, A och B sektorbagens and-
punkter. Kordan AB drages. Bestam medelst grafisk konstruktion sektorns
medelpunktsvinkel pa 1° ndr, om omkretsen av triangeln OAB ar dubbelt sa
stor som bagen AB. (Nowv. 38. 6. sp.k.)

I den ratvinkliga triangeln ABC ar hypotenusan AC en langdenhet. Med AB
som diameter uppritas en halvcirkel, som skidr AC i punkten E. Bestim me-
delst grafisk metod vinkeln A pa 0,1° nir, da cirkelbdgen BE &r sa stor som
mojligt. (Mars 46. 6. sp.k.)

Med en given stracka AB som diameter ar en halvcirkel uppritad. En cirkel
med B till medelpunkt skiar AB i D och halvcirkelbagen i C. En figur begrén-
sas av kordan AC, strackan AD och cirkelbdgen CD. Bestam medelst grafisk
konstruktion vinkeln ABC pa 0,5° nir, dd nimnda figur har storsta mojliga
yta. (Mars 52.5.sp.k.)

Hur stor del av en cirkels yta kan hogst upptagas av en i cirkeln inskriven
cirkelsektor? (Jan. 48.5.sp.k.)

m
Bestdm eventuella maximi- och minimipunkter till kurvan y = <x - E) CoS X

inom intervallet 0 < x < 2m, och upprita kurvan inom detta intervall.
(Aug. 52.7.sp.k.)

Parabeln

a) allmédnna problem

199.

200.

22

I skirningspunkterna mellan den rita linjen x + y = 3 och parabeln y? = 4x
drages tangenterna till parabeln. Berdkna ytan av den triangel, som bildas av
dessa tangenter och den rata linjen. (Nov. 38. 1. sp.k.)

En korda i parabeln y? = 4x gér genom punkten (5; 2) och halveras i denna
punkt. Bestam koordinaterna fér kordans andpunkter. (Aug. 40. 1. sp.k.)
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201.

202.

203.

204.

205.

206.

207.

208.

2009.

210.

211.

212.

213.

Parabeln y? = 4ax triffas av en ljusstrale, som gar fran vertex langs den rita
linjen y = 2x. Sedan stralen en gang reflekterats mot parabeln, I6per den
langs en annan rat linje. Bestdm dennas ekvation. (Nov. 54. 2. sp.k.)

I en av de punkter pd parabeln y? = 4ax, vilkas x-koordinat r 4a, drages

kurvans normal. Denna rakar parabeln ytterligare i punkten P. Bestim den

spetsiga vinkeln mellan den ndimnda normalen och parabeltangenten i P.
(Aug. 51. 2. sp.k))

En parabel, vars axel ar parallell med x-axeln, tangerar de rata linjerna x —
y—1=0,x+y+ 3 =0o0ch2x —y— 3 = 0. Bestdm parabelns ekvation.
(Mars 46. 2. sp.k.)

I en parabel drages en korda genom fokus. Den mot kordariktningen svarande
diametern skar kordan i punkten M och parabeln i punkten N. Strackan MN
har samma langd som parabelns parameter. Bestim vinkeln mellan kordan
och parabelns axel. (Mars 51. 2. sp.k.)

En parabels vertex ligger i punkten (2; —4), och dess axel ar parallell med
y-axeln. Parabeln tangerar den rata linjen x + y = 0. Bestam dess ekvation.
(Mars 56. 2. sp.k.)

En liksidig triangels sida ar 4 langdenheter. En parabel tangerar forlangning-
arna av tva sidor i triangeln, har sin brannpunkt pa den tredje sidan och sin
axel vinkelrdt mot denna sida. Hur stor ar parabelns parameter?

(Nov. 39. 1. sp.k.)

Deratalinjerna 2x+y—5 = 0 och 2x+y—30 = 0 ar tangent respektive normal
till parabeln y? = 4a(x—b). Bestim konstanternaaoch b. (Aug. 54. 1. sp.k.)

Ekvationen fér en parabel dr y?> = 6x. Kordan AB ir normal till parabeln i
punkten A och delas av parabelns axel i forhallandet 1 : 2. Bestdm koordina-
terna for punkterna A och B. (Aug. 45. 2. sp.k.)

Genom brannpunkterna till parablerna y? = 4ax och y? = 4bx drages tva
parallella kordor, en i vardera parabeln. Dessa och tillhérande diametrar
begrénsar en parallellogram. Bestim kordornas riktningskoefficient, sa att
parallellogrammen blir en romb. (Mars 52. 2. sp.k.)

Tva parabler med olika parametrar har sina axlar utefter samma rita linje och
sina vertices i samma punkt. De dr vinda at samma eller motsatta hall. Till
ett system parallella kordor med riktningskoefficienten k drages diametern i
vardera parabeln. Bestdm forhallandet mellan avstandet mellan parablernas
brannpunkter och avstandet mellan diametrarna. (Nov. 41. 4. sp.k.)

Sok ekvationerna for de bada cirklar, vilka tangerar saval x-axeln som parabeln
y? = 3x, den senare i punkten (%; 2). (Nov. 51. 3. sp.k.)

Cirkeln x? + y? + 14x — 10y + 49 = 0 tangerar i punkten (—3; 8) parabeln
(x — a)? = 4by + 64. Var ligger parabelns fokus? (Jan. 48.4.sp.k.)

Upprita kurvan x?y — x3 = 1 i dess huvuddrag. En parabel, vars axel ar
parallell med y-axeln, tangerar kurvan i tva punkter. Kurvornas gemensamma
tangenter i dessa punkter skér varandra i punkten (0; 3). Bestdm parabelns
ekvation. (Nov. 48. 6. sp.k.)

23
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214.

215.

216.

Ekvationen x? — 2xy + y? — 4x = 0 betyder en parabel. Hirled ekvationen
for en tangent med given riktningskoefficient k, och anvand resultatet for
att bestimma riktningskoefficienten fér parabelns axel. Berakna déarefter
koordinaterna for parabelns vertex, och upprita kurvan i stora drag.

(Nov. 52. 6. sp.k.)

En parabel har sin brannpunkt i punkten (0; 1) och gar genom punkterna
(7; 0) och (—1; 0). Sok ekvationerna for parabeln och dess styrlinje i de bada
mojliga fallen. (Jan.51.6.sp.k.)

En parabel har fokus i origo och vertex pa den rata linjen x + 5y = 0. Pa-
rabeln tangerar den rata linjen x — y — 6 = 0. Bestdm koordinaterna for
tangeringspunkten. (Jan. 55. 6. sp.k.)

b) nagra bevis

217.

218.

219.

220.

221.

222.

223.

224,

24

Bevisa, att skdrningspunkten mellan tva tangenter till en parabel ligger pa
forlangningen av den diameter, som halverar kordan mellan tangeringspunk-
terna. (Nov. 49. 3. sp.k.)

En ratvinklig triangel dr inskriven i en parabel s3, att den rata vinkelns spets
faller i parabelns topp. Visa att hypotenusan alltid skar parabelns axel i samma
punkt. (Aug. 35.9.R)

En rit linje genom brannpunkten F skir parabeln y? = 4fx i punkterna A
och B. Strackorna FA och FB har ldngderna a respektive b. Bevisa, att

4=, (Aug. 53. 4. sp.k)

Tva parabler, vilka vardera har parametern 4a och vilkas axlar r vinkelrata
mot varandra, har en gemensam brannpunkt. Visa, att parablernas gemen-
samma korda gar genom styrlinjernas skdrningspunkt. Berdkna dven den
gemensamma kordans langd. (Jan.43.4.sp.k)

Ett parallelltrapets bildas av vertextangenten till en parabel, en med denna
parallell korda samt av de bada parabeltangenterna i kordans dandpunkter. Var
och en av trapetsets diagonaler skar parabeln i ytterligare en punkt. Bevisa,
att tangenterna i dessa punkter ar parallella med diagonalerna.

(Aug. 48. 4. sp.k.)

Bevisa, att den korda i en parabel, som gar genom brannpunkten och ar pa-
rallell med tangenten i en punkt P pa parabeln, ar fyra ganger sa lang som
brannpunktsradien till P. (Aug. 44. 6. sp.k.)

Tva mot varandra vinkelrita tangenter till en parabel skir varandra i P. A ar
styrlinjens skiarningspunkt med parabelns axel, F ir parabelns brannpunkt.
Visa, att tangenterna ar inre och yttre bisektriser till vinkeln FPA.

(Mars 41. 6.sp.k.)

Till en parabel dr dragna tva fasta tangenter, som i A och B skires av en tredje
rorlig tangent. Visa, att stycket AB synes under konstant vinkel fran parabelns
brannpunkt F. (Nov. 37. 6. sp.k.)
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225.

226.

227.

228.

229.

AB dr en mot axeln vinkelrdt korda i en parabel samt CD en annan korda,
parallell med parabeltangenten i B. Visa, att kordorna AC och AD bildar lika
stora vinklar med AB. (Aug. 37.6.sp.k.)

Tangenterna i tva punkter A och B pa en parabel skir varandra i P. F ar
parabelns brannpunkt. Visa, att trianglarna APF och PBF ar likformiga.
(Jan. 43.7.sp.k.)

I en parabel drages tva parallella kordor, s att den ena blir normal till parabeln
och den andra gar genom parabelns brannpunkt. Visa, att den senare kordan
ar lika stor som den forras projektion pa parabelns axel. (Mars 43. 7. sp.k.)

En cirkel 0; gér genom brannpunkten F till en parabel och tangerar parabeln i
en punkt P;. En annan cirkel O, tangerar cirkeln O, i punkten F samt parabeln
i en punkt P,. Visa, att vinkeln P, F P, alltid har samma storlek.

(Mars 52.7.sp.k.)

Normalerna i tva punkter, A och B, pa en parabel skir varandra i en punkt C
pa parabeln. Visa, att den kring triangeln ABC omskrivna cirkeln gar genom
parabelns vertex. (Jan. 45.7.sp.k.)

¢) maximi- och minimibestimningar

230.

231.

232.

233.

Berdkna det storsta mojliga virdet pa den spetsiga vinkel, som en fran en
parabels topp dragen korda bildar med parabeltangenten i kordans andra
andpunkt. (H.25.5.R)

Tangenten och normalen i punkten P pa parabeln y? = 4ax rdkar parabelns
styrlinje i punkterna T och N resp. Bestdm punkten P s3, att avstandet TN far
sitt minsta varde. (V.36.7.R)

Hur néra styrlinjen till en parabel kan skiarningspunkten mellan tva inbdrdes
vinkelrdta normaler till parabeln komma? (Mars 53. 4. sp.k.)

Fran en punkt P pa linjen y = x + 2a drages tangenterna PA och PB till
parabeln y? = 4ax; A och B ar tangeringspunkterna. Utred, hur vinkeln
APB varierar, da P genomldper den givna linjen i hela dess utstrackning. Det
erfordras icke - men betraktas som en fortjanst - att grafiskt askadliggora,
hur ndmnda vinkel varierar. (Mars 50. 7. sp.k.)

d) en griansvirdesbestimning

234.

Normalen till parabeln y? = 4ax i en punkt P p& kurvan rikar axeln i punkten
N och parabeln ytterligare i punkten Q. Undersok, om projektionen av strackan
NQ pa parabelns axel narmar sig till ett gransvarde, da punkten P avlagsnar
sig obegransat fran origo. (Jan. 47.6.sp.k.)

e) ortproblem

235.

Ekvationen fér en parabel dr x? = 2py. Genom origo drages en korda och ge-
nom dennas mittpunkt diametern. Harled diameterns ekvation, och sék orten

25
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236.

237.

238.

2309.

240.

241.

242.

243.

244.

245.

246.
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for skarningspunkten mellan diametern och en linje genom brannpunkten,
vinkelrat mot kordan. (Nov. 44. 2. sp.k.)

I en punkt P p& parabeln y? = 12x drages normalen och tangenten. Dessa
skar parabelns axel och dess forldngning i punkterna N respektive T. S6k och
konstruera orten for tyngdpunkten i triangeln PNT. (Jan. 52. 2.sp.k.)

P &r en rorlig punkt pd parabeln y? = 2px, F 4r parabelns fokus. S6k och

Konstruera orten for mittpunkten M pa strackan F P, nar P beskriver parabeln.

Visa ocks3, att tangenterna i P och M till respektive kurvor ar parallella.
(Mars 55. 2. sp.k.)

Enkvadrathar hérnenide fyra punkterna (+a; +a).S6k och konstruera orten
for medelpunkten i en cirkel, som samtidigt tangerar ndgon av kvadratens
sidor, och den i kvadraten inskrivna cirkeln. Man bortser fran cirklar, som har
medelpunkten pa nagon av koordinataxlarna. (Jan. 48.1.sp.k.)

Genom origo O i ett ratvinkligt koordinatsystem drages en rét linje, som skar
linjen x = a, dar a > 0, i punkten A. Genom punkten B (0; a) drages den mot
O A vinkelrata linjen och genom A den med x-axeln parallella linjen. De bada
sist dragna linjerna skir varandra i punkten P. S6k och konstruera orten for
P, da linjen OA vrider sig kring origo. (Nov. 53. 2. sp.k.)

Genom den ena dndpunkten A av parametern till parabeln y? = 4ax drages
en rat linje, som skar parabeln ytterligare i punkten B. Diametern till kordan
AB skar parabelns styrlinje i punkten C. Normalen fran C mot AB skir AB i
punkten P. S6k och konstruera orten for punkten P. (Mars 48. 3. sp.k.)

P ar en rérlig punkt pa parabeln y? = 4ax, och N 4r den punkt, dir normalen
genom P skidr parabelaxeln. @ dr skarningspunkten mellan parabelns axel
och styrlinje. Sok orten for skarningspunkten mellan medianerna i triangeln
PNQ. (Aug. 39.4.sp.k.)

I en punkt P pa en parabel drages normalen. Vinkelrdtt mot denna drages
fran brannpunkten en linje, som skdr normalen i Q. S6k och konstruera orten
for Q, da P ror sig utefter parabeln. (Nov. 42. 6. sp.k.)

P ar en godtycklig punkt pa en given parabel. Genom dennas brannpunkt F
drages en ratlinje, som ar parallell med parabeltangenten i P. Denna linje rakar
diametern genom P i en punkt Q. S6k ekvationen for orten for mittpunkten
av strackan FQ. (H.27.5.R)

Genom en parabels vertex O drages en korda OP. Darpa drages den mot denna
korda svarande diametern. Genom diameterns skdrningspunkt med styrlinjen
drages en normal mot OP. S6k orten for normalens fotpunkt. (H.17.8.R)

En fastlinje L och en fast punkt A utanfoér denna ar givna. Normalen fran 4 mot
linjen L skir denna i B. P ar en godtycklig punkt pa linjen L, och Q mittpunkten
av PB. Sok orten for skarningspunkten mellan mittpunktsnormalerna till AP
och AQ samt upprita denna. (Jan. 39.5.sp.k.)

En parabel, vars axel ar parallell med y-axeln, gar genom punkterna (2; 1)
och (0; 4). Bestdm orten for parabelns vertex, och konstruera ortkurvan med
angivande av eventuella maxima, minima och asymptoter. (Jan. 42. 5. sp.k.)
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247.

248.

249.

250.

251.

252.

253.

Normalen i en punkt A pd parabeln y? = 4ax rikar vertextangenten i punkten
B. Sok och konstruera i stora drag orten for mittpunkten pa strackan AB.
(Aug. 50. 3.sp.k.)

Kordan AB i parabeln y? = 4ax gir genom parabelns brannpunkt. S6k och
konstruera orten for skiarningspunkten mellan mittpunktsnormalen till AB
och den med AB parallella parabeltangenten. (Jan. 46. 4. sp.k.)

Normalen i en punkt A pd parabeln y? = 4x skir x-axeln i B. P ar skirnings-
punkten mellan parabeltangenten i A och den rata linje genom B, som ar
parallell med y-axeln. S6k orten for P, och upprita motsvarande kurva i dess
huvuddrag. - Det erfordras inte men betraktas som en fortjanst, om man visar,
att ortkurvan har den givna parabeln till asymptotkurva, dvs. obegransat nar-
mar sig densamma, ndr punkten A rycker allt langre bort. (Jan. 54. 5. sp.k.)

I en godtycklig punkt pa parabeln y? = 4ax drages tangenten och normalen.
Aven i normalens andra skidrningspunkt med parabeln drages tangenten.
S6k och konstruera i stora drag orten for skarningspunkten mellan de bada
tangenterna. (Mars 49. 5. sp.k.)

En parabel, vars axel ar parallell med y-axeln i ett koordinatsystem, tangerar
den rata linjen x +y = 0. S6k och konstruera orten for parabelns brannpunkt,
da dess vertex genomloper bada grenarna av kurvan xy = 1.

(Nov. 45. 6. sp.k.)

P ar en godtycklig punkt pd parabeln y? = 4x, vars vertex dr 0. Genom P
drages en rét linje parallellt med x-axeln. S6k orten for medelpunkten till den
cirkel, som tangerar den ndmnda rita linjen, x-axeln och den rata linjen PQ.
Ange dven ortens utseende i huvuddrag. (Mars 45. 6. sp.k.)

En ratvinklig triangel med den rata vinkelns spets i punkten (2; 2) ar in-
skriven i parabeln y? = 2x. S6k och konstruera orten fér mittpunkten pa
hypotenusan. (Aug. 49.7.sp.k.)

f) en tillimpning pa ekvationsliran

254. En metod att dela en given spetsig vinkel v i tre lika stora delar ar f6ljande. |

en cirkel med medelpunkten O och radien 1langdenhet avsattes en medel-
punktsvinkel = 2v. Tillhérande korda AB ar 2a ldngdenheter. [ ett ratvinkligt
koordinatsystem, dar enheten pé vardera axeln ar 1 ladngdenhet, uppritas pa-
rabeln y? = x. En cirkel med medelpunkten i punkten (2; —a) gir genom
origo och skar parabeln dessutom i tre andra punkter,; av vilka den narmast
vertex beldgna har y-koordinaten y;. I den ursprungliga cirkeln avsattes dar-
efter en korda AD med langden y; langdenheter. Vinkeln AOD betecknas med

v
2u.Visa, attu = 3 (Aug. 55. 6.sp.k.)

27
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Stereometri

a) allmdnna problem (bl.a. ytan av zoner, volymen av sektorer
och klotsegment)

255.

256.

257.

258.

259.

260.

261.

262.

263.

264.

265.

28

En rat cirkular cylinder, i vilken hoéjden ar 25% kortare dn diametern i en
basyta, ar inskriven i en sfir. Bestim forhallandet mellan volymerna av de tre
delar, i vilka sfaren delas av cylinderns bada basytor. (Jan.52.1.sp.k)

En sfirisk sektor delas medelst ett plan i ett sfariskt segment och en rat
cirkuldr kon. Harigenom delas sektorns begransningsyta mitt itu. I vilket
forhallande delas dess volym? (Jan.47.1.ak)

1
I en godtycklig punkt pa kurvan y = T drages tangenten, vilken med koor-
x

dinataxlarna bildar en triangel. Visa, att volymen av den rotationskropp, som
alstras, da denna triangel roterar kring x-axeln ar konstant.
(Nov. 52. 1. sp.k.)

En rat cirkuldr kon ar inskriven i en sfir med radien R. Berdkna konens héjd,
om dess volym &r lika stor som volymen av ett av de bada sfiriska segment, i
vilka sfaren delas av konens basyta. (Jan. 54. 2. a.k)

Med en striacka AB som diameter uppritas en halvcirkel. Pa periferin bestam-
mes en punkt C, sa att den delar bagen AB i forhallandet 2 : 1. Fran punkten
C falles normalen CD mot AB. Figuren far rotera kring AB. Darvid alstras
tva kroppar av de delar, i vilka halvcirkelns yta delas av strackan CD. Bestam
forhallandet dels mellan volymerna, dels mellan de totala begransningsytorna
av dessa bada kroppar. (Jan.51.2.a.k)

Volymen av en sfarisk sektor ar sav hela sfiarens volym. I sektorn inskrives
en ny sfar, sa att den tangerar saval sektorns sfariska som dess koniska yta.

Hur stor del av den ursprungliga sfiarens volym utgér volymen av den nya
sfaren? (Mars 42. 3. ak)

I ett sfariskt segment har man inskrivit ett klot, som tangerar segmentets
buktiga yta i en punkt samt dess plana yta i dennas medelpunkt. Det inskriv-
na klotets volym ar en sjattedel av segmentets volym. Berdkna forhallandet
mellan det inskrivna klotets yta och segmentets totala yta. (H.28.3.R)

I en rat cirkular kon, vars sida ar lika stor som basytans diameter, ar en sfar
inskriven. Bestdm forhallandet mellan volymerna av de bada delar av konen,
som ligger utanfor sfaren. (Mars 55. 2. a.k)

Ett klot skares av ett plan i tva delar, vilkas totala ytor forhaller sig som 5 : 8.
Berdkna forhallandet mellan delarnas volymer. (Jan. 43. 3. a.k.)

En sfarisk sektor, som dr mindre adn en halvsfar, kan uppdelas i ett sfariskt
segment och en kon. Férhallandet mellan volymerna av dessa delar, tagna i
nyss namnd ordning, ar 5 : 3. Bestam forhallandet mellan sektorns sfiriska
och koniska ytor. (Mars 40. 4. a.k.)

Tva plan skar varandra ldngs en tangent till ett klot och delar klotets yta i
tre delar, som i ordning forhaller sig som 1 : 3 : 1. Bestim vinkeln mellan
planen. (Aug. 54. 4. ak)
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266.

267.

268.

269.

270.

271.

272.

273.

274.

275.

Kring ett klot omskrives en rat cirkular kon. Genom den cirkel, langs vilken

klotet tangerar konens mantelyta, lagges ett plan. Detta delar klotet i tva

segment, vilkas volymer forhaller sigsom 5 : 27. Bestim konens toppvinkel.
(Nov.47.4.ak.)

En sfar delas av ett plan i tvd segment, vilkas totala begransningsytor forhaller
sigsom 1 : 2. Bestdm det exakta vardet av forhallandet mellan segmentens
volymer, forenkla det sa langt som mdjligt, och berdkna det dérefter approxi-
mativt. (Jan.53. 4. ak)

Av en pyramid, vars héjd dr 12 cm och basyta 48 cm?, skall genom tva med
basytan parallella plan utskaras en skiva med tjockleken 3 cm och volymen
31 cm3. Berikna planens avstand fran pyramidens topp.  (Mars 41. 3. a.k.)

En skal har formen av ett sfariskt segment, vars hojd ar lika med halva radien
i sfaren. I skalen nedlagges fyra lika stora klot, av vilka vart och ett tangerar
tva av de 6vriga. Skalens plana lock tangerar alla fyra kloten. Hur stor del av
skalens volym upptages av de fyra kloten? (Nov. 45. 6.a.k.)

En parallellt stympad rat cirkuldr kon dr omskriven kring en sfar och inskriven
i en annan sfar. Forhéllandet mellan den stympade konens mantelyta och den
mindre sfarens yta ar 25 : 16. Bestdm forhallandet mellan den stympade
konens mantelyta och den storre sfarens yta. (Mars 43. 6. a.k)

[ en parallellt stympad rat cirkular kon ar basytornas radier R och r samt
hojden h. Genom konens axel lagges tre plan, som uppdelar den stympade
konen i sex kongruenta delar. I var och en av dessa kan man inskriva ett klot,
som tangerar de fem begransningsytorna, under forutsattning att ett visst
samband rdder mellan storheterna R, r och h. Bestim detta samband.

(Aug. 54.8.a.k.)

En dubbelkon bestar av tva kongruenta rita cirkuldra koner med gemensam
basyta. Dubbelkonen delas genom tva mot dess axel vinkelrata plan i tre delar,
vilka har lika stora volymer och lika stora totala begransningsytor. Bestam
konernas toppvinkel. (Nov. 4.8.ak))

Mantelytan i en rat cirkuldr kon tangeras av en, odndlig foljd av varandra
successivt tangerande sfarer med medelpunkter pa konens hojd. Den forsta
sfaren tangerar dven konens basyta. Visa, att forhallandet mellan summan av
alla sfarernas volymer och konens volym alltid 4r mindre an 2/.

(Jan. 46.8.a.k)

En tetraeders begransningsytor utgores av kongruenta trianglar med sidorna
13 cm, 14 cm och 15 cm. Bestdm tetraederns volym. (Aug. 52.8.ak)

En regelbunden tresidig pyramid ar omskriven kring en sfar med radien
2 cm och inskriven i en sfir med radien 7 cm. Berdkna radien i den sfir, som
tangerar basytan och sidoytornas forldngningar (en av de s.k. vidskrivna
sfarerna). (Mars 53.7.a.k))

b) extremvardesproblem

276.

Bestdm hoéjden i den rata cirkuldra cylinder med storsta moéjliga volym, vars
hela yta ar lika med ytan av en sfar med radien r. (V.19.5.R)

29
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278.
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En cirkelsektor med given radie och trubbig medelpunktsvinkel roterar kring
en av sina begransningsradier. For vilken medelpunktsvinkel far den darvid
alstrade rotationskroppen sa stor yta som mojligt? (Aug. 52.1.sp.k)

[ flera lander finns sérskilda bestimmelser om postpakets maximalstorlek.
Det engelska postverket tillampar f6ljande bestimmelse. Man mater om-
kretsen av paketets basyta och lagger dartill paketets hojd. Den sa erhéllna
summan far ej dverstiga 6 fot. Hut stor blir den storsta tillatna volymen av
ett paket, om dettas begransningsytor antages vara rektanglar? (Ladmpligen
bestimmes forst forhallandet mellan basytans sidor.) (Jan. 49. 3. sp.k.)

Vilken bland alla réta, cirkulara, stympade koner, som kan omskrivas kring en
given sfir, har den minsta buktiga ytan. (V. 20.6.R)

Spetsen i en rat cirkular kon med konstant sida tages till medelpunkt for en
sfar, som tangerar konens basyta. Nar konens hojd varierar, antar volymen
av den inom konen beldgna delen av sfaren olika varden. Hur stor ar konens
toppvinkel, nar den nimnda volymen antar sitt storsta varde?

(Nov. 49. 6. a.k.)

Avstandet mellan tva fasta punkter O och P ar a. Punkten O tages till medel-
punkt for en sfar med variabel radie och punkten P till spets for en rat cirkular
konisk yta, som tangerar sfaren utefter en cirkel. Bestam sfirens radie, s att
den del av konen, som ligger mellan den koniska och den sfariska ytan, far sa
stor volym som madijligt. (Nov.46.5.ak.)

Tva punkter, A och B, pa jordytan ar beldgna diametralt motsatt varandra pa
samma nordliga latitud. For den som skall flyga fran A till B blir vigen kortare,
om han foljer storcirkeln 6ver nordpolen, an om han féljer parallellcirkeln.
Ange pa vilken latitud A och B skall ligga, for att skillnaden i flygvag skall vara
sa stor som mojligt. - Det erfordras inte men betraktas som en fortjinst, att
man grafiskt dskadliggor, hur den ndmnda skillnaden varierar, nar latituden
andras. (Mars 56. 4. sp.k.)

I en cirkel med radien 1 dm drages en diameter. Dess ena dndpunkt tages till
medelpunkt fér en annan cirkel, som skar den forra cirkeln i punkterna A
och B och diametern i €. Kordan AB drages. Cirkelsegmentet ABCA fér rotera
kring den ndmnda diametern, varvid ett sfariskt segment uppstar. Bestim
radien i den sist uppritade cirkeln, nar volymen av det sfariska segmentet
uppnar sitt storsta varde. (Mars 54. 5. a.k.)

En sfarisk sektor ar inskriven i ett klot med radien r, sa att dess medelpunkt
ligger pa det givna klotets yta. Bestdm den sfiriska sektorns totala yta, da
dess volym ar sa stor som mojligt. (Nov.42.6.ak.)

En rat cirkuldr kons mantelyta ar lika stor som ytan av en cirkel med radien
a. I konen inskrives en sfiar. Bestim sfiarens radie, dd den ar sa stor som
mojligt. (Aug. 48. 3.sp.k.)

I en given klotsektor ar medelpunktsvinkeln 120°. I sektorn inskrives en
rat cirkular cylinder, vars axel faller utefter sektorns symmetrilinje och vars
buktiga yta ar sa stor som mdjligt. Bestim forhallandet mellan denna cylinders
basradie och hojd. (Mars 54. 5. sp.k.)
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287.

288.

289.

290.

291.

292.

293.

294.

295.

296.

Ett bussbolag befordrade med sina personbussar dven styckegods men endast
sadant, som icke hade alltfor stora dimensioner. Sdlunda fick en 1dda i form
av en ratvinklig parallellepiped vara hogst 1 m langs nagon kant. For att med
en av bolagets bussar kunna sinda en 1,20 m lang, rak och smal glasstang
tillverkade man en dylik lada med exakt 1 m ldngd och 1,20 m (rymd) diagonal.
Ovriga kantlinjer hos lddan bestamdes s, att volymen blev sa stor som méjligt.
Man fann d3, att 1adans totala begransningsyta samtidigt blev sa stor som
moijligt. Bevisa detta och berdkna ladans kantlinjer. Till viggarnas tjocklek
tages ingen hansyn. (Nov. 50. 7. sp.k.)

En klotsektors spets och den cirkel, som begransar dess sfariska och koniska
ytor, ligger pa ytan av en given sfir med radien a. S6k maximum av sektorns
volym. (Nov. 40. 5. sp.k.)

En halvsfar med radien R skires av ett plan, som ar parallellt med halvsfarens
plana begrinsningsyta. Den erhallna skdrningsytan utgoér den plana begrans-
ningsytan av ett sfariskt segment, som tangerar halvsfarens plana begrans-
ningsyta. Hur stor ar detta segments hdjd, da dess volym ar sa stor som
mojligt? (Aug. 48.6.a.k.)
Av en given sfar utskares en sfarisk sektor, och i denna inskrives en sfar. Denna
tangerar sektorns koniska yta utefter en cirkel. Hur stor del av sektorns konis-
ka yta utgor den av densamma genom cirkeln avskurna koniska mantelytan,
da denna ar sa stor som majligt? (Nov. 43. 2.sp.k.)

I ett klot med radien r inskrives en rat cirkular cylinder. Vilken dr dennas hdjd,
ndr dess totala begransningsyta ar sa stor som mdjligt?  (Aug. 51. 6. sp.k.)

Kring ett halvklot med radien r omskrives en parallellt stympad rat cirkular

kon, sa att dennas ena basyta och halvklotets plana yta ligger i samma plan.

Bestdm det minsta viarde, som den stympade konens totala yta kan anta.
(Nov. 51. 5. sp.k.)

[ ett sfariskt segment ar hojden 6 cm och den sfariska ytans radie 7 cm. [ detta
segment inskrives ett annat sfariskt segment, sa att dess sfariska yta tangerar
det forsta segmentets plana yta i mittpunkten och dess plana begransnings-
ytas omkrets ligger pa det forsta segmentets sfiriska yta. SOk den storsta
volym, som det inskrivna segmentet kan anta. (Mars 47. 6. a.k.)

I en sfarisk sektor, vars medelpunktsvinkel ar mindre dn 180°, inskrives en
rat kon, som har sin spets i kalottens mittpunkt, héjden utefter en radie i
sektorn och basytans omkrets pa sektorns koniska yta. Hur stor ar sektorns
medelpunktsvinkel, ndr volymen av den stdrsta inskrivna konen ar 1/6 av
sektorns volym? (Mars 51. 6. sp.k.)

Omkring ett givet halvklot omskrives en regelbunden tresidig pyramid, sa att
halvklotets plana yta och pyramidens basyta ligger i samma plan. Hur stor
vinkel bildar sidoytorna med basytan, da pyramidens totala yta ar sa liten
som mojligt? (Aug. 42.6.sp.k)
Tva punkter pa jordytan &r rorliga langs var sin meridian. De har samma
latitud, medan deras longitudskillnad ar 90°. Nar latituden varierar, antar
skillnaden mellan punkternas avstand langs parallellcirkeln och deras av-
stand langs storcirkeln genom punkterna olika viarden. Bestam den latitud, for
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297.

vilken den ndamnda skillnaden blir sa stor som mojligt, och berdkna detta max-
imivarde. Jorden antas vara en sfar med radien 637 mil. ~ (Now. 47. 7. sp.k.)

I en given rat cirkular kon ar ett klotsegment inskrivet, s att dess plana yta
ligger i konens basyta och dess sfariska yta tangerar konens mantelyta. Visa,
att segmentets sfariska yta icke kan vara storre dn halften av konens totala
yta. Diskussion av méjlighetsvillkoret fér att segmentets sfariska yta skall bli
lika med hélften av konens totala yta, erfordras icke men betraktas som en
fortjanst. (Mars 50. 6. a.k)

c) nagra variationsbeskrivningar

298.

299.

300.

301.

302.

303.

304.
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Ett klotsegments kalott ar 16 cm?. Vilken form skall segmentet ha, for att dess
volym skall vara sa stor som mojligt, och hur stor ar da volymen? Undersok
darjamte och askadliggor grafiskt, hur segmentets volym varierar, nar dess
hojd &ndras. (Mars 56.7.a.k.)

Ett halvklot med radien R ligger med sin plana yta pa ett bord och skires av
ett plan, parallellt med bordsskivan, sa attr en klotskiva erhalles. Pa skivans
ovre plana yta placeras en regelbunden tetraeder ABCD av sddan storlek, att
hérnen i basytan ABC kommer att ligga pa periferin. Undersok, hur avstandet
fran tetraederspetsen D till bordsskivan varierar med klotskivans tjocklek,
och ange sarskilt detta avstands storsta och minsta varde. (Mars 47. 3. sp.k.)

En parallelltransversal i triangeln ABC skar sidorna AB och AC i D och E
och hojden AM i N. Punkten P &r beldgen pa normalen till triangelns plan i
hojdens fotpunkt M. Strackorna MA och MN synas fran P under vinklarna v
respektive x. Uttryck forhallandet mellan ytorna av trianglarna PDE och PBC
som funktion av x, och bestam villkoret for att denna funktion skall ha ett
maximum eller minimum, dd x varierar mellan 0 och v.  (Nov. 45. 7. sp.k.)

I en regelbunden pyramid med kvadratisk basyta ar héjden h och basytans
diagonal 6h. Ett plan lagges genom pyramidens topp, parallellt med basytans
ena diagonal. Undersok, hur ytan av den inom pyramiden beldgna delen av
detta plan varierar, da planet vrider sig kring toppen, och upprita motsvarande
kurva i dess huvuddrag. (Mars 45.7.a.k.)

En kropp bestar av tva halvklot, vilka placerats sa att de plana begransnings-
ytorna ligger mot varandra och medelpunkterna sammanfaller. Kroppens to-
tala begransningsyta ar 12mwa?, dir a 4r en konstant. Mellan vilka granser kan
det storre halvklotets radie variera? Undersok och askadliggor i ett diagram,
hur darvid den sammansatta kroppens volym varierar. (Jan. 48. 6.sp.k.)

Genom en diagonal i en kub med kantlinjen a lagges ett plan. Undersok och
askadliggor grafiskt, hur ytan av den inom kuben beldgna delen av detta
plan varierar, da skdarningspunkten mellan planet och en av kubens kantlinjer
genomloper denna kantlinje. (Nov. 44. 6.a.k.)

En rat cirkular cylinder har volymen 3 volymsenheter och héjden 1 langden-
het. Genom en punkt P pa cylinderns axel eller dennas forlangning drages
en rit linje till en punkt Q pa omkretsen av cylinderns ena basyta B. Vid ro-
tation kring cylinderns axel alstrar linjen PQ, obegransat utdragen at bada
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305.

306.

307.

hallen, mantelytan till en dubbelkon. Studera och askadliggor grafiskt, hur
volymen (y) av den del av dubbelkonen, som faller inom cylindern, varierar,
da avstandet (x) mellan punkten P och basytan B dndras. (Nov. 41.7.sp.k.)

I en sfair med medelpunkten O och radien 1 langdenhet dr AB en diameter.
Utefter AB lagges en koordinataxel med O som origo, sa att punkten A far ko-
ordinaten x = 1. En rit cirkulir dubbelkon? med toppvinkeln 60° ligges med
axeln utefter AB, sa att dubbelkonens spets faller i en punkt P med koordina-
ten x pa AB eller dess forlangning. Uttryck som funktion av x den del av den
koniska ytan, som faller inom sfaren. Studera denna funktion, och bestdm dess
eventuella maxima och minima. Upprita slutligen den motsvarande kurvan. -
Det erfordras inte men betraktas som en fortjanst, att man narmare underso-
ker funktionen och dess kurva for virdena x = +1. (Mars 56.7.sp.k.)

P3 ett horisontellt plan har man bredvid varandra placerat ett klot och en
rat cirkuldr kon med axeln vertikal. Klotets radie ar R, konens hojd 2R. Man
skar de bada kropparna med ett rorligt plan, parallellt med det férra och pa
avstandet x fran detta. Bestim summan av de bada snittytorna som funktion
av x, och undersok, for vilka viarden pa konens toppvinkel denna funktion
antar maximum eller minimum i intervallet 0 < x < 2R.  (Nowv.53.8.a.k)

I en rat cirkuldr kon ar basradien 1 cm och héjden h cm, dér h ar en Konstant.
I konen inskrives en rat cirkular cylinder med axeln utefter konens hojd.
Cylinderns basradie 4r x cm och dess totala begrinsningsyta ar y cm?. Bestim
y som funktion av x. Undersok darefter for olika varden pa h, hur den nimnda
ytan varierar, da x genomloper de viarden, som x kan anta, och askadliggor
detta i ett och samma koordinatsystem. Bestam sarskilt eventuella maximi-
och minimipunkter och de h-varden, for vilka dylika kan forekomma. Beskriv
slutligen med ledning av undersokningen och kurvorna, hur den ifrdgavarande
ytan varierar for olika varden pa h. (Mars 53. 8. a.k.)

Ellipsen

a) allmédnna problem

308.

309.

310.

311.

Visa, att de tangenter till ellipsen 2x? + 6y? = 3, som gir genom punkten
(1; 1), ar vinkelrata mot varandra. (Mars 53. 1. sp.k)

Kring ellipsen 16x2 + y? = 16 omskrives en liksidig triangel, vars ena sida ar
parallell med ellipsens langsta axel. Berdkna triangelsidans langd.
(V.26.1.R)

Under vilka vinklar skir kurvorna x? + 3y? = 4och3x2 + y2 —4y = 0
varandra? (Jan.54.1.sp.k)

Tva kongruenta ellipser har samma medelpunkt, och deras storaxlar ar vin-
kelrata mot varandra. Kurvorna skar varandra under 60° vinkel. Bestidm deras
excentricitet. (Nov. 45. 1. sp.k.)

2En dubbelkon av detta slag uppstar, om tva varandra skirande rata linjer roterar kring en bisaektris
till en av de vinklar, som bildas av dem.
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312

313

314

315

316

317

318

319.

320.

321.

322.

323.

324.

. 3 Upprita kurvorna y? = 4x och x? + y? + 2x = 0, och bestim ekvationerna
for deras gemensamma tangenter. (Mars 54. 2. sp.k.)

. Len ellips, vars storaxel AA’ r parallell med x-axeln i ett ritvinkligt koordinat-
system, har dndpunkten P av en parameter sammanbundits med punkterna A
och A’.Visa, att den ena av linjerna PA och PA’ har en riktningskoefficient (vin-
kelkoefficient) som ar tva enheter storre dn den andras.  (Nov. 55. 1. sp.k.)

. Fran ena dndpunkten av storaxeln i en ellips syns parametrarna under syn-
vinklarna 2u och 2v samt lillaxeln under synvinkeln 2w. Bevisa sambandet

tan?w = tanu - tanv. (Jan.52.1.sp.k)

. Hur stor ar excentriciteten for en ellips, om den vinkel, under vilken en halv-
parameter synes fran ellipsens medelpunkt, ar lika stor som den spetsiga
vinkel, som tangenten i en dndpunkt av en parameter bildar med storaxelns
forlangning? (Nov. 50. 1. sp.k.)

. I en ellips sammanbindes en parameters ena dndpunkt P med storaxelns
andpunkter A och B. Vinkeln APB ar 105°. Bestam ellipsens excentricitet.
(Jan.45.1.sp.k)

. Ten ellips med excentriciteten v/6/3 ligger medelpunkten i origo och storaxeln
langs x-axeln. Ellipsen skires av cirkeln x? + y? = 36, s4 att skiarningspunk-
terna bildar hérnen i en kvadrat. Sok ellipsens ekvation.  (Jan. 42. 1.sp.k.)

. En ellips ar inskriven i en kvadrat, sa att axlarna faller utefter diagonalerna
och tangeringspunkterna delar kvadratens sidor i forhallandet 1 : 3. Hur stor
del av kvadratens yta upptar ellipsen? (Aug. 45. 1. sp.k)

Fran vilka punkter pa ellipsen x? + 2y? = 6 synes avstandet mellan ellipsens
brannpunkter under en vinkel av 60°? (Aug. 41.1.sp.k)

Bestdm den spetsiga vinkeln mellan de gemensamma tangenterna till para-
beln y? = 4ax och ellipsen x? + 4y? = 8a?. (Jan. 41. 2. sp.k.)

Bevisa, att ellipsen 2x2 + y2 = A och parabeln y? = Bx skir varandra under
rata vinklar, oberoende av virdena pa konstanterna A och B.
(Mars 42. 3.sp.k.)

Normalen i ena andpunkten av en parameter i en ellips gar genom den mind-
re axelns ena dndpunkt. I vilket forhallande delas normalens inom ellipsen
belagna del av den stdrre axeln? (Nov. 49. 2. sp.k.)

Normalen och tangenten i en punkt pa en ellips skar storaxeln och dess for-
langning i punkterna N respektive T. Strackan NT delas i tre lika stora delar
av en brannpunkt och storaxelns ena dndpunkt. Berdkna ellipsens excentrici-
tet. (Nov. 48. 1. sp.k.)

AB ér lillaxeln i en ellips, F ar ena brannpunkten och O medelpunkten. For-
langningen av den rata linjen AF skar ellipsen i ytterligare en punkt P. El-
lipsens normal i P delar strackan OF mitt itu. Berdkna ellipsens excentrici-
tet. (Aug. 46. 3. sp.k)

3Bor folja efter uppg. 202.
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325

326.

b)
327

328.

329.

330.

331.

c)

332

333.

334.

335.

. Enellips, vars brannpunkter ligger pa y-axeln i ett ratvinkligt koordinatsystem,
tangeras av de ratalinjerna 2x+y—6 = 0 och 2x+y+4 = 0. Avstandet mellan
brannpunkterna ar lika stort som avstandet mellan de givna tangenterna. Sok
ellipsens ekvation. (Nov. 54. 4. sp.k.)

I indpunkterna av parametrarna i ellipserna b?x? + a?y? = a?b?, dir a ar
konstant men b kan ha olika varden mindre an a, drages tangenterna. Dessa
gar alltid genom den ena eller den andra av tva bestamda punkter. Vilka ar
dessa? (Mars 49. 2. sp.k.)

nagra bevis

. Visa, att det segment, som ur en godtycklig tangent till en ellips utskires av
vertextangenterna, fran en brannpunkt synes under ratvinkel. (V. 22.7.R)

Genom en punkt P pa en ellips drages kordorna PR och PS parallellt med
ellipsens axlar. Visa, att ellipsnormalen i P delar diametern RS i tva delar,
vilkas forhallande ar oberoende av P:s ldge pa ellipsen.  (Mars 50. 1. sp.k.)

En cirkel med radien a dr uppritad i ett plan L. Genom en diameter AB i cirkeln
lagges ett plan M, som bildar vinkeln v med planet L. P ar en godtycklig punkt
pa cirkeln, Q ar projektionen av P i planet M. Visa, att orten for Q blir en ellips.
Bestim dess ekvation, och undersok, hur dess excentricitet beror av vinkeln
v. (Jan. 44. 3. sp.k.)

I en ellips ar inskrivna dels den romb, som har hérnen i axlarnas dndpunkter,
dels en godtycklig rektangel. Visa, att om man i rektangeln inskriver en ellips,
vars axlar faller utefter den givna ellipsens, sa tangerar denna ellips dven
rombens axlar. (Mars 52.1.sp.k.)

En cirkel tangerar en ellips i storaxelns andpunkter. Pa ellipsen ar P en god-

tycklig punkt. En parabel har sin brannpunkt i P och gar genom ellipsens

brannpunkter. Visa, att parabelns styrlinje tangerar den namnda cirkeln.
(Jan. 44.7.sp.k.)

nagra extremvarden

. L en ellips ar storaxeln konstant. Visa, att storsta majliga varde av skillnaden
mellan halva parametern och avstandet fran en brannpunkt till ndrmaste
vertex ar 1/8 av storaxeln. (Nov. 42. 1. sp.k.)

I en ellips inskrives en fyrhorning pa sa satt, att dess horn blir beldgna i axlar-
nas dndpunkter. I ellipsen drages en korda parallellt med ellipsens mindre axel,
som dr 2b. Bestdm langden av denna korda i det fall, dd summan av dess utan-
for fyrhorningen belagna delar ar sa stor som mojligt. (Mars 44. 2. sp.k.)

En triangel har tva horn i punkterna (10; 0) och (0; 5) och det tredje pa
ellipsen x? + 3y? = 21. Bestdm det minsta virde, som triangelns yta kan
anta. (Aug. 47.4.sp.k.)

I en ellips drages en korda fran lillaxelns ena andpunkt genom en av brann-
punkterna. Bestam ellipsens excentricitet, da den diameter, som halverar
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336.

337.

338.

339.

kordan, bildar sa stor spetsig vinkel som mojligt med ellipsens storaxel.
(Aug. 52.4.sp.k.)

AB ar en fix korda i en ellips, C en rorlig punkt pa ellipsens omkrets. Av de
trianglar ABC, som ligger pa ena sidan om AB, har ABC, den stdrsta ytan, och
av dem, som ligger pa den andra sidan, ar ABC, den storsta. Bevisa, att linjen
C1C, ar diameter i ellipsen och delar AB mitt itu. (Nov. 40. 7. sp.k.)

Ange excentriciteten for den storsta ellips, i vilken summan av storaxeln och
ena parametern ar konstant. (Aug. 53. 2. sp.k.)

X
Giv ekvationen for den ellips, som tangerar y-axeln och linjen 7 + }7] =1,

(h > 0), har ena axeln utefter positiva x-axeln och omsluter stérsta moéjliga
yta. (V.39.7.sp.k)

En triangel bildas av koordinataxlarna i ett ratvinkligt koordinatsystem jamte
den rita linjen x 4+ 2y = 4. En ellips, vars axlar ar parallella med koordinatax-
larna, ar inskriven i triangeln. Visa, att om ellipsens yta ar den storsta majliga,
sa delas hypotenusan mitt itu av motsvarande tangeringspunkt.

d) ortproblem

340.

341.

342.

343.

344.

345.

346
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Vilken kurva beskrives av en punkt, som ror sig i ett ratvinkligt axelsystems
plan pa det satt, att dess avstand till y-axeln alltid ar dubbelt sa stort som
dess avstand till punkten (1; 0)? (H.21.2.R)

En punkt ror sig i ett koordinatsystem, sa att dess avstand fran x-axeln ar
dubbelt sa stort som des avstand fran en given punkt (a; b) i forsta kvadranten.
Orten for den rorliga punkten dr en andragradskurva. Bestim dennas ekvation
och excentricitet. (Jan. 53.1.sp.k.)

Sok och konstruera orten for medelpunkten till en cirkel, som tangerar cirkeln
x? + y? = 16 innantill och g&r genom punkten (0; 2). (Nov. 50. 5. sp.k.)

Pa en rorlig korda OP i en parabel med toppen O tages en punkt Q, som ligger
pa samma avstand fran P och fran skarningspunkten mellan parabelns axel
och tangenten i punkten P. S6k orten for Q. (Mars 37.5.sp.k.)

I en ellips drages en godtycklig diameter och dennas konjugatdiameter. Fran
brannpunkterna falles normalerna mot den forstndmnda diametern. Visa,
att skarningspunkterna mellan dessa normaler och den dragna konjugatdi-
ametern alltid ligger pa var sin bestdmda rata linje, och ange dessa linjers
ekvationer. (Mars 47.1.sp.k.)

Punkten P ligger pa en ellips, vars ena brannpunkt ar F. Ellipsnormalen i P
skar den mindre axeln eller dess férlangning i N. Genom P drages en linje
parallellt med den storre axeln. Sok orten for skarningspunkten mellan denna
linje och linjen FN. (Mars 42. 4. sp.k.)

I en likbent triangel dr basen bestamd till langd och ldge medan de lika sidorna
varierar. SOk och upprita geometriska orten for skarningspunkten mellan
hojden mot den ena av de lika sidorna och medianen mot den andra.

(Aug. 51. 3.sp.k)
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347.

348.

En stricka med ldngden 1 langdenhet glider med sin ena dandpunkt pa linjen
y = kx och med den andra pa linjen y = —kx. Sok orten for strackans
mittpunkt och visa, att den yta, som ortkurvan omsluter, ar oberoende av
k. (Mars 43. 3. sp.k.)

En stricka AB delas av punkten P i tva delar, med ldngderna a och b. Strackan
AB r0r sig s3, att punkterna A och B hela tiden glider utefter en sluten kurva
K, som inte skar sig sjalv. Punkten P antas darvid beskriva en sluten kurva K’,
som inte skar sig sjdlv och som inte till ndgon del ligger utanfér K. Man kan da
visa, att den yta, som ligger mellan de bada kurvorna, alltid &r wab. Visa detta
for det fall, da K &r en rektangel, vars sidor dr = a + b. (Jan. 56. 6. sp.k.)

Hyperbeln

a) allmanna problem

349.

350.

351.

352.

353.

354.

355.

356.

357.

358.

Bestim ekvationen for den diameter till hyperbeln 5x? — 2y? = —3, som

delar kordor, parallella med linjen 3x + 2y = 0 mitt itu. (V.25.1.R)

Fran punkten (3; %) drages brannpunktsradierna till hyperbeln 16x2 —9y?2 +
32x + 12y + 156 = 0. Sok langden av dessa radier. (Aug. 46.1.sp.k)

Brannpunkterna till hyperbeln 16x? — 9y% — 192x — 36y + 684 = 0 samman-
bindes med origo. Berdkna ytan av den fyrhérning, som begransas av dessa
sammanbindningslinjer och hyperbelns asymptoter. (Jan. 42. 2. sp.k.)

Berdkna ytan av den triangel, som begransas av x-axeln och asymptoterna till
hyperbeln 9x? — 4y? — 18x — 16y + 29 = 0. (Aug. 40. 2. sp.k.)

Genom punkten (—%; %) drages i hyperbeln x? —3y? —2x —6y+ 1 =0en
korda, som delas mitt itu i punkten. Berdkna ytan av den triangel, som bildas
av kordan och tangenterna till hyperbeln i kordans dndpunkter.

(Aug. 44. 4. sp.k)

Brannpunktsradierna till en viss punkt pa en hyperbel ar vinkelrdta mot
varandra, och tangenten i denna punkt bildar 60° vinkel med transversalaxeln.
Sok hyperbelns excentricitet. (Mars 52. 3. sp.k.)

Till en hyperbel med transversalaxeln utefter y-axeln ar linjerna 4x — 3y = 0
och 21x — 20y = 0 konjugatdiametrar och linjen 21x — 20y + 17 = 0 tangent.
Bestam hyperbelns ekvation. (Jan. 53.4.sp.k.)

En ellips tangerar en liksidig hyperbel i dess vertices. Ellipsen skar konju-
gathyperbeln till den givna hyperbeln under rata vinklar. Berdkna ellipsens
excentricitet. (Jan. 55. 3.sp.k.)

En hyperbel har brannpunkterna i (5; 0) och (—5; 0) samt tangerar linjen
2x + 3y + 3 = 0. Bestdm hyperbelns ekvation och tangeringspunktens koor-
dinater. (Aug. 37. 2.sp.k.)

Bestam ekvationen for den hyperbel, vars asymptoter representeras av ekva-
tionen 9x?—16y? = 0 och som gdr genom punkten (4; 1). (Aug. 39.1.sp.k)

37
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359.

360.

361.

362.

363.

364.

365.

366.

367.

368.

369.

370.

371.

38

Den ena parametern i en hyperbel dr parameter dven i en parabel, som tan-
gerar hyperbelns andra gren. Berdkna vinkeln mellan hyperbelns asympto-
ter. (Mars 43. 1.sp.k.)

Den ena parametern i en hyperbel &r dven parameter i en parabel, vars vertex
ligger i hyperbelns medelpunkt. Bestim hyperbelns excentricitet.
(Nov. 55. 2. sp.k.)

Tva konjugatdiametrar till en hyperbel, vars axlar ar parallella med koordinat-
axlarna, ar3x + 2y +1 = 0 och 3x + 8y — 23 = 0. Linjenx — 4y +3 =0
tangerar hyperbeln. S6k dennas ekvation. (Nov. 47. 4. sp.k.)

En hyperbel har transversalaxeln parallell med y-axeln i ett ratvinkligt ko-
ordinatsystem. Dess medelpunkt ligger i punkten (4; 4), dess ena asymptot
gar genom origo, och dess ena vertex (topp) har ordinatan 5. Ange ekvatio-
nerna for de tangenter till denna hyperbel, som kan dragas fran punkten
(0; 3). (Aug. 53. 3.sp.k)

Asymptoterna till hyperbeln b?x? — a?(y — b)? = a?b? tangerar ellipsen
b%x? + a?(y + b)? = a?b?. Bestam excentriciteten for var och en av de bada
kurvorna. (Mars 51. 4. sp.k.)

En cirkel tangerar en given hyperbels transversalaxel i dess mittpunkt och hy-
perbeln i ena andpunkten av en parameter. Bestam vinkeln mellan hyperbelns
asymptoter. (Jan. 44. 4. sp.k.)

Bestam ekvationen fér den parabel, som har sin axel langs x-axeln och tangerar
hyperbeln 3x? — y? = 3 i dndpunkterna av dess parameter genom hégra
brannpunkten. (Aug. 41. 3. sp.k)

Férlangningarna av en rektangels sidor tangerar hyperbeln 4x?—9y? = 36.En
sidairektangeln ar 2 langdenheter. Hur stora dr de dvriga? (Jan. 49. 2. sp.k.)

Tva kongruenta hyperbler i samma plan har gemensam medelpunkt och
vinkeln mellan deras transversalaxlar dr rat. Kurvorna skir varandra under
45° vinkel. Bestam deras excentriciteter. (Mars 55. 3. sp.k.)

En hyperbel har medelpunkten i origo och transversalaxeln langs x-axeln.
Diametern x + 3y = 0 och dess konjugatdiameter bildar 45° vinkel med
varandra. Bestdm hyperbelns excentricitet. (Mars 49. 3.p.k.)

I var och en av tva konjugathyperbler drages en parameter. Med dessa para-
metrar som diametrar uppritas tva cirklar. Dessa skar varandra under rata
vinklar. Bestam hyperblernas excentriciteter. (Aug. 51. 4. sp.k.)

Ekvationen 3x? — 4y2 + 6x + 36y + m = 0 betyder for olika virden pa
konstanten m en kurva, som i allménhet ar en hyperbel. Diskutera kurvans
utseende for olika viarden pa m, och ange det samband, som maste finnas
mellan tvd m-varden, m; och m,, for att motsvarande kurvor skall vara kon-
jugathyperbler. (Nov. 54. 6. sp.k.)

En hyperbels vertices dr A och B; M ar en godtycklig punkt pa hyperbeln.
Genom A drages tva rata linjer, som ar parallella med varsin av asymptoterna.
Dessa skar linjen MB i punkterna P och Q. Visa, att PM = MQ.

(Mars 57. 5. sp.k.)
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372.

373.

374.

Hyperblerna b2x2 — a?y? = a?b? och xy = k? skir varandra under rita
vinklar. Hur stor vinkel bildar den férra hyperbelns asymptoter med varand-
ra? (Nov. 40. 4. sp.k.)

Harled ekvationen for diametern till kordor med given vinkelkoefficient i
hyperbeln xy = a?. Visa, att denna diameter dven ir diameter till kordor med
samma vinkelkoefficient i hyperbeln xy = —a?. Bestim darefter ytan av en
triangel, dar ett par konjugatdiametrar rakar de bada hyperblerna.

(Mars 46. 5. sp.k.)

Ekvationen 3xy—4y?—6y—9 = 0 betyder en hyperbel. S6k ekvationen for dia-
metern till de kordor i denna hyperbel, vilkas riktningskoefficient dr k. Anvand
den erhallna ekvationen for att bestimma medelpunktens koordinater samt
ekvationerna for kurvans symmetriaxlar och asymptoter. (Mars 45. 7. sp.k.)

b) nagra bevis

375.

376.

377.

378.

379.

380.

381.

382.

383.

Tangenterna till en hyperbel i den ena parameterns dndpunkter skir en av
asymptoterna i punkterna A och B. Visa, att strackan AB:s projektion pa

konjugataxeln ar lika 1ang som parametern. (Mars 54. 1. sp.k.)

Bevisa, att normalen fran fokus mot asymptoten i en hyperbel ar lika med

halva konjugataxeln. (H.15.3.R)

Bevisa, att en hyperbel &r liksidig, om den cirkel, som uppritas med ena para-

metern som diameter, tangerar asymptoterna. (Jan.51.1.sp.k.)
2 2

Fran en punkt P pa x-axeln kan man draga tangenter til ellipsen P + ? =1

X2 2
eller till hyperbeln Pl Z—Z = 1. Sammanbindningslinjen mellan tangerings-

punkterna skir x-axeln i punkten Q. Visa, att den for de bada kurvorna gemen-
samma axeln i bada fallen delas harmoniskt av P och Q.  (Now. 43. 1. sp.k.)

En ellips och en hyperbel har gemensamma brannpunkter och parametrar.
Visa, att den ena kurvans excentricitet ar det inverterade viardet av den and-
ras. (Mars 46. 1. sp.k.)

En cirkel inskrives i den triangel, som bildas av bada asymptoterna och ena
vertextangenten till en hyperbel. Visa, att denna cirkels radie ar lika stor som
det stycke av den utdragna parametern, som ligger mellan asymptoten och
hyperbeln. (Mars 42. 2. sp.k.)

En brannpunktsradie till hyperbeln b2x? —a?y? = a?b? tages till diameterien
cirkel. Visa, att denna cirkel tangerar cirkeln x2 +y? = a%. (Aug. 54. 3. sp.k.)

P ar en godtycklig punkt pa en hyperbel med brannpunkterna F; och F,.
Bevisa, att medelpunkten for den i triangeln PF{F, inskrivna cirkeln ligger
pa en av vertextangenterna. (Jan.52. 5. sp.k.)

Man bildar en triangel, som har sina horn i de bada vertices till hyperbeln
x% — y? = 1 samti en godtycklig punkt p& kurvan. Visa, att héjdernas skar-
ningspunkt ligger pa hyperbeln. (H.12.R)

39
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384.

385.

386.

387.

Tangenten i en punkt pa en liksidig hyperbel bildar 60° vinkel med transver-
salaxeln. Bevisa, att brannpunktsradierna till denna punkt ar vinkelrata mot

varandra. (Nov. 51. 1. sp.k.)
En ellips och en hyperbel har samma brannpunkter. Bevisa, att kurvorna skar
varandra under rata vinklar. (Nov. 43. 5. sp.k.)

En rit linje genom medelpunkten till hyperbeln x? — y? = a? skir kurvan i
punkterna A och B. Pd hyperbeln dr P en godtycklig punkt. Visa, att linjerna
PA och PB bildar lika stora vinklar med var och en av asymptoterna.

(Mars 48. 5. sp.k.)

Tva konjugathyperbler med koordinataxlarna som axlar har excentriciteterna
e och e;.1de i forsta kvadranten beldgna dndpunkterna av hyperblernas pa-
rametrar drages tangenterna, en till vardera hyperbeln. Visa, att den spetsiga
vinkeln mellan dessa tangenter bestimmes genom ekvationen

ee; —1

tanv =
e+e;

och att v blir minst, nar hyperblerna ar liksidiga. (Nov. 48. 7. sp.k.)

c) ortproblem

388.

389.

390.

391.

[ ett ratvinkligt koordinatsystem ar de rata linjerna y = x och y = —x samt
punkten P (a; 0) givna. En rit linje genom P skir de bada givna linjerna,
och normaler drages till dessa i skdarningspunkterna. S6k och konstruera
orten for skarningspunkten mellan dessa normaler, nar linjen vrider sig kring
P. (Nov. 49. 5. sp.k.)

Tva parabler, vilkas axlar sammanfaller med x-axeln, tangerar den rata linjen
y = 2x. Avstandet mellan deras vertices dr en langdenhet. S6k och konstruera
orten for dessa parablers skdrningspunkter. (Jan. 40. 4. sp.k.)

P ir en godtycklig punkt pd parabeln y? = 4ax; F ir parabelns brannpunkt; A
styrlinjens skdrningspunkt med axeln. Férlangningen av linjen PF skir vertex-
tangenten i Q. Sok orten for skarningspunkten mellan linjen PA:s férlangning
och den linje genom @, som ar parallell med axeln. (Aug. 41.5.sp.k.)

a
Upprita i dess huvuddrag kurvan y = Zr1 dér a ar en konstant. En punkt

+1
P pa kurvan ar sa beldgen, att kurvans normal i denna punkt gar genom origo.

Sok och upprita geometriska orten for P, nér a antar olika varden. Ange vidare,
hur antalet normaler genom origo beror av a samt vilka spetsiga vinklar som
dessa normaler kan bilda med y-axeln. (Mars 54. 7. sp.k.)

d) brutna rationella funktioner, vilkas kurvor ar hyperbler

392.

40

3x?

4x — 16
bestdm det exakta viardet pa dess excentricitet. (Jan. 45. 4. sp.k.)

Funktionskurvan y = ar en hyperbel. Konstruera densamma, och
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393.

Upprita kurvan
_ 3x*+10x

~ x-5

Kurvan ar en hyperbel. Bestam laget av dess vertices. (Jan. 43.5.sp.k.)

e) ett problem rérande andragradskurvor i allmédnhet

394.

Undersok kurvan kx? + y? — 2x — 2y + 1 = 0 for olika reella vdarden pé kon-
stanten k. Upprita kurvan for nagra k-varden, som representerar kurvans hu-
vudtyper. - Det erfordras icke men betraktas som en foértjanst, om redogorelse
lamnas for hur kurvan successivt dndras, da k varierar. (Nov. 50. 6. sp.k.)

Bevis fran n till n + 1 m.m.

395.

396.

397.

398.

399.

Bevisa likheten:

PB+22+334++n¥=1+24+3++n)?

(V.85.R)
Bevisa "fran n till n + 1” riktigheten av formeln
nn+1 nn+1)(n+2
1+3+6+10+ -+ ( )= ( ) )
2 6
(V.11.6.R)
Bevisa formeln
. n+l n
sin asin Ea
sina + sin2a + - + sinna = a
sin —
2
(Jan.42.7.ak)
Bevisa riktigheten av formeln
1 sin v sin? v sin? v cosnv

+ +..._|_ = .
COSV COoS2Vcosv Cos 3V cos 2V cos(n+ 1)vcosnv  cos(n+ 1)v

(Aug. 43.7.sp.k.)

Visa genom ett bevis fran n till n + 1 eller pa annat sitt, att

1+2+3+ +n_2 n+2
2 22 23 on 2n

. . . n nn—-1)
Med hjalp av binomialteoremet kan man bevisa, att 2™ > 1+ — + 37 da

n ar ett helt tal > 2. Anvand denna olikhet for att berdkna den angivna seriens
summa, nir antalet termer vixer obegransat. - Nagot bevis for olikheten
erfordras inte men betraktas som en fortjanst. (Jan. 56.7.a.k.)

41
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400. Ett mosaikmonster bestar av regelbundna kongruenta manghorningar. Varje

42

linje i monstret utgor sida i tvd manghorningar. Varje hornpunkt i monstret
utgdr horn i de manghorningar, som dar sammanstoter. Undersok, hur manga
dylika monster som dr mojliga, och ange deras beskaffenhet.

(Aug. 41.8.ak)
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Uppgifter pa matematisk gren

Mars 1957 - mars 1961
Mars 1957

X
1. Bestam konstanten q, sa att funktionen ——— far ett maximum for
0 x2—ax+1
x = 0.

1+ cx

2. I ekvationen tany = ar c en konstant. Om x # c och y ligger i inter-

/i /s
vallet -3 <y< 5 sa bestimmes y genom ekvationen som en deriverbar

funktion av x. Bevisa, att denna funktion oberoende av vardet pa konstanten
- : y 1
c satisfierar ekvationen I - 112
3. Punkterna A och B pa en parabel ligger lika langt fran vertex. En tredje punkt
P pa parabeln sammanbindes med A och B. Sammanbindningslinjerna skar
parabelns axel eller dess férlangning i punkterna C och D. Bevisa, att strackan
CD halveras av vertex.

4. I en triangel ar en vinkel 45°. Medianen till den motstaende sidan bildar med
denna en vinkel av 45°. Bredkna triangelns obekanta vinklar.

5. Ienratvinklig parallellepiped ar tva motstaende sidoytor kvadratiska. Hornen
i den ena av dessa ligger pa ytan av en sfar med radien R, och den andra
sidoytan tangerar sfiaren. Hur stora ar parallellepipedens kanter, om deras
summa ar sa stor som mojligt?

6. Kurvorna y = sinx och y = sin(x — v), dar v ar en konstant, som inte ar
en multipel av 2m, begransar tillsammans ett oandligt antal lika stora slutna
omraden. Berdkna ytan av ett av dessa i det fall, da v = /3. - Det erfordras
inte men betraktas som en fortjanst, att ytan aven bestammes for det fall, da
v har ett godtyckligt varde.

7. Hojden i en given liksidig triangel dr 6 cm. Bestdm geometriska orten for
en punkt sd beldgen, att summan av kvadraterna pa dess avstand till triang-
elns sidor dr konstant och lika med a cm?. Diskutera och ange ortens lige i
forhallande till triangeln for olika varden pa konstanten a.

8. Funktionen y = f(x) har bestimda forsta och andra derivator och f”(0) # 0.
Funktionskurvan gar genom origo och tangerar dar x-axeln. Normalen till

kurvan i en godtycklig punkt P skar y-axeln i punkten N. Bevisa, att punkten

1
N obegransat narmar sig till en punkt Ny med y-koordinaten ———, da P

£y’

obegransat ndrmar sig origo. Detaljerad motivering erfordras.

Augusti 1957

1. En rat cirkular cylinder skdres med ett plan, som bildar den spetsiga vinkeln
v med cylinderns axel. Snittkurvan &r en ellips. Berdkna dess excentricitet.

43
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X =sinz

2. Genom ekvationerna , dar p ar en konstant, —1 < x < 1 och

Yy = cospz
I
—— < z < —, definieras y som en entydig funktion av x. Visa, att denna

funktion satisfierar differentialekvationen
d’y  dy

27
a x)dxz xdx

+p?y=0.

3. I en likbent triangel ar avstandet fran hojdernas skarningspunkt till basen

lika med langden av de lika stora sidorna. Bestam triangelns vinklar.

4. En parabel har vertex i origo och linjen y = x + 2 till styrlinje. Ange parabelns

ekvation, och bestdm ekvationerna for de tangenter till parabeln, som ar
parallella med koordinataxlarna.

5. Funktionen y = f(x) antages ha derivata fér x = a. Denna derivata f'(a) kan

definieras pa foljande sitt:

vy flath) = f(a)
F@ = iy ==
Enligt den allmanna teorien for gransvarden innebar detta, att hur litet det
positiva talet € dn viljes, sa kan man finna ett positivt tal §, sd beskaffat att
a+h)—f(a

IF(@ - f(—})lf()| <e omlh| <6
Om ¢ viljes = 1079, vilket dr d4 det storsta virde, som & kan anta i det fall, da
f(x)=x3-3x2+2x—60cha=1?

6. Normalen i en punkt P pd kurvan y = x3 bildar med koordinataxlarna en

triangel. Ytan av denna triangel delas av kurvan i forhallandet 3 : 5, varvid den
mindre delen begransas bl.a. av x-axeln. I vilket férhallande delas triangelns
yta av kurvans tangent i punkten P?

7. En funktion f(x) kan, om den uppfyller vissa har inte preciserade villkor,

44

skrivas

2 3
FG) = £O) +%f/(0) + T f"(0) + =" (0) + R(x),

dar f'(x), f" (x) och f"(x) ar forsta, andra respektive tredje derivatorna av
f(x) med avseende pa x och dar R(x) ar en s.k. restterm, som gar mot 0, nar
x gar mot 0. For sma varden pa x kan darfor funktionen f(x) approximativt
ersatta med funktionen

X2 3

90) = F(O) +x'(0) + S f"(0) + =" (O).

2

Bestam funktionerna g(x) och R(x) i det fall, da f(x) = T Visa, att

lim,_o R(x) = 0. Ange med fem decimaler det fel, som uppstir, om man i
stallet for f(x) anvander g(x) for vardet x = 0, 1. Bestam slutligen skér-
ningspunkten mellan kurvorna y = f(x) och y = g(x) och visa, att dessa i
skarningspunkten har samma tangent.
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8. lentetraeder ABCD ar kantlinjerna AB 3 cm, AC 4 cm och BC, BD och CD var-
dera 5 cm. Undersdk, hur langden av den aterstaende kantlinjen AD varierar,

och bestdm de granser, mellan vilka denna langd ligger.

November 1957

1. I en geometrisk serie med positiva termer ar kvoten 2. Produkten av de tva

forsta termerna ar 8 och produkten av samtliga termer 255

termer i serien.

. Bestam antalet

2. Tva klot skir varandra s3, att 1/3 av det mindre klotets yta ligger inom det
storre klotet och 1/4 av det storre Klotets yta ligger inom det mindre klotet.
Hur manga procent av det mindre klotets volym ligger inom det storre klotet?

3. Bisektrisen till en vinkel 4 i en triangel bildar 60° vinkel med sidan BC och ar
lika stor som radien i den kring triangeln omskrivna cirkeln. Berdkna vinkeln

A.

4. Den inre begransningsytan av en bégare ar en rotationsyta. Den uppkommer,
nar den del av kurvan y = 1 x2, som bestimmes av villkoret 0 < x < R,
roterar kring y-axeln. Koordinatsystemet ar ratvinkligt, och langdenheten ar
1 cm pa var och en av koordinataxlarna. Bagaren rymmer fylld till bradden

1/4 liter. Bestdm konstanten R.

5. Vid en atombombsexplosion bildas radioaktivt splitter, som utsander radio-
aktiv stralning under lang tid efter explosionen. Denna stralnings intensitet
brukar métas i "rontgen per timme”, r/tim. Vid ett experiment fann man pa
ett visst avstand fran forsoksstationen féljande sammanharande varden av

tiden x tim efter explosionsdgonblicket och intensiteten y r/tim:
x 001 005 01 05 10 50 10,0 50
y 251 363 158 229 1,00 0145 0,063 0,009

Inpricka dessa virden i ett diagram med 1 log x som abskissa och 1% logy
som ordinata, och upprita en kurva, som sa ndra som mojligt ansluter sig
till de erhalla punkterna. Bestim med hjilp hdrav 1° log y som funktion av

1910g x. Ange slutligen i explicit form y som funktion av x.

6. Mot en normal till en parabel filles normalen fran parabelns brannpunkt. S6k

och konstruera orten for den senare normalens fotpunkt.

s
7. Genom ekvationen x = cos? y och villkoret0 < y < > bestammes y i implicit

d?y

d
form som en entydig funktion av x i omradet 0 < x < 1. Ange cd och —

dx dx?
explicit form som funktioner av enbart x. Askadliggor slutligen funktionen

y(x) med ett diagram. Ange sarskilt ekvationerna for tangenterna i kurvans

inflexionspunkt och dndpunkter.

8. Ekvationen x? + y2 — 9 + m(x — 2)(x + 2) = 0, dir m ar ett reellt tal, som
kan anta olika varden, betyder ett kdgelsnitt i ett ratvinkligt koordinatsystem.
Undersok, hur kagelsnittets art och dess symmetriaxlars ldgen beror av m.
Darvid skall for en ellips anges laget av storaxeln och for en hyperbel laget
av transversalaxeln. - Det erfordras inte men betraktas som en fortjanst, att
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man utifrdn den givna formen for ekvationen visar, att kigelsnittet for alla
m-varden gar genom hornen i en viss rektangel, samt schematiskt uppritar
exempel pa de kidgelsnitt av de olika typer, som ehallits vid utredningen.

Januari 1958

1. P 4r en punkt pa kurvan y = x3 i forsta kvadranten i ett ratvinkligt koor-
dinatsystem. X och Y ar projektionerna av P pa x- respektive y-axeln; O ar
origo. Rektangeln OXPY delas av kurvan i tva delar. Bevisa, att forhallandet
mellan delarnas ytor dr konstant, dvs. oberoende av P:s lage. Ange dven detta
forhallande.

2. I en pyramid med kvadratisk basyta bildar tva motstaende sidoytor invandigt
vinklarna 30° respektive 135° med basytan. De bada 6vriga sidoytorna bildar
lika stora vinklar med basytan. Hur stora dr dessa?

3. Denritalinjen 3x + 4y — 7 = 0 tangerar kurvan 16y = x3 + ax? + 3xx + b i
dennas inflexionspunkt. Bestdm konstanterna a och b.

4. Funktionen f(x) definieras pa foljande satt:

f(x)=x% dax<1,
fx)=x3+ax*+bx+c, dax>1.

Bestam konstanterna a och b, uttryckta i den tredje konstanten c, s att f(x)
blir kontinuerlig for x = 1 och sd attkurvan y = f(x) har en bestdmd tangent,
da x-koordinaten ar 1. - Det erfordras inte men betraktas som en fortjanst,
att man undersoker, for vilka varden pa c den erhallna kurvan skir igenom
tangenten i den kurvpunkt, som har x-koordinaten 1.

5. Till ellipsen x? + 4y? — 4 = 0 drages tangenten i en godtycklig punkt P p&
kurvan. T dr tyngdpunkten i den triangel, som bildas av koordinataxlarna och
den ndmnda tangenten. Bestim ekvationen for orten for T, nar P genomloper
ellipsen, och upprita ortkurvan i dess huvuddrag. Undersok speciellt, hur T
ror sig, nar P narmar sig axlarnas andpunkter.

6. AC dr en korda i en halvcirkel med diametern AB och medelpunkten O. Radien
0D arparallellmed AC. Genom D drages en linje parallellt med AB. Nar vinkeln
BAC varierar fran 0° till 60°, skir kordan AC den ndamnda parallella linjen i
en punkt E. Strackorna DE och EC samt bagen CD begréansar en figur DEC.
Hur stor ar vinkeln BAC, nar denna figur har stérsta mojliga yta?

7. Mantelytan till en rat cirkular cylinder kan omformas till en tetraeder pa
foljande satt. Var och en av de bada cirkellinjer, som begransar manteln, klams
ihop till en kantlinje i tetraedern. En sddan kantlinjes langd blir salunda
halften av cirkelns omkrets. De bada s uppkommande kantlinjerna skall vara
vinkelrdta mot varandra. Bestdm forhallandet mellan cylinderns hojd och
basradie, sa att den uppkommande tetraedern blir reguljar.

8. Tvaparabler har parallella och lika riktade axlar. Bevisa, att antalet gemensam-
ma tangenter till de bada kurvorna ar lika stort som antalet skarningspunkter
mellan dem.
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Mars 1958

1. Berikna ytan av det slutna omrade, som begrinsas av parablerna y? = 4x
och x% = 4y.

. Funktionerna ”sinus hyperbolicus for x” (sinh x) och "cosinus hyperbolicus
for x” (cosh x) definieras pa foljande satt:

1 1
sinhx = E(ex —e ™), coshx = E(ex +e™).

Bevisa formlerna

cosh? x — sinh? x = 1;
sinh 2x = 2 sinh x cosh x :

cosh 2x = cosh? x + sinh? x.

3. 0 4r medelpunkten i en cirkel, och P ar en punkt, beldgen pa ett avstand fran O,
som ar 1% ganger cirkelns radie. Fran P ar en sekant dragen, som skar cirkeln
i punkterna A och B. Vinkeln OPA ar tredjedelen av vinkeln AOB. Berdkna
vinkeln OPA.

4. En kropp begrinsas av tva koncentriska sfariska ytor, den yttre med den
konstanta radien R, den inre med den variabla radien x. Ett tangentplan till
den inre sfiaren delar den namnda kroppen i tva delar. Bestim x, s att volymen
av den storre av delarna blir sa stor som mojligt.

2

5. Bestam konstanten a, sa att funktionen far ett maximum = —4.

6. En hyperbel ar liksidig, dvs transversalaxeln ar lika med konjugataxeln. Den
ena grenen tangerar i vertex y-axeln i ett ratvinkligt koordinatsystem. Samma
gren gar genom punkten (—3; 0). Sk och konstruera orten for vertex pa
hyperbelns andra gren. Darvid skall undersokas, om orten bestar av hela den

mot den erhéllna ekvationen svarande kurvan.
2

. - Det erfordras

d
7. Bestam lim,_,, y och lim,_,, d_z for funktionen y = —
inte men betraktas som en fortjanst, att utseendet av den mot funktionen

svarande kurvan sksseras for —m < x < .

8. Tva punkter, P, och P, pa parabeln x> = 4ay har x-koordinaterna x, res-
pektive x,. Bestdm koordinaterna for skarningspunkten R; mellan kurvans
normaleri Py och P;. Nar punkten P, obegransat narmar sig punkten Py, dvs.
ndr x; = xo, ndrmar sig R, obegrinsat en punkt R,. Ange dennas koordinater
som funktioner av x,. Bestim darefter ekvationen for orten fér R, nar P,
genomloper parabeln. - Det erfordras inte men betraktas som en fortjanst,
att ortkurvan konstrueras i stora drag.

Augusti 1958

1. Sok ekvationen for spegelbilden av den rata linjen x + 2y + 4 = 0 med
avseende pa linjen 3x + y — 6 = 0, vilken betraktas som en plan spegel.
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2. En mur ar 5m hog och gar i riktningen nordost-sydvast. En dag, da solen
star rakt i soder, ar murens skugga 3 m bred, matt vinkelratt mot murens
langdriktning. Berdkna solens elevationsvinkel.

3. Kurvorna y = 3x2 och y = 4x3 har utom x-axeln ytterligare en gemensam
tangent. Bestdm dennas ekvation.

4. En ratlinje med ekvationen x = h avskir av hyperbeln b%x? — a?y? = a?b?
ett segment. Berdkna volymen av den kropp, som genereras, da detta segment
roterar kring x-axeln.

5. For vilka viarden pa konstanten a betyder ekvationen (a + 2)x? — ay? — 4x —
4y — 1 = 0 en ellips, en parabel respektive en hyperbel? - Det erfordras
inte men betraktas som en fortjanst, att undersékningen genomfdres mera
detaljerat. Darvid kan bl.a. for en ellips anges laget av storaxeln och fér en
hyperbel laget av transversalaxeln.

6. Pd kurvan y = a*, dar a > 0, tages en foljd av punkter P4, P,, P3, ..., Py,
vilkas abskissor utgdr termer i en aritmetisk serie. Bevisa, att ordinatorna
for punkterna P4, P,, P5, ..., P, utgor termer i en geometrisk serie och rikt-
ningskoefficienterna for kordorna P, P,, P,Ps. ..., B,_1 P, termer i en annan
geometrisk serie.

7. En rat cirkular kon med bottenytan B och mantelytan M ligger pa ett ho-
risontellt plan, som den tangerar utefter en generatris. Konen far rulla pa
underlaget med spetsen fix, tills den férsta gangen pa nytt tangerar underlaget
langs samma generatris som i utgangslaget. Berdkna langden L av den vag,
som bottenytans medelpunkt beskriver under rorelsen, uttryckt i B och M.
Om B antas ha ett givet virde, bestdm

lim L och lim L.
M-B M-

8. En kurva y = f(x) gar genom (1; 1) i ett ratvinkligt koordinatsystem. Rikt-
ningskoefficienten fér normalen i en godtycklig punkt pa kurvan ar propor-
tionell mot kvadraten pa punktens x-koordinat.Bestam f(x) och diskutera
kurvans utseende.

November 1958
1. Bevisa formeln

_n(n-1)(2n+1)
= 2 ,

12432452472+ 4+ (2n— 1)?

dar n ar ett positivt heltal.

2. Bestam konstanterna a, b och ¢ s§, att kurvan y = ax? + bx + ¢ gar genom
punkterna A (1; 0), B (3; 12) och kurvans tangent i B gar genom origo O.
Berdakna darefter ytan av det omrade, som begrinsas av kurvbagen AB och
de rita linjerna AO och BO.

3. Ensfararinskrivenien rat cirkular kon. Bevisa, att forhallandet mellan sfarens
och konens volymer ar lika med forhallandet mellan deras ytor.
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4. En ellips och en hyperbel ar s beldgna, att vardera kurvans vertices ar brann-
punkter till den andra kurvan. Hyperbelns parameter ar dubbelt sd stor som
ellipsens. Bestam kurvornas excentriciteter.

X T T
5. Genom sambandet siny = ———, dar —= < y < —, bestimmes y som
V1 + x2 2 2
. . ) . dy 2y
en deriverbar funktion av x. Harled for — och Tz uttryck, som endast

innehaller variabeln x. - Det erfordras inte men betraktas som en fortjanst,
att man uppritar den mot funktionen svarande kurvan i dess huvuddrag.

6. Hornet A i triangeln ABC ligger i punkten (0; 1) i ett ratvinkligt koordinat-
system, och hérnet B genomléper kurvan x — 4y = 0. Sidan BC &r parallell
med y-axeln och lika stor som sidan AB. Bestim geometriska orten for tyngd-
punkten i triangeln ABC, nir hornet B beskriver den angivna kurvan. Upprita
orten i dess huvuddrag.

7. En cirkelsektor med medelpunktsvinkeln 2v, dar v < 90°, roterar kring en
diameter i den cirkel, varav sektorn utgor en del. Nimnda diameter rakar inte
sektorns bage. Den yta, som vid rotationen alstras av cirkelbagen, ar S, och
summan av de dvriga alstrade ytorna ar A. Det finns ett samband mellan de
tre storheterna S, 4 och v. Bestim detta.

8. Funktioneny = Fy(x) = x —sin x, dir x mites i radianer, ar > 0 fér x > 0. En
foljd av funktioner F; (x), F,(x), F3(x), ... kan bestimmas s3, att de uppfyller

dFk X . i .
=F,_1(x)och F(0)=0fork =1, 2, 3, .... Visa forst, att

Fr(x) > 0 for x > 0. Bestim dérefter s manga funktioner i foljden, att med
hjalp av deras ovan angivna egenskaper foljande olikheter skall kunna visas

villkoren

for x > 0:
3 %3 x5
x—z<sinx<x—z+m och
x? x?  x*
1—7<cosx<1—?+ﬁ.

Januari 1959

1. [ en geometrisk serie ar forsta termen 1. Denna term, summan av andra och
tredje termerna samt fjarde termen bildar i denna ordning en aritmetisk serie.
Bestam den geometriska seriens kvot.

2. For lufttrycket, b mm Hg, pa héjden h km 6ver havsytan giller approximativt
och inom vissa granser formeln b = 760e~*", dar 1 4r en konstant. Enligt
foretagna matningar ar lufttrycket pa 22 km héjd ungefiar 31 mm Hg. Bestam
A och berdkna darefter det ungefarliga lufttrycket pa 38 km hojd.

3. Normalen till en ellips i ena dndpunkten P av en parameter skar storaxeln i
punkten Q. Bestdm ellipsens excentricitet, om Q ligger lika langt fran P som
fran ellipsens ena brannpunkt.

4. Funktionen f(x) = x3 + px? + qx + 7, dar p, q och r ar konstanter, har ett
maximum fér x = a och ett minimum foér x = b. Bevisa att f"(a) + f"(b) = 0.
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. I en punkt A pé parabeln y? = 4ax drages tangenten, vilken skir x-axeln i

punkten B. Punkten P ligger mellan A och B och delar strackan AB s3, att
PA : PB = m : n. SO0k ekvationen for orten for P, nar A beskriver parabeln,
och ange dess geometriska betydelse.

. Det finns x-varden, for vilka saval tiljaren som namnaren i funktionen

cos 2x — cos4x
sinx — sin 2x
antar vardet 0. Undersdk, om funktionen har nagra gransvarden, nar x obe-

gransat ndrmar sig ifrdgavarande x-varden, och bestdm i sa fall dessa gréns-
varden.

4
. Undersok kurvany = x — 1 — — med avseende pa miximi- och minimipunk-

ter, asymptoter och skarningspunkter med koordinataxlarna, samt upprita
densamma i dess huvuddrag. Bestdm darefter ytan av den del av planet, som i
forsta kvadranten ligger mellan x-axeln, kurvan, dess sneda asymptot och en
linje x = a, dar a > 2. Undersok slutligen, om denna yta har ett gransvarde,
nar a — oo, och ange i sa fall gransvardets storlek.

. I enparallellt stympad rat cirkular kon ar den storre bottenradien 2 cm. Sidans

langd varierar och antages vara 2x cm. I ett axelsnitt gar mittpunktsnormalen
till sidan alltid genom den storre bottenytans medelpunkt. Den stympade
konens totala yta 4r y cm?. Bestim y som funktion av x, undersék denna
funktion med avseende pa maxima och minima och upprita motsvarande
kurva i stora drag. Funktionens definitionsomrade maste beaktas.

Mars 1959

1.
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Den ritalinjen x + 2y = 5 ar normal till kurvan y = a(1 + x?). Bestim vardet
pa konstanten a.

. I enregelbunden tresidig pyramid dr vinkeln vid spetsen i en sidoyta lika stor

som vinkeln mellan en sidokant och basytan. Bestim denna vinkel.

. I den vid A ratvinkliga triangeln ABC ar sidan BC parallell med y-axeln i ett

ratvinkligt koordinatsystem. Hornet A ligger i punkten (0; 1) och hornet B
pé kurvan y = x2. Bestim geometriska orten for hérnet C, nir B genomléper
den angivna kurvan, och konstruera orten i dess huvuddrag med angivande
av eventuella maximi- och minimipunkter samt asymptoter.

. En likbent triangel med toppvinkeln 20° ar inskriven i en cirkel. En trans-

versal genom cirkelns medelpunkt delar en av triangelns lika stora sidor i
forhallandet 3 : 1 fran spetsen raknat. [ vilket forhallande delar transversalen
den andra av de lika stora sidorna?

. Undersok funktionen y = sin 3x+sin x med avseende pd maxima och minima,

samt upprita motsvarande kurva i dess huvuddrag. Berdkna darefter ytan av

T
det omrade, som begransas av x-axeln och kurvan for 0 < x < 5
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b
6. Funktionen I = F(T) definieras genom ekvationen I = aT?-e™7,ddraoch b
ar konstanter och a > 0. Genom sambanden
104

X=—= Y =101]ogl —2-logT

infores variablerna x och y i stillet for T och I. Den pa detta satt erhallna
funktionen y = f(x) representeras grafiskt av en rat linje. Berdkna dennas
riktningskoefficient, om a = 60, 2 och F(2000) = 0,0010.

7. Ekvationen x%(1 — a) + y?>(1 + a) — 1 = 0, dér a ar ett reellt tal, som kan
anta olika varden, betyder ett kagelsnitt i ett ratvinkligt koordinatsystem.
Undersok, hur kagelsnittets art och dess symmetriaxlars lagen beror av a.
Darvid skall for en ellips anges laget av storaxeln och for en hyperbel laget
av transversalaxeln. Slutligen skall genom schematiskt uppritade diagram
lamnas en oversikt av hur kdgelsnittet varierar, nar a genomloper alla rella
varden.

8. Undersok utseendet av kurvan y = x3 + ax + b for olika reella viarden pa
konstanterna a och b. Bevisa darefter med ledning av denna undersoékning,
att om ekvationen x3 4+ ax + b = 0 har tre reella rotter, si galler olikheten
4a3 + 27b? < 0. - Det erfordras inte men betraktas som en fértjinst, att man
bevisar omvandningen av féregdende sats, dvs. om 4a3 + 27b% < 0, s3 har
ekvationen tre olika reella rotter.

Augusti 1959

1. Undersok kurvany = med avseende pa maximipunkter, minimi-

x2+x+1
punkter och asymptoter, samt konstruera den i dess huvuddrag.

2. Enligt en berémd sats av Euler ligger i varje triangel tyngdpunkten, den om-
skrivna cirkelns medelpunkt och héjdernas skdrningspunkt pa en rit linje,
"Eulers linje”. Bevisa denna sats for det specialfall, da triangelns horn i ett
ratvinkligt koordinatsystem ar (—8; 0), (8; 0) och (4; 8).

3. Enregelbunden polyeders totala begransningsyta och volym, uttryckta i mot-
svarande enheter, betecknas med A respektive V. Antalet sidoytor i polyedern
ar s och antalet kantlinjer k. Da géller foljande samband:

A3 s s s—2
S Z.90°) sin?2(=.90°): sin?( —— .90°) —
7z 18ktan(k 90 )[sm (k 90) sin ( T 90) 1].

Bevisa riktigheten harav for den regelbundna tetraedern, kuben och den

regelbundna oktaedern.

4. Fran punkten (—18; 0) drages tangenterna till parabeln y? = 8x. Vidare
drages den tangent, vars riktningskoefficient ar 1. De tre tangenternas skar-
ningspunkter utgoér horn i en triangel. Bevisa, att den kring denna triangel
omskrivna cirkeln gar genom parabelns fokus.

5. I punkterna P; (xq; y;1) och P, (x3; y,) pa hyperbeln xy = 1 drages norma-
lerna till hyperbeln. Visa, att skarningspunkten mellan dessa nornaler obe-
gransat ndrmar sig en viss punkt N, da x, — x;, samt bestim koordinaterna
for N.
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6.

[ ekvationen tan x + a tan 2x = 3 tan 3x ar a en reell konstant. Om a uppfyller
vissa villkor, ar x = nmr, darn = 0, +1, +2, -, de enda reella 16sningarna till
ekvationen. Bestim dessa villkor.

. En godtycklig punkt P pa en ellips sammanbindes med storaxelns ena dnd-

punkt A. Genom A drages normalen mot linjen AP, och pa denna avsittes
strackan AR = AP. S6k och upprita den kurva, som punkten R beskriver, da P
beskriver den givna ellipsen.

. Ett papper har formen av en rektangel ABCD, dar sidorna AB och BC &r 2dm

respektive 3 dm. Papperet vikes langs en rit linje E'F pa sadant sitt, att hornet
A faller i en punkt A’ pa sidan BC. Punkten FE ligger pé sidan AB och punkten
F kan ligga pa sidan CD eller pa sidan DA. Vinkeln A’AE betecknas med v.
Bestdm langden av striackan EF som funktion av v, berdknas dess storsta
respektive minsta varde, och askadliggor slutligen funktionen i ett diagram.

November 1959
1. Det finns ett polynom y av tredje graden i x, som satisfierar differentialekva-
d? d
tionen (1 — xz)d—x}; - Zxd—z + 12y = 0 och som antar vardet 1 féor x = 1.

52

Bestam detta polynom.

. Parabeln y? = 2px och en cirkel har gemensam tangent i origo. Cirkeln skir

dessutom parabeln i tva punkter. Visa, att radien i cirkeln har ett bestamt
gransvarde, nir dessa punkter obegransat narmar sig origo. Ange ekvationen
for den sa erhallna granscirkeln, den s.k. krokningscirkeln till parabeln i origo.

. . . y . 1 1
. Bestdm maxima och minima till funktionen y = cos x — 5 cos 2x + 3 cos 3x,

och konstruera motsvarande kurva i dess huvuddrag.

. I en regelbunden tresidig pyramid ar sidokanten halften sa stor som summan

av baskanten och héjden. Bevisa, att vinkeln mellan tva sidoytor ar exakt
dubbelt sa stor som vinkeln mellan en sidoyta och basytan.

. Upprita kurvany = %(ex + e7%) i dess huvuddrag. Fran punkten P pa kurvan

med x-koordinaten 1 fillas normalerna PX mot x-axeln och PY mot y-axeln.
Origo betecknas med O. I vilket forhallande delas ytan av rektangeln OXPY
X

de
av kurvan? - Det forutsattes bekant, att Tx = eX.
X

. I en hyperbel har transversalaxeln ett bestamt ldge och dess langd ar 2a,

medan konjugataxeln varierar. S6k och konstruera orten fér parametrarnas
andpunkter.

. Summera serien x + 2x% + 3x3 + --- + nx™. - Man kan exempelvis anvinda en

metod liknande den som anvandes vid harledning av den geometriska seiens
summa.

. I'enlikbent triangel med ytan 1 ytenhet inskrives en ellips pa sa satt, atten av

ellipsens axlar blir parallell med triangelns bas. Visa, att ytan av den storsta
ellips, som pa detta satt kan inskrivas, dr oberoende av den likbenta triangelns
form. Ange ocksd denna maximiyta.
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Januari 1960

x% —0,8x
2
och minimipunkter. Upprita kurvan i dess huvuddrag.

1. Undersok kurvan y = med avseende pa asymptoter samt maximi-

2. Forvilka x-varden, 0 < x < 2m, konvergerar den odndliga serien

1—2sinx + 4sin®x —8sin®x + ... .

X
3. Man vill undersoka funktionen y =

2
> for x-virden. som ar nagot storre

an 2. Bestdm foérdenskull det storsta positiva tal §, som dr sddant, att y > 10*
for alla x-varden i intervallet 2 < x < 2 + 6.

4. Enrorlig transversal, parallell med en sida i en triangel, avskar ett parallelltra-
pets. Bevisa medelst analytisk-geometrisk metod, att orten for diagonalernas
skdrningspunkt i trapetset ar den ndmnda sidans median.

: P . : d*y dy

5. Funktionen y(x) antages satisfiera differentialekvationen xw +2(n+1) In +

xy = 0, dar n ar ett helt positivt tal eller 0. Man bildar den nya funktionen
z(x) = y(x)-x?"*1,Visa, att denna funktion satisfierar differentialekvationen
d*z dz
xW—Zna +xz =0.

6. I parabeln x? = 4ay, dir a > 0, ir F brannpunkten och O vertex. En punkt
pa parabeln i férsta kvadranten betecknas med P, dess abskissa med x;. Pa-
rabelnormalen i P rdkar parabelns axel i punkten N. Ytan av triangeln PNF
betecknas med T(x,), och ytan av figuren POF, begransad av strackorna PF
och OF samt parabelbagen OP, betecknas med S(x;). Bestdm forhallandet
T(x1) : S(x;), och undersok, om detta har nagot gransvarde, da x; — oo, och
ange i sa fall detta gransvarde.

T
7. Ett klotsegment har en konstant volym, som lampligen kan antas vara 3

volymsenheter. Bestim segmentets totala begransningsyta som funktion av
segmentets hojd. Visa, att denna funktion avtar, dd hojden véxer. Berdkna ytans
minsta virde, och visa, att detta uppnas, nor klotsegmentet antar klotform.

8. Ettklot ligger pa en horisontell bordsskiva. Parallella ljusstralar faller in mot
klotet, sd att en skugga erhalles pa bordsskivan. Visa, att det skuggade omradet
begransas av en ellips och att beréringspunkten mellan klotet och bordsskivan
utgor ellipsens ena brannpunkt.

Mars 1960

1. Upprita kurvan y = x* — 6x% + 5 i dess huvuddrag. Kurvan och x-axeln
begransar tillsammans tre dndliga omraden. Hur férhaller sig ytorna av dessa
omrdaden till varandra?

2. En fyrsidig pyramids basyta ar en rektangel. Vinklarna mellan sidoytorna
och basytan ar i ordning 30°, 45°, 50° och 45°. Berdkna vinklarna mellan
sidokanterna och basytan.
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. Uppritakurvan4y = —— — — +

1
. Upprita i ett ratvinkligt koordinatsystem kurvan y = c

9 10 9

, och ange eventuella asymptoter
o x+2 X x—2 & ymp
samt maximi- och minimipunkter.

i dess huvuddrag.
0sx

T
Kurvan, linjen x = — samt koordinataxlarna begransar ett omrade, som far
rotera kring x-axeln. Berdkna volymen av den alstrade rotationskroppen.

. Den ena asymptoten till en liksidig hyperbel har i ett ratvinkligt koordinatsy-

stem ekvationen x + y + 1 = 0. Hyperbeln gar genom origo och tangerar den
rata linjen x + 2y = 0. Bestam hyperbelns ekvation.

. I ekvationen y = x3 + ax har konstanten a ett sddant virde, att motsvarande

kurva har en maximi- och en minimipunkt. Bestdm det storsta viarde, som
den spetsiga vinkeln mellan tangenten i inflexionspunkten och sammanbind-
ningslinjen mellan maximi- och minimipunkten kan anta.

. Parabeln y? = 4x och den rita linjen x = q, dar a ir en Konstant, ir givna.

Parabelns topp ar 0, dess brannpunkt F. Genom en punkt P pa parabeln drages
diametern. Denna eller dess forlangning skar den givna rata linjen i punkten
A. Bestam ekvationen for orten for skarningspunkten mellan linjerna OA och
PF.Undersok, hur den geometriska betydelsen av denna ekvation dndras, nar
A antar alla reella varden.

. [ en triangel kidnner man en sida och forhallandet mellan de bada andra.

Beridkna vinkeln mellan den givna sidan och bisektrisen till den motstaende
vinkeln, nér triangelns yta ar sd stor som mojligt.

Augusti 1960

1.
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. Uppritakurvany =

Fran punkten (—2; 0) drages de bada tangenterna till parabeln y? = 8x i ett
ratvinkligt koordinatsystem. Berdkna ytan av det omrade, som begransas av
parabeln och de bada tangenterna.

. Ett klot belyses av en punktformig ljuskélla pa det konstanta avstandet a fran

klotets medelpunkt. Hur stor skall klotets radie vara for att ytan av det belysta
omradet pa klotet skall bli sa stor som majligt?

2 dy

. Ifunktionen y = a-e* cos(x + v) ar a och v konstanter. Visa, att &y _ 2—+

dx? dx

X

2y = 0, oberoende av a och v. - Det férutsattes bekant, att Tx = e*,
X

4x% —3x + 4

. Upprita i ett ratvinkligt koordinatsystem kurvan 3y = ————— i dess

huvuddrag. Kurvan ar en hyperbel. Bestdm ekvationerna for dess axlar och
koordinaterna for dess vertices.

. En ellips har sin ena brannpunkt i origo och den andra pa x-axeln i ett rat-

vinkligt koordinatsystem. Den rdta linjen x + y = 4 ar tangent till ellipsen.
So6k och upprita orten for lillaxelns dndpunkter.

1—cosx
———, och ange eventuella asymptoter samt maximi-
o 1—2sinx & ymp
och minimipunkter.
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7. Problemet att dela en given vinkel i tre lika stora delar kan l6sas approxima-
tivt pa foljande satt. I en halvcirkel med medelpunkten O och diametern AB
drages en radie OC, som med OA bildar den givna vinkeln v, samt en radie
OM vinkelratt mot AB. En cirkel med punkten B som medelpunkt gir genom
M och skar den rata linjen BC i punkten D. En cirkel med M som medelpunkt
och radien lika stor som AB skar i punkten E forlangningen av AB at B till.
Vinkeln AED ar da den sokta. Beriakna denna vinkel i det fall, da vinkeln v ar
80,00°.

df (x
8. For en funktion f(x) giller om |x| < 1, att & = och f(0) = 0.
dx 1—x2
Bevisa med tillhjalp harav, att f(m) = 2f (x).
November 1960
x3 —2x

1. Konstruera kurvan y = 3 i dess huvuddrag, och ange eventuella

2
x2 —
maximi- och minimipunkter samt asymptoter.

2. Bisektrisen till vinkeln A i triangeln ABC delar sidan BC i forhallandet 3 : 4.
Vinkeln B ar 60° storre dn vinkeln C. Berdkna triangelns vinklar.

3. Enrit cirkular kons basdiameter ar lika med dess hojd. Konens hdjd ar ocksa
diameter i ett klot. Hur stor del av konens volym ligger inom klotet?

1 1
4. 1funktioneny =a- e b** 4rq = ochb = 5 dar o ar en konstant.
oV2m 20
2y x
Visa, att x = o ar ett nollstalle till Tz Det forutsattes bekant, att Tx = e*,

5. P ar en punkt pa en given parabel. En cirkel tangerar parabelns axel, brann-
punktsradien till P samt den del av diametern genom P, som ligger inom
parabeln. Bestim geometriska orten for cirkelns medelpunkt.

6. Kurvan y = sinx ersattes i intervallet 0 < x < m approximativt med den
parabel y = ax? + bx + ¢, som gar genom maximipunkten och skirnings-
punkterna med x-axeln for den ifrdgavarande delen av sinuskurvan. Om man
anvander denna approximation vid berdkning av den yta, som begransas av
x-axeln och den nimnda delen av sinuskurvan, vilket blir forhallandet mellan
det begangna felet och det korrekta vardet?

2 2

7. Ytan av ellipsen = 1 ar w ytenheter. Ange ellipsens excentricitet som

— + _—
a? b2
funktion av langden av halvaxeln a, bestdm denna funktions definitionsomra-
de, och askadliggor funktionen grafiskt.

8. Upprita kurvan y = 5 1 dess huvuddrag. Denna kurva, x-axeln samt

1+x
linjernax = aochx = = dér a ar ett godtyckligt tal mellan 0 och 1, begransar
ett andligt omrade. Bevisa, att detta omrade delas mitt itu av linjen x = 1.
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Januari 1961

1.

. For en funktion f(x) giller, att

2x3

x2+4x+5
maximi- och minimipunkter. Upprita kurvan i dess huvuddrag.

Undersok kurvan 5y = med avseende pa asymptoter samt

. En cirkel och en hyperbel har samma medelpunkt. Cirkeln gar genom pa-

rameterkordornas d&ndpunkter. Vinkeln mellan kurvornas tangenter i dessa
punkter ar 60°. Bestim hyperbelns excentricitet.

. I ett klotsegment &r summan av hdjden och radien i den plana begransnings-

ytan 4 cm. Uttryck segmentets buktiga yta som funktion av segmentets hojd.
Askadliggor denna funktion grafiskt, och ange dess minsta varde.

. Ienlikbent triangel drages genom den inskrivna cirkelns medelpunkt en trans-

versal parallellt med en av de lika stora sidorna. Bestam triangelns vinklar,
om transversalen delar basen i forhéllandet 2 : 3.

. Tangenten i en punkt P pa kurvan y = x2 i ett ratvinkligt koordinatsystem

skar kurvan i en annan punkt Q. Bestdm forst sambandet mellan riktningsko-
efficienterna for tangenterna i P och @, och darefter det storsta viarde, som
den spetsiga vinkeln mellan tangenterna kan anta.

. [ en given likbent triangel inskrives en ellips, sa att en av ellipsens axlar

blir parallell med triangelns bas. S6k och konstruera geometriska orten for
dndpunkterna av denna axel.

. I en sfarisk sektor ar radien 1 dm. Bestam toppvinkeln i sektorn, da den konis-

ka och sfiriska ytan ar lika stora. Vilket dr det storsta varde, som skillnaden
mellan den koniska och den sfariska ytan kan anta, om konens toppvinkel
ar mindre dn den nyss bestdmda vinkeln. Den sokta skillnaden skall anges i
exakt form.

df(x) _ 1 _ .
=13 och f(0) = 0. Bevisa, att

funktionen f(x) ar identisk med den funktion y av x, som i implicit form

L)
definieras genom ekvationen tany = x, dar —3 <y < —=.-Deterfordras

inte men betraktas som en fortjanst, att man konstruerar kurvan y = f(x) i
dess huvuddrag.

Mars 1961

1.

56

En ellips, som har medelpunkten i origo och storaxeln utefter x-axeln i ett

2
ratvinkligt koordinatsystem, har excentriciteten - och tangerar linjen 2x —
y + 3 = 0. Bestdm ellipsens ekvation.

. De bada plattorna i en kondensator med kapacitansen C farad ar féorenade

med ett motstand med resistansen R ohm. Om spanningen mellan konden-
satorplattorna i ett visst 6gonblick ar U, volt och t sekunder senare U, volt,
t

géller sambandet U; = U, - e rc. Vid experiment med en kondensator, for
vilken C = 107> har man funnit U, = 20 och U, = 1. Berakna R.
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. I en konvergent odndlig geometrisk serie dr den andra termen 2. Bestim
seriens summa som funktion av den forsta termen, och ange funktionens
definitionsomrade. Representera slutligen funktionen grafiskt med angivande
av eventuella maximi- och minimipunkter samt asymptoter.

Punkterna A (6; 0) och B (0; 4) ar punkter i ett ratvinkligt koordinatsystem.
Enratlinje, parallell med linjen x +y = 0, skar x-axeln i punkten C och y-axeln
i punkten D. Bestdm och upprita orten for skarningspunkten mellan de rata
linjerna AD och BC.

. I en triangel ar en vinkel 30° och den motstaende sidan medelproportional
till de 6vriga sidorna. Berakna triangelns dvriga vinklar.

I en triangel ar en héjd 10 cm. Den halveras av en av de andra hdjderna. Ange
triangelns yta som funktion av den spetsiga vinkeln mellan dessa héjder, och
bestam denna ytas minsta varde.

Undersék kurvan y = x + 2 cos? x med avseende p& maximi- och minimi-
punkter samt inflexionspunkter. Visa, att kurvan ett obegransat antal ganger
tangerar var och en av de rata linjerna y = x och y = x + 2. Upprita kurvan i
dess huvuddrag. Punkterna A och B &r tva pa varandra féljande kontaktpunk-
ter med linjen y = x. Berdkna ytan av det dndliga omrade i koordinatplanet,
som begransas av kurvan och strackan AB.

4n
En klotsektors volym ar — cm3. Ange sektorns totala yta som funktion av
sfarens radie, och bestim denna funktions eventuella maxima och minima.
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