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Forord

Foreliggande bok ar den andra av tre samlingar av matematiska examensuppgifter
for gymnasiet. Den omfattar studentuppgifter pa latinlinjen (L), pa reallinjen fore
1937 (R) samt pa reallinjen allman kurs (a.k.). De sistndmnda férekom forsta
gangen varterminen 1937.

Samlingen &r avsedd for allmédnna linjens sociala gren samt for reallinjens bada
grenar. Pa den sistndmnda linjen bor den lampligen anskaffas, da trigonometristu-
diet upptages i R II* resp. R I3.

(A) resp. (R) omedelbart efter uppgiftens nummer betyder, att denna ar avsedd
att behandlas endast pa allmanna linjen resp. reallinjen. Motsvarande giller for
kapitelrubrikerna. Av de med (R) markerade uppgifterna kan atskilliga forbigas
pa reallinjens biologiska gren; dock torde elever, som siktar pa nagot av de bada
hogsta betygen, ha nytta av dessa uppgifter.

Inom varje grupp av uppgifter ar de senare i mojligaste man ordnade efter
svarighetsgrad. Ordningsfoljden mellan de olika kapitlen utgor ett forslag till kro-
nologisk studiegdng. Harvid ansluter sig samlingen till de larobocker, som utgivits
av C. E. Sjostedt och S. Thornqvist.

Den tredje upplagan omfattar utéver andra upplagans uppgifter de skrivningar,
som givits i matematik pa biologisk gren och pa social gren augusti 1959-mars
1961.

S. Thérnqvist

vi
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Planimetriska tillimpningar pa trigonometrien

a) problem, vilkas losning forutsatter de trigonometriska funk-
tionernas definitioner i ratvinkliga triangeln

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

I en likbent triangel &r summan av basen och den daremot dragna héjden
10 m och hela omkretsen 16 m. Berdkna triangelns sidor, vinklar och yta.
(V.04.3.L))

. I enlikbent triangel 4r summan av h6jden och basen lika med summan av de

lika sidorna. Berdkna vinklarna. (H.03.2.R)

. Bisektrisen till den rita vinkeln i en ratvinklig triangel delar hypotenusan i

forhallandet 4 : 5. Vilka &r triangelns vinklar? (V.94.2.R)

. Sok vinklarna i en ratvinklig triangel, om langderna av de fran den rita vin-

kelns spets dragna inre och yttre bisektriserna forhaller sig till varandra som
3 till 4. (H.17.5.R)

. Om man i en viss likbent triangel fran basens mittpunkt drager normalerna

till de lika stora sidorna, s delas triangeln av dessa normaler i tre lika stora
delar. Berdkna triangelns vinklar. (H.21.1.R)

. [ en ratvinklig triangel delas hypotenusan av den inskrivna cirkelns tange-

ringspunkt i delarna 3 cm och 10 cm. Berdkna triangelns spetsiga vinklar.
(Mars 41.5.1)

. I en cirkelsektor med radien 12 cm inskrives en cirkel. Sektorns radier delas

mitt itu av tangeringspunkterna. Berdkna sektorns medelpunktsvinkel och
yta. (Nov.42.2.L)

. L en triangel, vars yta ar 30 cm?, ar den minsta héjden 4 cm. En vinkel ar 22°;

berdkna de 6vriga vinklarna. (Jan. 36.4.L)

. I en romb delas den ena diagonalen i tre lika stora delar av den inskrivna

cirkelns periferi. Berdkna rombens vinklar. (Aug.35.1.L)

Frén ett horn i en liksidig triangel drages en rit linje, som delar den i triangeln
inskrivna cirkelns omkrets i forhallandet 1 : 3. Berdkna vinkeln mellan denna
linje och hdjden fran samma horn. (Aug. 40.5.L)

I en ratvinklig triangel ar en vinkel 30°. Berakna vinkeln mellan medianerna
mot kateterna. (V.34.5.1)

I en ratvinklig triangel ar den ena spetsiga vinkeln 40°. Berdkna vinkeln mellan
medianerna mot kateterna. (Aug. 46.1.ak)

[ en ratvinklig triangel ar héjden mot hypotenusan 12 cm och medianen mot
samma sida 13 cm. Sok triangelns sidor och minsta vinkel.  (Mars 39. 2. L)

I en ratvinklig triangel ar ena kateten lika med den andras projektion pa
hypotenusan. Berdkna vinklarna. (v.07.3.L)

Tre cirklar, vilkas radier ar 1, 2 och 3 dm, tangerar varandra utantill. Berdkna
ytinnehallet av den mellan cirklarna beldgna figur, som begréinsas av bagarna
mellan tangeringspunkterna. (v.84.3.R)
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

I en ratvinklig triangel forhaller sig medianerna mot kateterna som 3 : 4.
Berdkna triangelns vinklar. (Mars 45. 2. L)

En cirkel tangerar basenien likbent triangel och skér vardera av dess lika sidor
i tre lika delar. Bestdm med ledning harav triangelns vinklar. (V.15.8.L)

En cirkel tangerar en cirkelsektors bage och delar var och en av radierna till
bagens dndpunkter i tre lika stora delar. Berdkna cirkelsektorns medelpunkts-
vinkel. (Nov. 43. 4. L)

I en cirkel med radien = 4 m utdrages en radie en meter utom cirkeln. Fran
denna punkt dr en sekant dragen s§, att den del dérav, som ligger inom cirkeln,
ar dubbelt sa stor som den, som ligger utom densamma. Hur stor &r vinkeln
mellan mellan denna sekant och den utdragna radien? (v.08.2.R)

En cirkel med 4 dm radie ar given. Fran en punkt, som ligger pa 6 dm avstand
fran medelpunkten, drages en sekant, vars utanfor cirkeln beldgna del ar 3 dm.
Sekanten delar cirkelns periferi i tva delar. Berakna ldangden av den mindre av
dessa delar. (V.34.6.L)

Fran en punkt pd 6 cm avstand fran medelpunkten till en cirkel med 3 cm radie
drages en sekant, vars utom cirkeln liggande del ar 4 cm. I vilket férhallande
delas cirkelns yta av denna sekant? (v.98.6.R)

Tva orter har bada nordlig latitud 58°35’; den enas longitud dr 5°35’ ost-
lig, den andras 30°45' vistlig. Berdkna avstdndet lings breddcirkeln mellan
orterna. Jordens omkrets ar 4000 mil. (V.33.5.L)

Valparaiso och Kapstaden ligger pa ungefar samma sydliga parallellcirkel.
Longituden for den forra staden ar 71,6° vastlig och for den senare 18,4°
ostlig. Vilken ar latituden for dessa stider, om avstdndet mellan dem utef-
ter parallellcirkeln ar 835 mil? Jorden antages vara en sfar med omkretsen

4000 mil. (Jan.39.1.L)
Vad ar forhallandet mellan diagonalerna i en regelbunden sjuhérning?
(V.92.3.R)

I en cirkel, vars radie dr 1 m, ar inskriven en fyrhérning, vars sidor i ordning
efter varandra avskar bagar, som forhaller sigsom 1 : 2 : 3 : 4. Berdkna
fyrhérningens yta. (v.02.3.L)

I en regelbunden femhorning drages diagonalerna fran ett horn. Femhor-
ningen delas darvid i tre trianglar. Bestam forhallandet mellan ytorna av tva
narliggande trianglar. (Mars 40.5. L)

En regelbunden nioh6érnings minsta diagonal dr 7 cm. Berdkna dess storsta
diagonal. (Jan.37.1.1)

Itriangeln ABC ar vinkeln A 43,60°, sidan AB 13 cm och den inskrivna cirkelns
radie 4 cm. Berdkna triangelns dvriga vinklar. (Jan.41.4.1)

En kvadrat ar inskriven i en annan kvadrat pa det satt, att den forras horn
ligger pd var sin av den senares sidor. Hur stora vinklar bildar den ena kvadra-
tens sidor med den andras, da kvadraternas ytor forhaller sig till varandra
som 3 till 4? (H.25.1.R)
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30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

[ en ratvinklig triangel ar den inskrivna cirkelns radie % av den ena kateten.
Berdkna triangelns spetsiga vinklar. (Aug. 45.2.1)

I et cirkelsegment ar kordan 6 cm och hojden 4 cm. Berdkna segmentets yta.
(Aug.42.3.1)

AB dr en korda i en cirkel; C och D ar tva punkter pa kordan sa belagna, att
AC = CD = DB; E ar mittpunkten pa den mindre cirkelbagen AB. Hur stor
medelpunktsvinkel upptar kordan AB, da vinkeln CED ar 64°?

(Aug. 48.3.L)
Sok vinklarna i en ratvinklig triangel, som ar sa beskaffad, att medianen till
ena kateten ar vinkelrat mot medianen till hypotenusan. (V. 26.3.R)

I en likbent triangel drages medianerna mot de bada lika sidorna. Hur stora
skall triangelns vinklar vara, for att dessa medianer skall vara vinkelrdta mot
varandra? (V.32.4.1)

Bestam vinklarna i ett parallelltrapets, som uppfyller foljande villkor. De tva
icke-parallella sidorna samt den mindre av de parallella sidorna ar alla tre lika
langa. Drages genom diagonalernas skarningspunkt en rat linje parallell med
de bada parallella sidorna i trapetset, sa delar den de icke parallella sidorna i
forhallandet 3 : 5. (H.27.1.R)

I en likbent triangel drages en transversal parallellt med basen genom den
inskrivna cirkelns medelpunkt. Transversalen delar triangelns yta mitt itu.
Berdkna triangelns vinklar. (Nov. 45.2. L)

Hur stor ar toppvinkeln i en likbent triangel, om triangeln genom en med
basen parallell transversal kan uppdelas i en triangel och en fyrhérning, som
har lika stora ytor och lika stora omkretsar? (Jan.39.5.L)

Berdkna vinklarna i ett parallelltrapets, da man vet, att de icke parallella
sidorna ar lika stora sinsemellan och lika med den storre parallella sidan samt
att desamma, i fall de utdrages, tillsammans med den mindre parallella sidan
bildar en triangel av samma area som parallelltrapetsets. (V.15.1.R)

De bada icke parallella sidorna i ett parallelltrapets, vars omkrets dr 32 cm,
forlanges, tills de rakas. De har da forlangts 6 cm respektive 8 cm. Ytan av den
utanfor trapetset belagna triangeln ar 4/s av trapetsets yta. Berdkna trapetsets
sidor och spetsiga vinklar. (Mars 49.5.L)

I en likbent triangel ar den omskrivna cirkelns radie fyra ganger sa stor som
den inskrivna cirkelns radie.Berdkna triangelns vinklar. (V.26.7.L)

Pa en diameteri en cirkel viljes en punkt 4, som delar diametern i férhallandet
1 : 3 och genom A drages en korda, som i A delas i férhallandet 3 : 4. Berdkna
vinkeln mellan diametern och kordan. (Aug. 36.5.1)

[ en likbent triangel tangerar den inskrivna cirkeln en av de lika stora sidorna
i en punkt, som ligger mitt emellan triangelns spets och skiarningspunkten
mellan sidan och bisektrisen till den motstdende vinkeln. Berdkna triangelns
vinklar. (Mars 46.6.L)

I en likbent triangel ar en kvadrat inskriven. Av kvadratens horn faller tva
pad den ena av de lika sidorna, det ena i dess mittpunkt. Berdkna triangelns
vinklar. (Jan.37.8.L)

3
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44,

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

b)

I triangeln ABC ar vinkeln A rit, sidan AB 2 cm och vinkeln B 40°. Bisektrisen
till sistndmnda vinkel, som skdr AC i D, utdrages till E, sa att BD = DE.
Berakna vinklarna i triangeln AEC. (Nov. 46. 3. ak.)

(R) Tva liksidiga trianglar, vardera med sidan a, tdcker varandra fullstdndigt.
Man vrider den ena triangeln 90° kring en mot trianglarnas plan vinkelrat
axel genom trianglarnas gemensamma tyngdpunkt. Darefter sammanbindes
trianglarnas hérnpunkter, sa att en konvex sexhorning uppkommer. Bevisa,
att denna ar likvinklig, och berdkna den exakta langden av dess omkrets.
(Mars 44. 3. a.k)

(R) Genom mittpunkten M pa sidan AB i den liksidiga triangeln ABC drages en
linje, som skar AC i D och forldngningen av BC i E, s att MD = DE. Berdkna
vinkeln AMD. (Mars 46. 2. a.k)

I en likbent triangel drages fran basens ena dndpunkt en linje, som delar
motstaende sida i forhallandet 1 : 2. Vinkeln mellan den dragna linjen och
basen ar 60°. Berdkna triangelns vinklar. (Aug. 35.1.R)

(R) I triangeln ABC ar vinkeln A = 90°, sidan AB = 2 cm och sidan AC =

1 cm. Fran mittpunkten D pa AB drages en rét linje, som skidr BC i E och

forlangningen av ACi F, s att DE : EF = 2 : 1. Hur stor ar vinkeln BED?
(Aug. 50. 4. a.k)

(R) I en ratvinklig triangel ABC ar hypotenusan BC 27 cm. Den linje, som
forenar den inskrivna cirkelns medelpunkt med B, ar 12 cm. Bestam triangelns
spetsiga vinklar. (Nov. 46. 6. L)

(R) Fran en punkt P utanfor en cirkel drages tangenterna och en linje, som skar
cirkelni tva punkter, A och B, sd att PA = AB. Vinkeln mellan tangenterna, som
ar 60°, delas genom linjen PB i tva delar. Hur stora ar dessa? (Jan. 43.7.L)

[ triangeln ABC ar AB = AC. Sammanbindningslinjen mellan B och den in-
skrivna cirkelns medelpunkt O utdrages och tréffar AC i D. Berdkna triangelns
sidor och vinklar, dd BO ar 3 cm och OD 2 cm. (Aug. 46.8.L)

En liksidig triangel ar inskriven i en cirkel. Fran ett av triangelns hérn drages
tva kordor, vilka av den motstaende triangelsidan delas i forhallandet 4 : 1.

Bestam vinkeln mellan dessa kordor. (Mars 50.8.1)
(R) I triangeln ABC ar AB en langdenhet, vinkeln B 45° och vinkeln C 30°.
Bestdm det exakta vardet av sin A. (Mars 43.6.L)

problem, vilkas 16sning forutsitter kinnedom om sinus, co-

sinus och ytteoremen samt “tangenten for halva vinkeln”

54.

55.

[ ett parallelltrapets ar de parallella sidorna 3 cm och 6 cm. En av de 6vriga
sidorna ar 4 cm och bildar med den storre av de parallella sidorna en vinkel
av 66,42°. Berdkna trapetsets 6vriga vinklar. (Jan. 43.2.L)

I en triangel ar tva sidor 7 cm och 9 cm och medianen till den tredje sidan
4 cm. Sok triangelns vinklar. (Jan. 47.1.L)
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56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

I en parallellogram forhaller sig narliggande sidors langder som 2 : 7 och
diagonalernas ldngder som 3 : 4. Hur stora ar parallellogrammens vinklar?
(Nov.52.1.ak))

[ triangeln ABC ar AB = 12 cm, BC = 20 cm och vinkeln A = 60°. Hur stor
vinkel bildar bisektrisen till vinkeln A med sidan BC? (Aug.36.2.L)

I en triangel ar en vinkel 41,26°, en narliggande sida 3,4 dm och en motstaende
sida 2,9 dm. Berdkna de 6vriga vinklarna. (Mars 36.1.L)

[ en likbent triangel bildar medianen till en av de lika stora sidorna en vinkel
av 80° med denna sida. Berdkna triangelns vinklar i det ena av de bada fall,
som dr mojliga. (Nov. 43.2.a.k)

I en triangel ABC ar sidan AC 109 m, sidan AB 97 m och vinkeln C 32,9°. Hur
manga dylika trianglar finns, och hur stor ar den tredje sidan? (V. 32.7.L)

Tvéa sidor i en triangel 4r 7 cm och 8 cm. Vinkeln, som star emot den forra, ar
50°24'. Hur stor ar triangelns yta? (V.27.2.L)

I en parallellogram ar en sida 8 cm och en diagonal 25 cm. Vinkeln mellan
dessa linjer ar 24,14°. Vilka vinklar bildar parallellogrammens sidor med
varandra? (Nov.40.3.L)

En sida i en triangel delas av tangeringspunkten fér den inskrivna cirkeln i
delarna 9 cm och 11 cm. Triangelns yta ir 66 cm?. Berikna triangelns storsta
vinkel. (Jan. 49.5.L)

[ triangeln ABC ar sidan AB = 2,4 cm, sidan AC = 4,5 cm och ytan = 2,7 cm?,
Berikna triangelns vinklar i de bada fall, som &r méjliga. (Nov.41.6.L)
I en triangel ABC ar AB = 10 cm, BC = 6,5 cm och vinkeln A = 36,3°. P4 AB
viljes en punkt D s§, att AD = 3,5 cm. Berédkna ldngden av CD.

(Nov. 38.2.a.k.)
I fyrhérningen ABCD &r AB och CD vardera 3 cm, AD 8 cm samt vinkeln A
60° och vinkeln B 110°. Berdkna vinklarna € och D i de bada fall, som ar
moijliga. (Mars 46.5.L)

I triangeln ABC dr AB = 12dm, BC = 6 dm och CA = 9 dm. Punkten D pa
AC ar savald, att AD : DC = 2 : 1. Hur lang ar sammanbindningslinjen
BD? (Nov.37.2.L)

I triangeln ABC ar vinkeln C = 60° och sidan AB = 31 m. P4 AC viljes en
punkt D s3, att AD blir 20 m. BD blir da 21 m. Berdkna CD.  (Aug. 39.5.L)

Tva sidor i en triangel ar 11 cm och 22 cm. Mellanliggande vinkels bisektris
ar 12 cm. Berdkna triangelns vinklar. (H.26.2.L)

I en triangel forhaller sig tva sidor som 1 : 2. Bisektrisen till den mellanlig-
gande vinkeln ar lika 1ang som den tredje sidan. Berdkna triangelns vinklar.
(Jan.53.1.ak)
[ en triangel forhaller sig tva sidor som 9 : 13. Den tredje sidan ar lika lang som
den mot densamma dragna medianen. berdkna triangelns storsta vinkel.
(Jan. 45.2.L)

[ fyrhérningen ABCD ar AB 16 cm, BC 16 cm, CD 6 cm, DA 14 cm samt diago-
nalen AC 16 cm. Berdkna den andra diagonalens langd. (Jan. 49.2.L)

5
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73.

74.

75.

76.

77.

78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

86.

87.

Tva trianglar har lika stora ytor. Sidorna i den ena dr 40 cm, 60 cm och 80 cm.
Vinklarna i den andra ar 40°, 60° och 80°. Berdkna den minsta sidan i den

senare triangeln. (Mars 43. 3. a.k.)
I triangeln ABC ar vinkeln B = 21,1°, AB = 10 cm och AC:s projektion pa
BC = 10,5 cm. Berdkna den omskrivna cirkelns radie. (Aug.37.4.L)

I en cirkel ar en 5 m lang korda AB dragen. Genom A ar en tangent dragen
och pa densamma ar avsatt AC = 6 m. Strackan BC delas da mitt itu av
cirkelperiferin. Berdkna vinkeln BAC. (Mars 38.3.L)

Tva kordor AB och CD i en cirkel skir varandra inom cirkeln i en punkt E,
saatt AE = 1cm, BE = 8cm, CE = 3 cm och vinkeln AEC = 60°. Berakna
radien i den cirkel, som kan omskrivas kring triangeln BED. (Jan. 44. 3. L)

En fyrhorning ABCD éar inskriven i en cirkel. Diagonalerna AC och BD skar
varandra i punkten E, sa att vinkeln AEB 4r 60°. Vidare ar AE 8 cm, CE 3 cm,
BD 10 cm och BE storre dn DE. Berdkna radien i cirkeln. (Mars 52. 4. a.k.)

En diameter i en cirkel delar en korda i forhallandet 3 : 4 och delas sjalv av
kordan i delar, som ar 2 cm och 3 cm. Berdkna vinkeln mellan diametern och
kordan. (Mars 41.6.L)

[ triangeln ABC dr AB 11 cm, BC 20 cm och CA 13 cm. Med A som medelpunkt
ritas en cirkel, vilken tangerar sidan BC. Berdkna langden av den cirkelbage,
som ligger inom triangeln. (V.35.6.L)

Triangeln ABC ar inskriven i en cirkel. AB = 5cm, AC = 7cmoch BC = 9cm.
Bisektrisen till vinkeln A drages och rakar cirkeln i D. Hur langa ar kordorna

BD och CD? (Mars 39.6.1)
I en triangel ABC &r vinkeln A = 75,88°, sidan AB = 9 cm och vinkeln B:s
bisektris = 10 cm. Berdkna sidan BC. (Mars 39.4.1)

[ fyrhorningen ABCD éar sidan AB 5 cm, sidan BC 12 cm och sidan €D 20 cm.
Vinkeln B ar 90° och vinkeln C 104°. Berdkna sidan AD samt vinklarna A och
D. (Jan.39.7.1)

Vinkeln vid spetsen i en likbent triangel delas genom en rat linje i forhallandet
2 : 3.Den ndmnda linjen bildar med basen en vinkel av 85°. I vilket forhallande
delar linjen triangelns yta? (Jan. 41.3.L)

I en triangel ar en vinkel 60°. Bisektrisen till denna vinkel delar den motsta-
ende sidan i férhallandet 3 : 4. Sok triangelns 6vriga vinklar. (Aug. 45.5.L)

[ triangeln ABC ar vinkeln A 40°. Bisektrisen till vinkeln B skar sidan AC i D.
Ytan av triangeln BCD &r dubbelt sa stor som ytan av triangeln ABD. Berdkna
de obekanta vinklarna i triangeln ABC. (Nov.35.3.L)

I en given triangel ar en sidas langd 2/5 av summan av de bada andra sidornas
langder. Bisektrisen till den vinkel i triangeln, som star mot den forstndmnda
sidan, delar triangeln i tvenne deltrianglar, vilkas ytor forhalla sig som 4 : 1.
Berdkna triangelns vinklar. (H.28.2.L)

Triangeln ABC ar inskriven i en cirkel. Vinkeln A ar 120°, sidorna AB och AC
5 cm respektive 3 cm. Hur stor dr ytan av det cirkelsegment, som har B( till
korda och som ligger helt utanfér triangeln? (Mars 41.4.L)
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88.

89.

90.

91.

92.

93.

94.

95.

96.

97.

98.

99.

100.

101.

102.

I en triangel ar en vinkel 120°. Bisektrisen till denna vinkel delar motstaende
sidaitvenne delar med ldngderna 3 och 4 dm. Berdkna triangelns évriga sidor
och vinklar. (V.31.2.L)

Bisektrisen till vinkeln A i en parallellogram ABCD skar sidan BC i dess mitt-
punkt E. Strackan AE &r 3/s av diagonalen AC. Berdkna parallellogrammens
vinklar. (Mars 53.6.L)

I en triangel, vars yta dr 210 cm?, dr tva héjder 16,8 cm och 15 cm. Beridkna
den vinkel, som dessa hojder bildar med varandra. (Nov.39.4.L)

I fyrhérningen ABCD ar AB = AD = 4cmoch BC = CD = 5cm. Vinkeln 4 dr
110°. Berdkna den i fyrhoérningen inskrivna cirkelns radie. (Mars 49. 1. a.k.))

[ ett parallelltrapets ar de parallella sidorna 2 dm och 4 dm samt diagonalerna
3 dm och 4,5 dm. Berdkna vinkeln mellan diagonalerna. (Nov.39.2.L)

En fyrhornings sidor ar i ordning 3, 4, 5 och 6 m; diagonalen, som samman-
binder de bada forstas skiarningspunkt med de bada senares, dr 7 m. Hur lang
ar den andra diagonalen? (V.95.R)

Pa enradie OA i en cirkel med medelpunkten O tages punkten P, si att PO blir
en tredjedel av radien. Genom P drages kordan BC,sa att BP : PC =7 : 8.1
vilket forhallande delas cirkelsektorn O AB:s yta av linjen BP?  (Jan. 40. 6. L)

[ triangeln ABC ar vinkeln A 66,7°. Mittpunktsnormalen till sidan BC traffar
sidan AB i punkten D, sa att AD : DB = 1 : 2. Berdkna vinklarna B och
C. (Jan. 44. 2. a.k.)

A, B, C, D och E ar fem pa varandra f6ljande horn i en regelbunden niohdrning.
[ vilket forhallande delas diagonalen AD av diagonalen CE? (V.33.3.R)

Tva vinklari en triangel ar 58° och 74°. Radien i den kring triangeln omskrivna
cirkeln ar 40 cm. Hur stor ar radien i den i triangeln inskrivna cirkeln?
(Aug. 35.6.R)

Sidan och diagonalen i en kvadrat véljes till kateter i en ratvinklig triangel.
Berdkna vinkeln mellan medianen mot hypotenusan och medianen mot den
langre av kateterna. (Aug. 51. 2. a.k))

En regelbunden femuddig stjdrnas spetsar sammanfaller med hdrnen i en
regelbunden femhorning, som ar inskriven i en cirkel med 5 cm radie. Stjar-
nans begransningslinjer utgor delar av diagonalerna i nimnda femhorning.
Berdkna stjarnans yta och ange vardet i saval exakt som approximativ form.
(Aug. 45.1.ak)

Vinkeln A i triangeln ABC ar 43,30°, vinkeln B 27,39°. P4 BC viljes en punkt
D, sa att vinkeln DAC blir 30°. S6k forhallandet mellan ytorna av trianglarna
BAD och CAD. (Aug. 41.3.L)

[ en triangel, vars yta ar 8 cm?, ar en vinkel 30°. Bisektrisen till denna vinkel
delar den motstaende sidan i forhallandet 1 : 2. Berdkna langden av denna
sida. (Aug. 44.5.L)

En fyrsiding med sidorna i ordning 1, 2, 3, 4 meter later inskriva sig i en
triangel. Berdkna fyrsidingens yta. (H.10.R)
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103.

104.

105.

106.

107.

108.

109.

110.

111.

112.

113.

114.

115.

116.

117.

118.

I en triangel ar summan av tva sidor 19 cm, den mellanliggande vinkeln 30°
och ytan 21 cm?. Berikna triangelns sidor och évriga vinklar. (Mars 42. 4. L)

I en triangel r en sida 8 dm, triangelns yta 4 dm? och den kring triangeln
omskrivna cirkelns radie 5 dm. Berdkna triangelns vinklar. (V.47.4.R)

I en ratvinklig triangel ar avstanden fran den omskrivna cirkelns medelpunkt
till de bada spetsvinkliga triangelh6rnen respektive 200 och 300 mm. Berdkna
hypotenusans langd. (V.26.3.L)

I en triangel dr en sida 4 cm och summan av de évriga sidorna 11 cm. Medel-
proportionalen till de in- och omskrivna cirklarnas radier ar 2 cm. Bestam
triangelns sidor och stérsta vinkel. (Aug. 40.6.L)

Med sidan BC i triangeln ABC som diameter uppritas en cirkel, som skiar AB
DochACiE.OmAD : BD =5 :30chAE : CE = 2 : 3, hur stora ar vinklarna
i triangeln ABC? (Nov.47.6.L)

Kring en cirkel med 1 dm radie har man omskrivit en triangel, i vilken en
sida 4r 3 dm och en av de vid denna sida staende vinklarna ir 60°. Berdakna
triangelns 6vriga vinklar. (H.33.7.L)

En fyrhérning ABCD ér inskriven i en cirkel. AB dr 12 cm och CD 6 cm. AB
och DC utdrages (at B respektive C till) och skar varandra i E under 30° vinkel.
BE ar 8 cm. Berdkna fyrhérningens yta och vinklar. (Nov.39.7.L)

I en triangel ABC ar sidan AB 96 cm, vinkeln 4 30° samt den kring triangeln
omskrivna cirkelns radie 50 cm. Hur stora ar sidorna AC och BC?
(V.32.1.R)

[ triangeln ABC dr AB = 5dm, BC = 4 dm. Genom B drages en rit linje BD,
som rdkar ACiD.Manvet,att AD : DC =5 : 2 och att AABD = 45°. Berakna
vinklarna i triangeln ABC. (Nov.37.7.L)

Bisektrisen BD i triangeln ABC ar 12 cm och vinkeln BDA 60°. Sidorna AB och
BC forhaller sigsom 2 : 3. Bestdm sidan AC och vinkeln BAC. (Mars 51. 6. L)

Berdkna ytan av en triangel, i vilken den inskrivna cirkelns radie dr 1 cm, en
sida dr 4 cm och en intill denna sida liggande vinkel ar 60°.  (Nov. 42. 4. R)

(R) I'en triangel ABC ar sidan BC 4,5 cm och vinkeln 4 37,9°. Sidan BC tages
till diameter i en cirkel, som skér de 6vriga sidorna i D och E. Bestdm ldngden
av strackan DE. (Jan.44.8.1)
En fyrhorning, vars sidor i ordning &r 3, 6, 9 och 12 cm ar inskriven i en cirkel.
Den forsta och den tredje sidan forlénges, tills de skar varandra. Hur stora ar
forlangningarna, och vilken vinkel bildar de med varandra? (Mars 45. 3. L)
(R) Vinkeln mellan de linjer, som i en romb forenar en sidas mittpunkt med

den motstdende sidans dndpunkter, ar 45°. Berdkna rombens vinklar.
(Aug.42.3.ak)

(R) I'en triangel ABC ar vinkeln C = 100° och CA : CB = 5 : 3. Medianen till
sidan AB utdrages, tills den skir den kring triangeln ABC omskrivna cirkeln i
D.Visa,att DB : DA =5:3. (Nov. 42.7.ak)

(R) I triangeln ABC ar den inskrivna cirkelns radie % av triangelns omkrets

och % av héjden mot sidan AB. Berdakna vinkeln C. (Mars 53. 6. a.k.)
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119.

120.

121.

(R) Genom en punkt pa en diameter i en cirkel med radien 13 cm drages tva
kordor, vilka med diametern bildar vinklar pa 30°. Dessa kordor har langden
24 cm. Tva pd samma sida om diametern liggande &ndpunkter pa kordorna
sammanbindes. Berdkna ldngden av denna sammanbindningslinje.

(Jan.42.8.1)
(R) I'triangeln ABC ar vinkeln A dubbelt sa stor som vinkeln B. Sidan AB ar
5 cm och sidan AC 4 cm. Berdkna triangelns vinklar. (Mars 52.8.L)

(R) I fyrhérningen ABCD éar vinkeln A 100° och sidorna AB och AD lika stora.
Den kring triangeln ABD omskrivna cirkeln delar sidorna BC och CD mitt itu.
Berikna fyrhorningens obekanta vinklar. (Jan. 48.7.L)

c) nagra trigonometriska tillampningar inom faltmétning, na-
vigation m.m.

122.

123.

124.

125.

126.

127.

128.

Tva fartyg A och B styr samma kurs men med olika hastighet. Vid ett till-
falle, da avstandet mellan dem ar 5,4 sjomil, synes B fran A 47° vanster om
kursriktningen. Hur stort ar avstandet mellan dem vid ett senare tillfalle, da
motsvarande vinkel ar endast 32°7? (Aug.37.3.1)

En angare befinner sig 8 mil nordost om en fyr och gar med en hastighet av
2 mil i timmen mot sydsydvast. Efter hur lang tid befinner den sig rétt soder
om fyren? (V.25.3.L)

For att bestimma avstandet mellan ett strandat fartyg A och ett skér B, som
lag mellan fartyget och stranden, uppmaétte man pd stranden en punkt C, som
lag i rat linje med A och B, en baslinje CD = 250 m. Vidare mattes vinklarna
BCD = 84°, BDC = 83° och ADC = 86°. Berdkna avstandet AB.

(Aug. 43.3.L)

Fran en angare, som med Konstant hastighet gar i nordostlig riktning, siktar

man KL 8 en fyr i en riktning, som fran norr avviker 20° mot dster. K. 9 ser

man fyren rakt i norr. Hur dags kan man véanta sig se fyren rakt i vaster?
(Mars 41. 2. L)

Fran ett skepp, som seglar fran séder mot norr, observeras tva fyrar rakt i
vaster. Efter en timmes seglats synes den ena av dessa fyrar i sydvast, den
andra i sydsydvast. Avstandet mellan fyrarna dr 8 km. Berdkna skeppets has-
tighet. (V.19.2.R)

Ett trad star i en plan sodersluttning. Fran en punkt pa marken 34 m rakt
vaster om detsamma synes det under en synvinkel av 36,2°. Fran en punkt pa
marken 52 m rakt séderut fran tradets fot synes tradet undeer en synvinkel
av 22,1°. Berdkna markens lutning mot horisonten. (Nov. 38.7.L)

Fran ett flygplan siktas foten och toppen av en radiomast under depressions-
vinklarna (djupvinklarna) 8,9° resp. 8,1°. Masten ar 63 m hog. Hur stort ar
avstandet mellan radiomastens fot och den punkt pa marken, som vid tillféllet
i fraga ligger rakt under flygplanet? Markytan kan betraktas som horison-
tell. (Jan. 54.3.L)
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129.

130.

131.

132.

133.

134.

135.

Ett fartyg A gick med 20 knops fart i ostnordostlig riktning. D4 man ombord
pa A siktade en hamn i sydostlig riktning pa 15 sjomils avstand, sdg man ett
fartyg B lamna densamma. Det senare fartyget hade en hastighet av 16 knop.
Efter en halvtimmes forlopp, under vilken tid de bada fartygen niarmat sig
varandra, 1ag de i rat linje med hamnen. Bestam B:s kurs och dess avstand till
A vid det senare tillféllet. 1 knop = 1 sjomil per timme. (Mars 40. 3. a.k)

(R) Man har uppmatt avstandet mellan tre punkter 4, B och C pa en horisontell
slatt och funnit AB = 92,5, BC = 60,1 och AV = 110,4m. I en punkt P,
beldgen pa forlangningen av AB at B till, har man uppmitt vinkeln BPC, som
befunnits vara 12,5°. Hur stort ar avstandet PC? (H.11.R)

Frdn en hamn A avgdr en angbat med en hastighet av 2 mil i timmen i riktning,
som fran norr avviker 30° mot Oster. Tre timmar senare avgar fran en annan
hamn B, som ligger 16 mil rakt dster om A4, en motorbat med en hastighet av
7 mil i timmen. Vilken kurs bor motorbaten halla for att sammantréffa med
angbaten? (Aug.43.8.1)

(R) Ett flygplan P, som befinner sig 6ver havet, iakttages i samma vaderstreck
fran tva observationspunkter pa fastlandet, A och B, i det 6gonblick da det
passerar vertikalplanet genom A och B. Punkten A ligger vid stranden i niva
med havsytan, punkten B 600 m éver havsytan. Fran A syns P och B under
elevationsvinklarna 54,1° respektive 21,1°. Vinkeln mellan syftlinjerna BP
och BA ar 43,9°. Berakna flygplanets hojd 6ver havsytan. (Mars 47.5.1)

(R) For att bestaimma hojden av en bergstopp P har man uppmatt en baslinje
AB = 198 m i en sadan riktning, att vertikalplanet genom AB gar genom
P. Baslinjen ar ej horisontell, utan andpunkten B, som ar ndrmast P, ligger
8,4 m hogre dn A. Syftlinjerna AP och BP bildar vinklarna 25,7° och 31,8° med
horisontalplanet. Bestdm hojdskillnaden mellan P och B. (V.36.2.ak)

(R) Fran tva orter, som ligger pa samma meridian och vilkas geografiska bredd-
skillnad &r 82°40' (Kap Farvel pd Gronland och Rio de Janeiro) observeras
manen samtidigt, dd den passerar meridianen. Manens hojd éver horisonten
befinnes vara pa Kap Farvel 43°26' och i Rio de Janeiro 52°39'. Berdkna harav
manens avstand fran Rio de Janeiro vid tillfallet i fraga. (Jorden antages vara
sfarisk och dess radie = 6366 km). (Mars 51. 5. a.k)

(R) Fran en punkt P syns spetsarna av en flaggstang A och ett torn B i rit linje
under hojdvinkeln 13,56°. Om man hérifran avldgsnar sig 50 m i riktning fran
tornet till en punkt Q med samma hojdniva som P och beldgen i samma plan
som 4, B och P, syns spetsarna av A och B under héjdvinklarna 6,38° resp.
12,52°. Berdkna avstdndet mellan flaggstdngen och tornet. (Mars 37.5. a.k))

d) nagra bevis

136.

10

[ triangeln ABC ar vinkeln A rat. Bevisa, att

_A_sinB+sir1C V.25 4 L
st " cosB + cosC (V.25.4.1)
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137.

138.

139.

140.

141.

1 1
Flera fysikaliska formler (t.ex. linsformeln) kan skrivas p + 3= F Da tvd av

storheterna a, b och f ar kdnda, kan man bestimma den dterstaende genom
att anvanda ett s.k. nomogram. Detta utgores har av en triangel AOB, dar
vinkeln O = 120°, sidan OA = b, sidan OB = a samt ldngden av bisektrisen
till vinkeln O = f. Visa, att

! + 1_1 Mars 42.4.ak

TETF (Mars 42.4.ak)
Fran hornet A i triangeln ABC drages en rat linje till en punkt D pa sidan BC
eller dess forlangning. Bevisa, att i bada fallen giller sambandet

BD AB sinBAD

DC ~ AC sinDAC’
En sidan i en triangel delas av bisektrisen till den motstaende vinkeln i forhal-
landet 5 : 7 och av tangeringspunkten for den inskrivna cirkeln i forhallandet

3 : 5. Visa, att en vinkel i triangeln ar aritmetiskt medium till de 6vriga vink-
larna. (Nov.42.7.L)

(R) I en ratvinklig triangel med ytan T uppritas den inskrivna cirkeln. Férenas
tangeringspunkterna med varandra, erhélles en en triangel med ytan t. Bevisa,
att forhallandet ¢t : T ar lika med forhallandet mellan den inskrivna cirkelns
radie och hypotenusan. (Aug. 47.4..a.k)

(Aug. 47.2.L)

(R) I ett parallelltrapets ar de parallella sidorna a och b, de 6vriga sidorna ¢
och d samt diagonalerna e och f. Visa, att e? + f2 = c? + d? + 2ab.
(Aug. 38.8.a.k)

Serier

a)
142
143
144
145

146

147

andliga geometriska serier

. [ en avtagande geometrisk serie ar skillnaden mellan forsta och femte termen
tre ganger sa stor som skillnaden mellan andra och fjarde termen. Berdkna

seriens kvot. (H.25.2.L)

. I en geometrisk serie dr summan av 1:a och 4:e termen = 1085 och summan

av 2:a och 3:e termen = 210. Vilken ar denna serie? (V.24.1. L)

. [ en geometrisk serie 4r summan av de 3 forsta termerna 351 och summan av

de foljande 13. Hur stor ar seriens 7:e term? (V.17.1.L)

. I en geometrisk serie med reella termer dr summan av de tva forsta termerna

16 och summan av de fyra foljande 15. Vilken ar serien? (Jan. 45.1.a.k))

. [ en geometrisk serie 4r summan av de fyra forsta termerna = 26 och summan
av de andra och tredje termerna = —5. Sok forsta termen och kvoten.

(Aug.41.2.1)

. I en geometrisk serie 4r summan av de tio férsta termerna 33 ganger sa stor
som summan av de fem forsta. Den sjitte termen ar 24 enheter storre dn den
fjarde. Vilken ar serien? (Nov. 40.1.L)

11
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148.

149.

150.

151.

152.

153.

154.

155.

156.

157.

I en ratvinklig triangel bildar sidornas matetal en geometrisk serie. Bestim
triangelns minsta vinkel. (Nov.50.1.L)

I en triangel bildar sidornas langder en geometrisk serie, och den minsta
sidan ar % av omkretsen. Berdkna triangelns storsta vinkel. (Mars 44. 3. L)

[ triangeln ABC bildar sidorna BC, AC och AB i nimnd ordning en stigande
geometrisk serie. Bisektrisen till vinkeln C delar motstaende sida i forhéllan-
det 2 : 3. Berdkna triangelns vinklar. (Mars 41.8.L)

Bevisa, att om a, b, ¢ och d i ndmnd ordning ar pa varandra foljande termer i
en geometrisk serie, sa ar

(b—c)%+ (c—a)?+(d—Db)? = (a—d)> (Jan. 44.3.ak)

Tva geometriska serier bestar av vardera tre termer. Forsta termen i bada
serierna = 1. Andra och tredje termerna i den andra serien erhélles av mot-
svarande termer i den forsta serien genom subtraktion med 2 respektive
division med 4. Bestdm serierna. (Jan. 40.3.L)
Man betraktar de bada serierna z, Z, 33—2, 12—8, ..och1, %, i, %, ... Visa, att
om man i den forsta serien tar summan av ett godtyckligt antal pa varandra
foljande termer fran och med den forsta termen riaknat, s kan man alltid
i den andra serien finna ett antal pa varandra foljande termer fran borjan

raknat, vilka har samma summa. (V.34.7.L)

(R) Summan av alla termerna i en geometrisk serie med kvoten 2 ar 381;
summan av de tva sista termerna ar 288. Vilken ar serien? (Aug. 41. 3. a.k)

(R) I en geometrisk serie med nio termer dr den andra termen = 2, och
produkten av alla nio termerna ar 1728. Berdkna seriens summa.
(Jan.37.7.R)

Tva geometriska serier har bada kvoten 2. Av den forsta serien, vars forsta
term ar 1, medtages dubbelt s3 manga termer som av den andra, vars fors-
ta term ar 43. Hur mdnga termer maste minst medtagas, for att den forsta
seriesumman skall éverstiga 3 ganger den senare? (Mars 38.5. a.k)

(R) For rektangulart papper m.m. anvandes i viss utstrackning de s.k. DIN-
formaten. De erhadlles genom successiva vikningar av ett grundformat pa
sadant sitt, att samtliga format blir likformiga. Grundformatet bendmnes
AO0; dess yta dr 1 m?. Genom att vika detta mitt itu, s att rektangelns lingre
sidor halveras, erhéller man formatet A1. Dess yta blir alltsa halften av av
AO:s yta. Genom att vika A1 pa samma séatt erhdller man A2, osv. Bevisa,
att om A1 ar likformigt med A0, sa blir samtliga 6vriga format likformiga
med dessa. Bestam forhallandet mellan den stérre och den mindre sidan
i formaten. Berdkna langden av sidorna i formatet A6 (brevkortsformat),
uttryckt i mm. (Nov.41.7.ak)

b) oandliga geometriska serier

158.

12

I en konvergent odndlig geometrisk serie ar forsta termen 4. Hur stor ar
kvoten, dd summan av termerna fr.o.m. den tredje ar 9? (Nov.47.2.L)




“Thornqvist_uppgifter2” — 2018/11/16 — 17:51 — page 13 — #19

159.

160.

161.

162.

163.

164.

165.

166.

167.

168.

169.

170.

171.

Utveckla 1,2 i en odndlig geometrisk serie, vars kvot ar kvadraten pa den
férsta termen. (H.19.2.L)

En odndlig, avtagande geometrisk serie har andra termen = 1 och summan
= 8. SOk forsta termen och kvoten. (H.23.1.L)

En odndlig geometrisk series tredje term ar 6. Den andra termen ar 2/o av
seriens summa. Berdkna den forsta termen. (Jan.37.5.1)

[ en odndlig geometrisk serie med positiva termer ar summan av de sex forsta
termerna 63 och summan av alla de darpa foljande 1. Bestam seriens kvot
och forsta term. (Aug.44.1.1)

I var och en av tva odndliga geometriska serier med reella termer ar forsta
termen 3. Seriernas kvoter ar varandras inverterade varden. Den ena serien
ar konvergent och den andra féljaktligen divergent. Summan av de 7 forsta
termerna i den ena serien ar 64 ganger sa stor som summan av de 7 forsta
termerna i den andra. Bestim summan av den konvergenta odndliga serien.
(Aug. 47.2.ak)

En divergent odndlig geometrisk series kvot dr en enhet storre an forsta
termen. Den serie som bildas av termernas inverterade varden, dr konvergent
och har summan 4/9. Vilken ar den ursprungliga serien? (Mars 46. 2. L)

I en konvergent odndlig geometrisk serie ar forsta termen 3. Summan av alla
termer med jamnt ordningsnummer ar 2. Berdkna summan av alla termer
med udda ordningsnummer. (Mars 51. 2. L)

Summan av en konvergent odndlig geometrisk serie ar 4. En annan dylik serie
bildas av var fjarde term i den forra serien fran och med den tredje termen.
Den nya seriens summa ar 1. Bestim den ursprungliga seriens kvot och forsta
term. (Nov. 49. 2. ak.)

I en konvergent odndlig geometrisk serie ar forsta termen lika med kvoten.
Man bildar en ny serie av termerna med ordningsnumren 3, 6, 9, ...Denna
series summa ar 1/3 av den ursprungliga seriens. Bestdm seriernas sum-
mor. (Jan.50.1.L)

Summan av en konvergent oandlig geometrisk serie forhaller sig till summan
av termerna med ordningsnumren 3, 5, 7, ...som 4 : 9. Summan av den ur-

sprungliga seriens bada forsta termer ar %. Vilken ar serien? (Aug.47.3.L)

For en konvergent odndlig geometrisk serie géller, att summan av termer-
na med udda ordningsnummer och summan av termerna med jamna ord-
ningsnummer &r rétter till ekvationen 2x2 + 3x — 2 = 0. Vilken &r seri-
en? (Jan.48.1.ak)

I en konvergent odndlig geometrisk serie dr produkten av den forsta och den
tredje termen 1. Summan av den odndliga serie, som bildas av termerna med
jamnt ordningsnummer, ar 1,8. Ange seriens tre forsta termer.

(Mars 54.1.L)

I en konvergent odndlig geometrisk serie &r summan medelproportional till
forsta och tredje termerna. Skillnaden mellan tredje och andra termerna ar
= 1. Bestdm seriens summa. (Aug. 40. 2. a.k.)

13
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172.

173.

174.

175.

176.

177.

178.

179.

180.

181.

182.

14

Summan av termerna i en odndlig geometrisk serie ar 1, och summan av
termernas kvadrater ar 2. Berdkna summan av termernas kuber.
(Jan. 41.2.L)

I en konvergent odndlig geometrisk serie ar summan av den forsta och den
fjarde termen 35 samt produkten av den andra och den tredje 216. Bestim
den oandliga seriens summa. (Aug.48.2.1)
I en konvergent odndlig geometrisk serie 4r summan av de de fyra forsta
termerna 45 och summan av de tva darpa foljande termerna 2%. Berdakna
seriens kvot och dess summa. (v.28.2.L)

I en konvergent odndlig geometrisk serie 4r summan lika med kvadraten
pa forsta termen, och fjarde termen ar 13/o mindre dn den forsta. Vilken ar

serien? (Jan. 44. 2. L)
De tre forsta termerna i en konvergent odndlig geometrisk serie dr 1, 1 — x
och 2 — x. Berdkna seriens kvot och fjarde term. (Nov.51.4.L)

Summan av termerna i en konvergent odndlig geometrisk serie ar 0, 9. Stry-
ker man i denna serie varannan term fr.o.m. den tredje, blir summan av de
aterstdende termerna 0,75. Ange den ursprungliga seriens tre forsta ter-
mer. (Nov.55.1.ak)

I en konvergent odndlig geometrisk serie multipliceras termerna i ordning
med 4, 20, 3, 4, 20, 3 osv. Summan av den pa detta sitt genom standigt
upprepad multiplikation med faktorerna 4, 20, 3 erhéllna serien ar 8 ganger
sa stor som den ursprungliga seriens summa. Bestdm kvoten i den sistndmnda
serien. (Aug. 54.4.L)

En odndlig series forsta term ar 1. Kvoten mellan en godtycklig term med
jamnt ordningsnummer och narmast foregdende termi serien ar 2, och kvoten
mellan en godtycklig term med udda ordningsnummer och narmast foregaen-

de term i serien ar 3 Bestam den odndliga seriens summa. (Mars 44.7.L)

I en konvergent odndlig geometrisk serie ar forsta termen 1. De 6vriga ter-
merna utgores av brak, som icke kan forkortas. Seriens forsta term bildar
tillsammans med téljarna i de f6ljande termerna en geometrisk serie med
kvoten 2 och tillsammans med ndmnarna en annan geometrisk serie. Vilken
ar den forstndmnda serien, om dess summa ar 4% ganger sa stor som dess
kvot? (Jan.45.7.1)

I var och en av tva konvergenta geometriska serier ar forsta termen lika med
kvoten. Den ena seriens summa ar hélften sa stor som den andras. Dividerar
man den forra seriens termer i ordning med den senares, erhaller man en
ny konvergent geometrisk serie, vars summa ar tre gdnger sa stor som den
storsta av de forstndmnda summorna. Berdkna de tre seriernas kvoter.
(Nov. 39.2.ak))

[ en odndlig konvergent geometrisk serie divideras var tredje term fran och
. g . : 13 .

med den tredje med 2. Darigenom blir seriens summa v det ursprungliga

vardet. Hur stor ar den givna seriens kvot? (Mars 39. 2. a.k.)
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183. I en oandlig, avtagande geometrisk serie med positiva termer inskjutes mellan
vart par av pa varandra foljande termer tva nya, sa att man far en ny dylik serie.
Vilken bor kvoten i den ursprungliga serien vara, ifall den nya seriens summa
ar dubbelt sa stor som den ursprungliga seriens summa? (H.24.6.L)

184. (R) Summan av de n forsta termerna av en konvergent odndlig geometrisk
serie dr 4 och summan av de darpa foljande 2n termerna ar 3. Bestim den
geometriska seriens summa. (Aug. 55. 3. a.k)

185. (R) Forsta termen i en odndlig geometrisk serie ar positiv. Mellan vilka varden
skall kvoten ligga, for att summan av de 20 foérsta termerna skall understiga
seriens summa med mindre dn 0, 1% av denna? Gransernas varden skall anges
approximativt med tre riktiga decimaler. (Aug. 43.5.a.k)

186. (R) Mellan vilka granser ligger kvoten till en odndlig, avtagande geometrisk
serie, om forsta termen ar storre an seriens halva summa och skillnaden
mellan forsta och andra termen dr mindre dn tredjedelen av seriens summa?

(H.29.3.R)

c) nagra planimetriska tillampningar pa oédndliga geometriska
serier

187. Tva obegransade rita linjer, a och b, skdr varandra under rat vinkel i 0. Pa
a valjes en punkt A; och pa b en punkt B, sa att 0A; blir dubbelt sa stor
som OB, Normalen i B; mot A;B; skdr aiA,, normalen i A, mot B;A, skar
biB,, normaleni B, mot A,B, skir a i A;. P detta satt konstrueras vidare
punkterna Bj, Ay, By, ... 1 oandlighet. Bestdm ldngden av den brutna linjen
A{B1A,B,A3B3A,.B, ... uttryckti strackan A, B;. (Mars 47.4.L)

188. [ en ratvinklig triangel, vars hypotenusa dr 10 meter och kateter x och y, gor
y med hypotenusan en vinkel = 30°. Om man nu fran den rata vinkelns spets
faller mot hypotenusan en vinkelrit linje x4; fran den punkt, dar den traffar
hypotenusan, en annan x, vinkelrat mot y; fran dess skdrningspunkt med y
ater x5 vinkelrat mot hypotenusan osv;; vad blir summan av samtliga linjerna
X, X1, X2, X3 ... 7 (H.89.R)

189. Striackan AA; = a ar given. 4, idr mittpunkten av AA;, A3 dr mittpunkten av
A414,, A, mittpunkten av 4,43, A5 mittpunkten av A34,, osv. Punkterna 4,
Ay, As, ..., A, ... ndrmar sig obegransat en viss punkt, da n vaxer dver alla
granser. Bestdm dennas avstand fran A. (Mars 39.8.1)

190. I en cirkel med radien R och medelpunkten 0, dr AB en diameter. Med A0,
som diameter uppritas en andra cirkel med medelpunkten O,; med 0,0, som
diameter en tredje cirkel med medelpunkten O3; med 0,05 som diameter
en fjarde cirkel med medelpunkten 0, osv. Pa detta satt erhalles en serie
cirklar, vilka avtar i storlek och av vilka var och en tangerar den narmast
foregdende innantill. D3 antalet cirklar vixer obegrinsat, narmar sig cirklar-
nas medelpunkter en viss punkt. Hur langt frdn A kommer denna punkt att
ligga? (Aug. 42.7.L1)

191. I en cirkel har man inskrivit en fyrhérning, vars sidor i foljd ar 2 cm, 6 cm,
6 cm och 2 cm. I denna fyrhorning inskrives en cirkel och i denna cirkel en ny

15
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192

193.

fyrhorning, likformig med den forstndmnda, i denna fyrhorning ater en cirkel,
i denna cirkel en med de ndmnda fyrhérningarna likformig fyrhérning osv. i
oandlighet. Berdkna summan av alla namnda cirklars ytor. (Aug. 39. 2. a.k))

. (R) I ett likbent parallelltrapets ABCD ar hdjden h och de parallella sidorna
AB och CD respektive a och b, dar a > b. Man konstruerar en {oljd av parallell-
trapets CDD,C,, C;D1D,C,, ..., likformiga med ABCD, sa att C; D faller inom
ABCD, C,D, inom CDD4C; osv. Da konstruktionen upprepas ett obegransat
antal ganger, kommer parallelltrapetsen att obegrdnsat avta i storlek och
slutligen ndrma sig en punkt P inom ABCD. Sok laget av punkten P, uttryckt i
a, b och h. (Mars 45. 6. a.k.)

(R) OAB ér en given cirkelsektor med medelpunkten O, medelpunktsvinkeln
AOB = 2v, som antages mindre dn 120°, och radien 0OA = OB = r.1 densam-
ma inskrives en ny sektor 0,4, B; med samma medelpunktsvinkel 2v, vars
medelpunkt 0, ligger i mittpunkten av bagen AB; radiernas andpunkter A
och B, ligger pa radierna OA resp. OB. I sektorn 0,4, B, inskrives pa analogt
satt en sektor 0,4, B, med medelpunktsvinkeln 2v, sa att sdlunda 0, ligger
i mittpunkten av bagen A,B; och att A, och B, ligger pa 0,4, resp. 0,B,.
[ sektorn 0,A4,B, inskrives pa analogt sitt en sektor 03A;B3; med medel-
punktsvinkeln 2v, osv. Man far pa detta sitt en oandlig foljd av sektorer, vilkas
medelpunkter obegransat narmar sig en viss punkt. Bestim denna punkts
lage. (V.33.8.R)

194. (R) I kvadraten ABCD, vars sida ar a, inskrives en kvadrat A;B,C;D; med

195.

196.

197.

16

A4 i mittpunkten av AB, B, i mittpunkten av BC osv. [ A{B{C,D inskrives
pa samma satt en ny kvadrat A,B,C,D, med A, i mittpunkten av A, B, osv.
1A,B,C,D, inskrives pa samma satt kvadraten A;B;C3D5 osv. i odndlighet.
Den spiralformigt brutna linjen A4,A,4¢ ... drages, och darigenom bildas en
oandlig f6ljd av trianglar AA;A4,, AyAzA,, A4AsAg, ... Hur stor ar summan av
alla dessa trianglars ytor? (Mars 36.4.R)

(R) Fran mittpunkten av sidan AB i en liksidig triangel ABC drages en per-
pendikel mot sidan BC, fran dess fotpunkt en perpendikel mot AC, fran dess
fotpunkt drages en perpendikel mot AB, fran dess fotpunkt en perpendikel
mot BC osv i samma ordning i odndlighet. Visa att dessa perpendiklar obe-
gransat ndrmar sig sidorna i en viss triangel. (V.18.6.R)

(R) En foljd av trianglar T4, Ty, T3,...Ty, ... ligger s3, att for varje heltalsvarde pa
n (n = 2) hornen ii triangeln T,, sammanfaller med tangeringspunkterna for
den i triangeln T,,_, inskrivna cirkeln. Hérnen i triangeln T,, betecknas med
A,, B, och Cp, s att A, ligger pa B,,_;C,_, osv. Undersdk, om gradtalet for
vinkeln 4,, i triangeln T, gdr mot ett gransvarde A for vixande varden pa n, dvs.
om det finns ett tal A sddant, att skillnaden A4 och 4,, blir numeriskt godtyckligt
liten, blott n viljes tillrackligt stort. Ange i sa fall detta gransvarde.

(Mars 54. 8. a.k.)

(R) Fran en punkt P pa en sida i en given kvadrat drages en linje L, som
med den ndmnda sidan bildar en vinkel v < 45°. Linjen L skar den foljande
kvadratsidan i en punkt P4, varifran linjen L, drages vinkelratt mot L; L, skar
den darpa foljande kvadratsidan i P,, varifran linjen L, drages vinkelratt
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198.

199.

mot Lq; L, skir den darpa foljande kvadratsidan i P5;. Samma konstruktion
upprepas, varvid i ordning erhalles punkterna Py, Ps, Py, ... Bevisa, att dessa
punkter obegransat narmar sig till hérnen i en kvadrat, som ar oberoende av
punkten P:s lage pa den givna kvadratens omkrets men beroende av vinkeln
v. (Mars 40. 8. a.k)

(R) En polygonlinje AgA;A,A3A, ... ar uppritad pa foljande satt. Ay, A; och A,
ar horn i en ratvinklig triangel, dar kateten A; 4, ar mindre an kateten Ay4;.
Vidare géller foljande for n = 2, 3,4, ... Strackan 4,,4,,,, ar vinkelrat mot
strackan A,,_; A, och dragen at A,,_, till, och kvoten mellan en striacka och
ndrmast foregdende dr konstant och lika med A, A4, : AyA;. Polygonlinjen har
ratvinkliga horn och ett spiralliknande utseende. Visa, att punkten A,, har ett
granslage, nar n viaxer obegransat, och bestam detta lage. (Nov. 54. 8. a.k.)
(R) Ett obegransat antal punkter i ett koordinatsystem, (x1; y1), (x2; ¥2),
(%35 ¥3),--(X0; ¥n),--- ar sa beldgna, att storheterna (y, — y1), (V3 — ¥2),
(¥4 — ¥3), ... bildar en geometrisk serie med kvoten % och forsta termen —1.
Storheterna x4, (x, —x1), (x3—x3), (x4 —x3),... bildar en geometrisk serie med
kvoten 2 och forsta termen 1. Vidare ar lim y,, = 0. Bestim y; och harled

ett av n oberoende samband mellan x,, oéﬁ"n. Utpricka i koordinatsystemet
laget av ndgra punkter i den ovan angivna punktféljden.  (Mars 43. 8. a.k)

d) aritmetiska serier

200.

201.

202.

203.

204.

205.

206.

I en aritmetisk serie ar forsta termen —5 och sista termen 20. Tva inom serien
symmetriskt beldgna termer ar sa beskaffade, att deras produkt ar 36. Bestim
dessa termer. (Aug. 51.3.ak)

Berdkna summan av alla tresiffriga hela positiva tal, som ar jamnt delbara
med 17. (Jan.54.1.a.k)

Tva aritmetiska serier, 80, 78, 76,... och 3, 7, 11, ... ar givna. Av den senare
serien skall tagas dubbelt sd mdnga termer som av den forra. Hur manga
termer av den forra serien kan man hogst taga, om dennas summa skall vara
storre an den senares? (H.43.1.ak)

(R) I en aritmetisk serie 4&r summan av ett godtyckligt antal termer lika med
kvadraten pa termantalet. SOk serien. (V.12.7.R)

(R) Vilken 4r den aritmetiska serie med n termer, vilkens summa &r 4n + 5n?
oberoende av virdet pa n? (V.91.2.R)

En aritmetisk serie ar sa beskaffad, att summan av de n forsta termerna ar
n(3n + 1). 1 denna serie ar summan av tre konsekutiva termers kvadrater
lika med 10 164. Vilka dr dessa tre termer? (Nov. 48. 3. a.k)

I en aritmetisk serie ar femte termen lika med summan av forsta och tredje
termernas kvadrater, och det inverterade vardet av andra termen ar lika
med summan av tredje och sjitte termernas inverterade varden. Bestdm
serien. (Nov. 40. 3. a.k.)

17
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207. En aritmetisk serie bestar av 20 termer. Summan av alla termerna ar 120,

produkten av de bada mellersta termerna ar 35. Vilken &r serien?

(H.32.5.1)
1
208. a?, b?, c? bildar en aritmetisk serie. Visa, att detta dven ir fallet med e
. ! H.21.8.L
c+a a+b’ (H.21.8.1)

209. Parallellt med hypotenusan AB (= 2a) i en likbent ratvinklig triangel drages

e)

en transversal CD, som av triangeln avskar ett parallelltrapets ABCD. Hur stor
ar trapetsets yta, om dess baser, AB och CD, och dess h6jd i nAmnd ordning
bildar en aritmetisk serie? (Nov.51.1.ak)

nagra uppgifter, dar aritmetiska och geometriska serier kom-

bineras

210. Tre tal, vilkas summa ar 31, bildar en geometrisk serie. Om man 6kar det

andra talet med 8, uppstar en aritmetisk serie. Vilka ar talen? (V. 21.3.L)

211. En aritmetisk och en geometrisk serie har bada forsta termen = 2. Produkten

212.

213.

av seriernas andra termer ar = 12, och produkten av deras tredje termer
= 11. Vilka ar dessa serier? (V.18.1.L)

(R) En geometrisk och en aritmetisk serie bestar var och en av fem olika termer.
Serierna har samma forsta term och samma tredje term. Den geometriska
seriens andra term ar lika med den aritmetiska seriens fjarde term. Bestim
forhallandet mellan de bada seriernas summor. (Aug.53.1.ak)

(R) Den aritmetiska serien 1, 3, 5, 7, 9,... innehaller som delserie den geomet-
riska serien 1, 3, 9,... Hur manga termer i den aritmetiska serien maste minst
medtagas, for att summan av den geometriska serien skall dverstiga 1000,
och hur stor ar dd den aritmetiska seriens summa? (Mars 47. 2. a.k)

214. (R) I en aritmetisk serie med olika termer och forsta termen 1 betecknas

f)

215

summan av de n férsta termerna med S,,. Summorna S, S3¢ och S,g bildar i
namnd ordning en geometrisk serie. Ange det enklaste uttrycket for S,,.
(Mars 43. 2. a.k)

problem pa serier i allmanhet

. Hur manga termer skall medtagas i serien
1-34+5-7+9—..

for att summan skall bli 4217 (H.24.1.L)

216. Bestim summan av n termer i féljande serie av 10-logaritmer:

18

3 4 4 5
log2+log5+log§+log§ +logz+...

Bestam darefter de viarden pa n, for vilka summan ar ett helt positivt tal.
(Nov. 44. 3. ak.)
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217. (R) I en serie med forsta termen = g ar varje term med jamnt ordningsnum-
mer > enhet storre dn narmast foregdende term och varje term med udda

ordningsnummer 3 enhet mindre dn ndrmast féoregdende term. Summan av
de 50 forsta termerna i serien ar 150. Bestdm a. (Mars 49. 3. a.k)

218. Radioaktiva Amnen sonderfaller pa sa satt, att under en viss tidsperiod alltid
samma procentuella méngd av amnet omvandlas. For ett visst radiumpreparat
har observerats, att av en ursprunglig mangd M efter 10 ar aterstar 0,996 M.
Bestdm dmnets halveringstid, dvs. den tid som erfordras, for att halften av en
given mangd skall sonderfalla. (Jan. 49.5.ak)

g) binomialteoremet

219. (R) Sok forhallandet mellan nionde och attonde termerna i utvecklingen av

13

2x%  y?z
> + =) (Mars 38. 4. a.k)

(A) Sammansatt rinta

a) nagra tillvaxtproblem

220. En person har i testamente forordnat, att vid arsskiftet nirmast efter hans
dod 15 000 kr skall avsattas till en stipendiefond. Vid slutet av vart och ett av
de forsta trettio aren skall rantan laggas till kapitalet. I fortsattningen skall
vid varje ars slut avkastningen under aret utdelas i form av ett stipendium.
Berikna dettas storlek, om rintefoten ar 3,5 %. (Andrat) (V.34.2. L)

221. A vart och ett av tva fran bérjan lika stora kapital har rantorna under 20 ar
vid varje ars slut lagts till kapitalet. De arliga rantorna har berdknats a det ena
kapitalet efter 6 % under de forsta 10 aren och efter 4 % under de sista 10
aren samt a det andra kapitalet efter 5 % under hela 20-arsperioden. Vilket
av de bada kapitalen ar storst vid 20-arsperiodens slut? (Nov.35.6.L)

222. En person placerade vid ett arsskifte 10 000 kr mot 4 % ranta pa ranta. Vid
varje arsskifte uttog han 25 % av den upplupna rantan for skatteandamal m.m.
Aterstoden kapitaliserades. Berikna kapitalets storlek efter 10 &r, sedan den
vanliga uttagningen verkstéllts och kapitaliseringen skett, samt ange rantan
for det tionde aret. (Nov.47.3.L)

223. En person tog ar 1921 en livforsakring pa 10 000 kr. Premien var 200 kr och
erlades vid slutet av varje kalenderar, forsta gangen vid slutet av ar 1921.
Personen avled ar 1943, innan premien detta ar erlagts. Forséakringen utbeta-
lades vid borjan av ar 1944. Till vilket sammanlagt belopp skulle de erlagda
premierna ha vuxit vid denna tidpunkt, om de i stdllet for att inbetalas till
forsakringsbolaget hade kunnat placeras s3, att en arlig ranta av 4 % erhallits,
och vilken placering skulle i detta fall varit fordelaktigast? (Nov.44.2.L)

224. Enpersoninsatte 10 000 kr i en bank den 31 december 1925 och 1000 kr den
31 december varje foljande ar t.o.m. den 31 december 1937. P4 sitt salunda

19
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225.

226.

227.

228.

229.

bildade kapital har han darefter en arlig ranteinkomst. Hur stor blir denna,
om rantefoten antages vara 3 %? (Nov. 38.3.L)

En person insatte 100 kr i en bank vid slutet av varannan ménad fr.o.m. feb-
ruari 1931 t.o.m. december 1940. Rantefoten var hela tiden 3 %, och rintan
lades till kapitalet vid slutet av varje ar. Hur mycket hade han innestaende i
banken den 1 januari 19417 (Nov.41.3.L)

En person hade vid borjan av ett ar 1000 kr innestdende i en bank. Den sista
december insatte han déefter regelbundet varaje ar 100 kr. Hur stort belopp
hade han i banken, sedan han gjort den tionde insattningen, om ranta pa ranta
berdknades under de forsta 5 aren efter 4 % och under de darpa féljande aren

efter 22 %? (Nov. 46. 2. L)

En fond, som donerats till vilgérande dndamal, uppgar vid borjan av ar 1955
till 10 000 kr. Den far emellertid inte anvandas, forran den vuxit till minst
15000 kr. For att fonden skall na denna storlek redan vid slutet av ar 1960,
forbinder sig en person att vid varje ars slut, forsta gangen ar 1955 och sista
gangen ar 1960, till fonden avsatta en sa stor summa, att detta blir méjligt.
Hur stor skall denna summa minst vara? Réntan berdknas efter 3 % och
kapitaliseras vid slutet av varje ar. (Mars 55. 2.1)

Hur mycket skall man vid borjan av vart och ett av 10 pa varandra f6ljande ar
insitta i en sparbank, for att rdnteavkastningen under 10:e dret skall bli 4000
kr? Rintefoten antages vara 3,5 %. (H.30.1.L)

For reparationer och nyanskaffning vid en idrottshall fonderas av inkomsterna
en viss summa vid varje ars slut. Fonden uppgick vid slutet av femte aret till
5310 kr, vilken summa da togs helt i ansprak for angivet andamal. Utbetalning
for nédsta reparation och nyanskaffning berdknas intraffa efter ytterligare tio
ar. Hur stor summa star da till forfogande? Rénta pa rinta berdknas efter
3 %. (Mars 40. 3.L)

b) nagra problem rorande amortering m.m.

230.

231.

232.

233.

20

En skuld pa 10 000 kr vaxer med 5 % ranta pa rinta. Efter 5 ar avbetalas 4000
kr, 3 ar senare 5000 kr, och efter ytterligare 2 ar betalas aterstoden. Hur stor
blir denna sista inbetalning. (H.97.R)

Ett 1an pa 20 000 kr upptogs den 31 december 1936 och skall amorteras
med 2500 kr vid varje ars slut, forsta gangen den 31 dec. 1939. Hur mycket
aterstod av lanet den 31 dec. 1948, sedan amorteringen denna dag gt rum?
Réntefot 4 %. (April 37.6.1L)

En studerande, som vid borjan av ett ar drvde 30 000 kr, placerade hela detta
belopp mot 5 % ranta. Under de tio forsta aren maste han vid varje ars slut
lyfta 3000 kr for att bestrida kostnaderna for sin utbildning. Hartill atgick,
utom rantan for aret, en del av kapitalet. Hur mycket aterstod av detta efter
det tionde arets slut? (Mars 42.2.1)

En fond utgjorde 16 000 kr vid borjan av ar 1918. Ingen utbetalning gjordes
under aren 1918-1926, men dérefter utdelades ett stipendium pa 800 kr i
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234.

235.

236.

237.

238.

239.

240.

241.

242.

borjan av varje ar. Hur stor var fonden i borjan av 1931, sedan arets stipendi-
um utdelats? Fonden forriantades hela tiden efter 4 %, och rantan lades till
kapitalet vid varje arsskifte. (Jan. 36.5.L)

En person erhdll den 31 december 1932 ett 1an pa 10 000 kr mot 4 % ranta
pa ranta. Fran och med ar 1933 betalar han arligen den 31 december 600 kr i
ranta och amortering. Dessutom betalar han den 31 december 1935 2000 kr
och den 31 december 1937 3000 kr. Hur sotr ar skulden den 31 december
1939 efter arets inbetalning? (Aug. 39.4.1)

En statsskuld, som vid borjan av ett ar var 7 300 000 kr, skall med 4 procents
ranta betalas under loppet av 12 ar genom lika stora inbetalningar vid varje
ars slut. Hur stor ar den arliga inbetalningen? (Nov. 36.4.L)

En person donerar vid borjan av ett ar en fond pa 100 000 kr till ett laroverk.
Under de tio ndrmaste aren skall vid varje ars slut ett belopp av 7000 kr
utbetalas till ett visst andamal, men efter den ndmnda tidens férlopp skall
fondens arliga avkastning anvandas till stipendier. Hur stor summa kan da
arligen utdelas, om fonden hela tiden ar placerad mot 32 9% rénta?

(Mars 41.3.L)

En skuld pa 12 000 kr skall amorteras under 20 ar pa sa satt, att vid slutet
av vart och ett av femte, tionde, femtonde och tjugonde aren efter lanets
upptagande inbetalas 3000 kr och vid slutet av vart och ett av de 20 dren
dessutom en viss summa. Hur stor blir denna om rantefoten ar 5 %?
(Aug.41.5.ak)

Ett 1an, l6pande med 4 % ranta pa ranta, skall amorteras genom lika stora
annuiteter, den forsta ett ar efter lanets erhallande. Berakna annuitetens
storlek i procent av lanesumman, om efter 10 ar, sedan annuiteten erlagts,

endast % av lanet skall atersta. (Aug. 46. 2. a.k))

En kommun upptar ett 1an pa 4 millioner kronor mot 4 % arlig ranta pa ranta
att genom lika stora arliga inbetalningar amorteras pa 40 ar. Hur mycket
aterstar av lanet efter 20 ar? (H.16.3.L)

Ett Ian aterbetalas medelst annuiteter pa 1600 kr. Forsta annuiteten erlades
ett ar efter lanets upptagande. Da sjunde annuiteten erlagts, uppgick ater-
stoden av lanet till 523 kr. Hur stort var lanet fran boérjan? Ranta pa ranta
berédknas efter 4 %. (Aug. 40.2.1)

En skuld pa 10 000 kr skall avbetalas under 10 ar pa sa sitt, att vid slutet av
vart och av de 5 forsta aren betalas ett visst belopp och vid slutet av vart och
ett av de sista 5 dren ett dubbelt sa stort belopp. Bestdm storleken av dessa
belopp, om rantefoten ar 3 %. (Mars 43.2.1)

En person erholl ett 1an, som skulle amorteras genom 10 lika stora annuiteter,
erlagda vid slutet av varje ar med borjan ett ar efter lanets upptagande. Hur
manga procent av ldnets ursprungliga belopp édterstod att betala, omedelbart
efter det att den femte annuiteten erlagts? Rianta pa rinta berdknas efter 4
%. (Aug. 54. 2. a.k)

21
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c) nagra nuvardesproblem

243.

244.

245.

246.

247.

248.

En person hade férbundit sig att till en stiftelse utbetala 1000 kr vid bérjan
av vart och ett av aren 1920 till och med 1939. Personen avled ar 1926 (be-
talningen for detta ar var erlagd), och arvingarna dnskade genom en enda
inbetalning i borjan av ar 1927 infria vad som aterstod av den atagna forbin-
delsen. Hur stor summa skulle de da erldgga, om rdnta pa rianta beraknas efter
4 %. (Aug.35.5.L)

En studerande erholl i borjan av ar 1947 ett rantefritt lan pa 10 000 Kkr att
aterbetalas med en femtedel av lanesumman vid borjan av vart och ett av
aren 1953-1957. Berdkna vardet vid tidpunkten for lanets mottagande av
den gava, som studeranden genom denna rantefrihet kan sigas ha erhallit,
om man berdknar ranta efter 3 % och denna tankes kapitaliserad vid varje
ars slut. (Mars 48.4.L)

En penninganstalt har iklatt sig skyldighet att under 24 ar vid slutet av vart
ar till en person (eller eventuellt hans arvingar) utbetala ett visst, alltid lika
stort belopp. Hur stor summa kan personen ifraga, da rantefoten ar 31/2 %,
vid forsta arets borjan utbekomma av anstalten, diarigenom att den forst-
namnda arliga utbetalningen faststélles till ett 500 kr lagre belopp an det
ursprungligen bestimda? (V.22.5.L)

En villadgare tog i slutet av ar 1931 ett amorteringslan a 10 000 kr till en
rantefot av 4 %, vilket skulle amorteras genom lika stora annuiteter vid slu-
tet av vart och ett av de foljande 30 aren. Vid slutet av ar 1938, innan den
da forfallna annuiteten erlagts, saldes villan, varvid koparen ocksa 6vertog
amorteringslanet, som han skulle fortsatta att amortera enligt den nimnda
planen. Till vilket belopp skall koparen da uppskatta aterstoden av lanet, om
han beraknar kunna lana pengar till 3,5 %? (Nov. 39.3.a.k)

En person dmnar bli medlem av Svenska Turistforeningen. Arsavgiften, som
erlagges i forskott, ar 10 kr, men genom att erldgga 200 kr pa en gang kan man
bli s.k. stindig medlem. En sddan erlagger icke ytterligare avgift till foreningen
men har samma formaner som en arligen betalande medlem. Hur ménga
arsavgifter kan personen beraknas erlagga, for att det skall 16na sig for honom
att bli stindig medlem? Rénta pa ranta berdknas efter 3 %, och rantan tinkes
kapitaliserad vid samma tidpunkt varje ar, nimligen da medlemsavgifterna
erlagges. (Aug. 49.6.L)

Av tva olika hushallsspisar kostar den ena i inkdp 200 kr, den andra 800 kr.
Den arliga kostnaden vid anvdndning berdknas for den forra spisen bli 100
kr, for den senare daremot endast 65 kr. Bada spisarna beridknas vara lika
héllbara. Hur manga ar skall de vara i bruk, for att den dyrare spisen skall
stalla sig ekonomiskt fordelaktigare dn den andra? Man antar, att de arliga
kostnaderna erlagges vid arets slut. Ranta berdknas efter 5 %. (Jan. 42.6.L)

d) nagra problem, dir riantefot eller tid skall bestimmas

249.

22

Den svenska kronans realvarde beriaknas ha minskat med 50 % under dren
1938-1952, dvs. for en krona fick man i slutet av ar 1952 blott halften av den
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250.

251.

252.

253.

254.

255.

256.

257.

258.

varumangd, som man i borjan av ar 1938 kunde ha kopt for samma mynt. Efter
vilken rantefot borde ett kapital ha forrantats i en bank, om det vid borjan
av ar 1953 skulle ha haft samma realviarde, som det hade vid insattningen
i banken vid borjan av ar 19387 Rantan tinkes kapitaliserad vid varje ars
slut. (Nov. 54. 2. a.k.)

En person upptog vid borjan av ett ar ett 1an pa 5000 kr och aterbetalade
detsamma jamte enkel ranta efter 12 ar. Efter vilken procent berdknades
rantan, om man vet, att han skulle ha fatt erldgga 5 kr mera, ifall rantan
kapitaliserats vid varje ars slut och beraknats efter 4 %? (Mars 45.1.1)

En person far lana en viss penningsumma vid borjan av ar 1943 mot att han
betalar antingen 225 kr vid slutet av vart och ett av aren 1943, 1944,..., 1952
eller 459 kr vid slutet av vartannat ar, namligen aren 1944, 1946, ..., 1952. De
bada betalningssatten ar likvardiga. Efter vilken rantefot berdknas arlig ranta
paranta? (Nov. 43.5.L)

En person har vid ett ars borjan 50 000 kr placerade mot 5 % rénta. Vid varje
ars slut lyfter han ett belopp, som utgor 30 % av arets rdnta, undert det att
aterstoden lagges till kapitalet. Vid borjan av vilket ar intraffar det forsta
gangen, att kapitalet 6verstiger 75 000 kr? (Nov.50.4.L)

Hur lange kan ur en fond a 20 000 kr utga ett arligt stipendium a 1200 kr, da
rantefoten ar 5 % och stipendiet varje ar utbetalas vid drets slut? (H.13.R)

En donation & 5000 kr far ej anvandas, forran kapitalet genom 4,5 % ranta pa
ranta vuxit till 20 000 kr. Hur lange drojer det, om vid slutet av varje ar 50 kr
avsattes till férvaltningsarvode? (H.20.2.L)

Ett1an pa 10 000 kr upptogs i borjan av ar 1950 mot 3 % arlig ranta pa rénta.
Vid slutet av varje ar erldgges som ranta och amortering en annuitet av 500
kr. Vid borjan av vilket ar intraffar det for forsta gangen, att den aterstaende
skulden understiger hilften av det ursprungliga lanebeloppet?

(Mars 54.5.L)

En person stiftade vid ett ars borjan en stipendiefond & 6500 kr med fore-
skrift, att vid arets slut och darefter likaledes vid varje foljande ars slut ett
stipendium pa 100 kr skulle utdelas, sa lange den arliga rantan understege
400 kr. Hur manga ganger utdelades ett sadant stipendium, da rantefoten var
4 %. (V.35.5.1)

En person har lanat en summa vid borjan av ar 1940. Ett visst antal ar behover
han inte gdra nagra inbetalningar men skall sedan amortera skulden genom
10 annuiteter, vilka var och en utgor 15 % av det ursprungliga ldnet. Nar skall
han erlagga den forsta annuiteten? Rénta pa ranta berédknas efter 3 %.

(Nov. 46. 2. ak.)

Ett 1an som l6per med 4 % ranta, skall amorteras genom 40 lika stora inbe-
talningar, erlagda med ett ars mellanrum och den forsta ett ar efter lanets
erhallande. Hur manga dylika inbetalningar maste goras, innan den aterstaen-
de skulden understiger halften av lanets ursprungliga belopp? (V. 27.5.L)

23
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e) nagra allméinna problem

259.

260.

261.

262.

263.

264.

For att kunna ataga sig en storre bestillning maste ett industriféretag gora
vissa nyanldggningar, vilka kostnadsberaknas till 900 000 kr. P4 grund av var-
deminskning genom forslitning kan anldggningarna efter tio ar berdknas vara
varda endast 150 000 kr. Med hur mycket maste den arliga vinsten, berdknad
till varje ars slut, minst 6kas under denna tioarsperiod, for att de planerade
anlaggningarna inte skall stilla sig ekonomiskt oférdelaktiga? Rinta pa ranta
berdknas efter 4 %. (Jan. 54.3.a.k)

En person skall under tio dr amortera ett lan genom lika stora annuiteter pa
647,60 kr. Han erhaller dock tillstand att i stillet erlagga endast upplupen
ranta under vart och ett av de fem forsta aren och sedan amortera skulden
genom inbordes lika stora annuiteter under de fem senare aren. Hur stora
skall dessa annuiteter vara, om rantefoten ar 5 %? (Aug.37.1.ak)

Vid borjan av vart och ett av 10 pa varandra foljande ar placerar en person
1000 kr mot 4 % arlig ranta, vilken vid slutet av varje ar lagges till kapitalet.
Det pa detta satt samlade kapitalet &mnar han forbruka genom att vid borjan
av vart och ett av de darpa foljande 10 aren uttaga ett visst belopp. Hur stort
blir detta? (Mars 47 2.L)

En person dmnar vid slutet av varje ar fr.o.m. 1942 t.o.m ar 1951 i en bank
insatta ett sa stort belopp, att han vid borjan av vart och ett av tio pa varandra
foljande ar fro.m. 1963 kan lyfta 1000 kr. Hur stort skall det forstnamnda
beloppet minst vara, om rantefoten hela tiden antages vara 3,5 %?

(Aug. 42.2.1)

En tjansteman erhéller fr.o.m. ar 1935 en arlig pension av 5400 kr. Han har
fro.m. ar 1900 t.o.m. ar 1934 erlagt en arlig pensionsavgift av 270 kr. Om de
inbetalade pensionsavgifterna skulle anviandas till pensionen, hur manga ar
skulle denna dad kunna utbetalas? Rantefoten ar 4 %. Saval pensionen som
pensionsavgiften tankes utbetalad i férskott varje ar. (Nov.40.8.L)

Ett Ian togs vid borjan av ett ar. Rantefoten var da 3 %. Lanet berdknades bli
betalt genom 20 lika stora annuiteter, vardera pa 1500 kr, vid slutet av varje
ar fro.m. det ar da lanet erholls. Rantefoten hojdes emellertid till 3% % fr.o.m.

det elfte aret. Med vilket belopp maste annuiteten hojas de sista tio aren, for
att 1anet skulle bli betalt i ratt tid? (Nov.51. 4. ak))

Analytisk geometri

a) allmanna problem rérande punkter och rita linjer

265.

266.

24

Fran skarningspunkten mellan de réta linjernay = 2x + 3ochy = 3x — 2
drages en normal mot linjen 8x + 11y + 2 = 0. S6k normalens ekvation och
langd. (Jan. 38.3.a.k.)

Enratlinje, som gar genom punkterna (4+1; +3) och (4+3; +4) i ett ratvinkligt
koordinatsystem, rakar y-axeln i punkten A. Genom punkten (+3; +2) gar
en mot denna linje vinkelrat rat linje, som rakar densamma i B och x-axeln
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267.

268.

269.

270.

271.

272.

273.

274.

275.

276.

2717.

278.

i C. Berdkna ytinnehallet av den fyrsiding, vars horn utgoéres av origo samt
punkterna A4, B och C. (Nov.37.2.ak))

Bestam ekvationen for den kortaste medianen i en triangel, vars sidor faller
utefter linjernay = 4x + 11, 2y = x + 1 och 2x + 3y = 5. Berdkna dven
medianens langd. (Mars 44. 2. a.k.)

Tva rata linjer med ekvationerna 2x +y +1 = 0Oochx + 2y —1 = O ar
givna. Sok ekvationerna for de rata linjer genom punkten (4; —4) som med
de givna linjerna bildar ratvinkliga trianglar, samt berdkna ytorna av dessa
trianglar. (Mars 43. 1. a.k))

Genom punkten (+4; 0) drgaes en rat linje, som tillsammans med x-axeln
och linjen 4x — y + 8 = 0 bildar en triangel med ytan 12 ytenheter. Bestim
ekvationen for denna rata linje. (Aug. 37.2.ak)

En rat linje genom punkten P (5; 4) bildar med x-axeln och den rita linjen
2x—y—6 = 0 entriangel. Dd den forstndmnda linjen vrider sig kring punkten
P, intraffar det for vissa lagen, att triangelns yta blir 14 ytenheter. Vilken ar
da linjens ekvation? (Aug.42.1.ak)

En rektangel har ett horn i origo, ett hérn i punkten (—2; 6) och den ena
diagonalen utefter den rata linjen x + 7y — 40 = 0. Bestdm koordinaterna
for de aterstdende hornen. (Mars 54. 1. a.k)

En rektangel har ett horn pa x-axeln, det motstdende hornet pa y-axeln och

ett av de aterstdende hornen pa linjen x = 3. Rektangelns diagonaler skar

varandra i punkten (1; 2). Ange koordinaterna for rektangelns horn.
(Nov.53.1.ak)

En ratvinklig triangels hypotenusa har sina dndpunkter i punkterna (0; —3)
och (10; 2). Fotpunkten for hjden mot hypotenusan ligger pa x-axeln. Ange
laget av den rata vinkelns spets. (Jan. 49. 2. a.k.)

[ ett koordinatsystem ar punkterna A (4; —1) och € (—8; —5) givna. Bestdm
tva punkter B och D, sa att deras sammanbindningslinje har vinkelkoefficien-
ten 3 och fyrhorningen ABCD ar en rektangel. Berakna dven ytan av denna
rektangel. (Jan. 48. 4. a.k.)

Ientriangel ABC ar sidorna AB och AC lika stora. Hérnet A ar belaget i punkten
(2; 5) och hornet Bipunkten (4; 1). H6jden mot sidan BC gar genom punkten
(0; 1). Berdkna koordinaterna for hornet C. (Aug. 44.1.ak)

(R) Tva pa varandra foljande horn i en romb &r beldgna i punkterna (2; 5) och

(13; 8). Diagonalernas skarningspunkt ligger pa den ratalinjen 5x +y —57 =

0. Ange koordinaterna fér rombens 6vriga horn i de bada fall, som ar mojliga.
(Aug. 52.3.ak)

(R) Ekvationerna for tva sidor i en triangel ar 2x+y—9 = 0 ochx+2y+6 = 0.
Den kring triangeln omskrivna cirkelns medelpunkt ar belagen i punkten
(6; 2). Bestdm den tredje sidans ekvation. (Mars 46. 1. a.k.)

(R) Punkterna (—2; —1) och (—4; 3) ar mittpunkter pa tva motstaende sidor
i en romb. Rombens ena diagonal ar parallell med linjen x — y = 0. Bestdm
koordinaterna fér rombens horn. (Aug. 50. 3. a.k)
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279.

280.

281.

282.

283.

284.

285.

286.

287.

288.

289.

290.

291.
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Hornen i en triangel ar beldgna i punkterna A4 (2; 0), B (—4; 3) och C (4; 9).
En med sidan BC parallell transversal har en langd inom triangeln av 6 lang-
denheter. SOk transversalens ekvation. (Nov.49.1.ak))

(R) I en triangel ar mittpunkterna pa tva sidor beldgna i punkterna (1, 5; 0)
respektive (3,5; 1). Medianerna skar varandra i punkten (2; 1). Bestdm ek-
vationerna for triangelns sidor. (Mars 47.1.ak))

(R) Ekvationerna for tva sidor i en triangel ar 2x —y+6 = O ochx+y—12 = 0.
Bestam ekvationen for den tredje sidan, da dess mittpunkt ar (3; 3).
(Nov.44.1.ak.)

(R) I en triangel ABC har sidan AB ekvationen 2x — y + 11 = 0 och den
fran A dragna medianen ekvationen 3x + y — 1 = 0. Den fran B dragna
medianen skar sidan AC i punkten (3; 2). Bestdm koordinaterna for triangelns
hoérn. (Jan. 50. 3. a.k.)

Kateterna i en ratvinklig triangel ligger utefter linjerna 2x —y + 5 = 0 och
x + 2y + 3 = 0. Hypotenusans mittpunkt ar punkten (—4; —5). Bestam
ekvationen for den linje, utefter vilken hypotenusan ligger. (Now. 40. 6. a.k.)

(R) Ekvationerna for tva sidor i en triangel ar 4x —y+4 = O och3x+y—4 = 0.
Triangelns tyngdpunkt ligger i punkten (0; —2). Vilken ar ekvationen for
triangelns tredje sida? (Aug. 46. 3. a.k.)

(R) Triangeln OAB har hornet O i origo i ett ratvinkligt koordinatsystem,
hornet A pa x-axeln och hornet B i punkten (1; 3). Triangelns tyngdpunkt och
den punkt, dar triangelns ho6jd fran O skir medianen fran B, delar namnda
median i tre lika stora delar. S6k koordinaterna fér hornet A.  (Jan. 54. 4. a.k.)

(R) Ett parallelltrapets ABCD, vars parallella sidor AB och CD férhaller sig
som 1 : 2, har hornet A i punkten (—3; 6) och hornet D pa x-axeln. Diagona-
lerna AC och BD skér varandra under rata vinklar i punkten (—1; 2). Bestdm
sidornas ekvationer. (Aug. 47.3.a.k)

(R) Ien triangel ABC ar D (3; 2) och E (5; 0) mittpunkter pa sidorna AB och
AC samt F (4; —3) fotpunkten for hojden fran A mot BC. Bestam ekvationerna
for triangelns sidor. (Mars 45. 3. a.k.)

(R) Hornet A i triangeln ABC ligger i punkten (—4; —4) och hornet B i punkten
(8; 2). Hojden mot sidan AB skdr medianen mot sidan BC i origo. Bestdm
ekvationerna for triangelns sidor. (Mars 52. 3. a.k.)

(R) I triangeln ABC utgores ett horn av punkten A (2; 2), hornet B ligger pa
linjen x—3y+6 = 0,och medianentill sidan AC dr 3 langdenheter. Medianerna
skar varandra i origo. Bestdm koordinaterna féor Boch C.  (Nov. 42.5.a.k.)

(R) Berdkna avstandet mellan medianernas skarningspunkt och bisektriser-
nas skarningspunkt i en triangel, i vilken tva sidor &r AB = 10 och AC = 16
cm och mellanliggande vinkel 60°. (Nov.37.7.ak))

(R) En ratvinklig triangel, vars yta ar 130 ytenheter, har den rata vinkelns
spets i origo och hypotenusan utefter den rita linjen x + y = 10. Berdkna
koordinaterna for mittpunkten pa hypotenusan. (Nov. 39.6.a.k.)
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292.

293.

(R) I ett parallelltrapets ABCD &r diagonalerna vinkelrdta mot varandra.
Andpunkterna A och B av en av de parallella sidorna ar beligna i punk-
terna (—4; 4) och (—1; —2). De icke parallella sidornas férlangningar skar
varandra i punkten (3,5; —2). Bestdm koordinaterna for punkterna C och
D. (Mars 48. 5. a.k)

(R) Hornet A i en romb ABCD ligger i punkten (—2; —4) och hérnen B, C och
D pa deritalinjernax + y — 1 = 0, x — 8 = 0 respektive x — y = 0. Bestdm
koordinaterna for de tre sistndmnda hornen. (Mars 50. 5. a.k)

b) nagra analytisk-geometriska bevis

294.

295.

296.

297.

298.

299.

300.

301.

En triangels horn ligger i punkterna A (—1%; -2),B(1; 3%) och C (4; —3).
Hojden fran C och dennas forlangning skar koordinataxlarna i punkterna D
och E. Bevisa, att triangeln ADE ar likbent. (Mars 41.1.a.k))

0 &r origo i ett ratvinkligt koordinatsystem, A en punkt pa negativa x-axeln
och B en punkt pa negativa y-axeln. Pa hypotenusan AB och kateten A0 i den
ratvinkliga triangeln ABO uppritas utat kvadraterna ABCD och AOPQ. Bevisa,
att de rata linjerna DO och BQ skar varandra under rata vinklar.

(Nov. 45.1.a.k)

En triangel har sina horn i punkterna (0; 0), (4; 0) och (0; 3). Varje hérn
forbindes med den punkt, i vilken den inskrivna cirkeln tangerar motstaende
sida. Visa, att de tre réta linjerna gar genom samma punkt. (Aug. 39. 3. a.k))

(R) Pa kateterna i en ratvinklig triangel uppritas utat kvadrater. Diagona-
lernas skarningspunkt i vardera kvadraten sammanbindes med motstaende
horn i triangeln. Bevisa, medelst analytisk geometri eller pa annat satt, att de
bdda sammanbindningslinjerna rakas pa bisektrisen till den réta vinkeln i
triangeln. (Nov. 50. 4. a.k.)

(R) Horneni fyrsidingen OACB har koordinaterna O (0; 0),4 (a; 0),C (2a; 3b),
B (0; b). Linjen CB skar OA i punkten D, linjen CA skdr OB i punkten E.
Linjerna CO och AB skar linjen DE i punkterna P respektive Q. Visa, att
EP:PD =EQ:(QD. (Nov. 46. 4. a.k.)

(R) I rektangeln OABC ligger punkten P pd sidan OA och punkten Q pé sidan
OC.Sammanbindningslinjerna CP och AQ skir varandra i punkten R. Punkten
S ar det fjarde hornet i en rektangel, vars 6vriga horn ar O, P och Q. Bevisa
med hjilp av analytisk geometri, att punkterna B, S och R ligger pa en rit
linje. (Mars 55. 5. a.k.)

(R) En rektangel 0 ABC ér placerad s3, att sidorna OA och OC faller utefter de
positiva axlarna i ett koordinatsystem. Fran hornet B filles normalen BN mot
diagonalen AC. Rektangelns sidor ar variabla, men dess omkrets ar konstant
(= 2p). Visa, att linjen BN alltid gar genom en fix punkt. (Nov.51.7.ak.)

(R) I ett ratvinkligt koordinatsystem ar O origo, A en punkt pa x-axeln och B
en punkt pa y-axeln. En rét linje genom A traffar OB i en punkt C mellan O
och Bs3,att OC : CB = 2 : 3. En rat linje genom B tréffar OA i en punkt D
mellan O och A sd, att OD : DA = 3 : 2. Linjerna AC och BD skir varandrai E.
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302.

Fran O ar en linje dragen genom E; den triffar AB i F. Bestam forhallandet
AF : FB. (Uppgiften kan 16sas antingen med analytisk geometri eller med
euklidisk geometri.) (H.35.9.R)

(R) I en godtycklig triangel dar H hdjdernas skdrningspunkt, M medianer-
nas skdrningspunkt och N mittpunktsnormalernas skarningspunkt. Bevisa
- lampligen medelst analytisk geometri - att H, M och N ligger i rat linje
samt att M delar strackan HN innantill i férhallandet 2 : 1 (Satsen om Eulers
linje. (Jan.42.8.ak)

Hela rationella funktioner

a) allmdnna problem rérande kurvor, deras tangenter och nor-
maler

303.

304.

305.

306.

307.

308.

3009.

310.

28

Upprita kurvan 10y = x* — 8x? + 7. Ange sérskilt kurvans skirningspunkter
med koordinataxlarna samt dess maximi- och minimipunkter.
(Aug.47.1.ak)

Upprita kurvorna 16y = 3x3 — 36x och 27y = 27x — x3 i deras huvuddrag.
Visa, att kurvornas maximi- och minimipunkter utgér horn i en kvadrat.
(Mars 45. 2. a.k)

Hoérnen A och B i ett parallelltrapets ABCD ligger pd denrétalinjen x+y+2 =
0. Hérnen C och D ligger i forsta kvadranten och pa kurvan y = x2. Sidorna
AD och BC ar parallella med x-axeln och halveras av samma kurva i andra
kvadranten. Bestam koordinaterna for trapetsets horn. (Jan.52.3.a.k)

Konstruera kurvan 4 med ekvationen y = 3x% — x3 i dess huvuddrag. Under-
sok och askadliggor i samma koordinatsystem den funktion B, som anger, hur
vinkelkoefficienten (riktningskoefficienten) for tangenten i en punkt pa kur-
van A beror av tangeringspunktens x-koordinat. Anvand slutligen funktionen
B och dess grafiska bild for att utreda, vilka riktningsvinklar tangenten till kur-
van A kan ha, nar tangeringspunkten genomloper kurvan. (Mars 52. 6. a.k.)

I punkten (—1; —6) pdkurvany = 2x3—3x%—1 ir en tangent dragen. Visa, att
det stycke av tangenten, som ligger mellan tangeringspunkten och tangentens
skarningspunkt med y-axeln, delas mitt itu av x-axeln. (H.19.4.R)

I skarningspunkterna mellan den rita linjen x + y = 3 och kurvan x? =
4y drages tangenterna till kurvan. Sk skdrningspunkterna mellan dessa
tangenter. (Aug. 41. 2. a.k))

En kurvas ekvation dry = 16 + 5x — 2x2. I punkten (2; 18) pa kurvan ar

tangenten dragen. En rat linje genom punkten (2; 0) ar parallell med denna

tangent och skar kurvan i A och B. Berdkna langden av kordan AB.
(Jan.39.3.ak)

I de punkter pd kurvan 4y = x* — 10x2 + 9, dir x-koordinaterna &r 2 respek-
tive —2, drages tangenterna och normalerna till kurvan. Bestdm ytan av den
fyrhorning, som dessa linjer begransar. (Jan. 40. 2. a.k)
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311.

312.

313.

314.

315.

316.

317.

318.

319.

320.

321.

322.

323.

Till kurvan y = x? har man dragit tangenterna frn punkten (% ; —2) samt en
tangent parallellt med den korda, som forenar de férstndmnda tangenternas
tangeringspunkter. Berdkna ytan av den triangel, som begransas av de tre
tangenterna. (Aug. 48.5.a.k))

Visa, att kurvorna 8x% + 4x — 8y — 5 = 0 och x? + 2x + 2y + 2 = 0 endast
har en punkt gemensam och att de i denna punkt ha samma tangent. Ange
ekvationen for denna tangent och upprita kurvorna. (Aug. 44. 2. a.k)

Upprita kurvan y = —x* + 4x2, och ange eventuella maximi- och minimipunk-
ter samt skdrningspunkter med axlarna. S6k darefter tangeringspunkterna
for de tangenter till kurvan, som ar parallella med linjen y = 4x + 1.

(Nov. 48.1.a.k)

Till kurvan 3y = 2x3 — 3x kan dragas tva tangenter, som ar parallella med
linjen x —y = 0. Var och en av dessa tangenter rakar kurvan i en annan punkt
an tangeringspunkten. Bestdm dessa punkter. (H.33.5.R)

Enrétlinje med riktningsvinkeln 45° tangerar kurvan 3y = x3—4x? i en punkt
A och skér den dessutom i en punkt B. Bestdm koordinaterna for punkterna
AochB. (Aug. 45. 2. a.k.)

I den utanfér origo beldgna skdrningspunkten mellan kurvorna y = ax?
och y = x3 uppritas normalen till vardera kurvan. Visa, att ytan av den
triangel, som bildas av dessa normaler och ordinataxeln, har ett av konstanten
a oberoende varde. (H.34.7.R)

Konstruera kurvan y = x3 — 5x2 + 7x med angivande av eventuella maximi-
och minimipunkter. Bestim darefter ekvationerna for de tangenter, som gar
genom origo. (Jan. 53.3.a.k))

Tangenten i punkten P(—3; —2) till kurvan y = x3 + 3x2 — 2 skir kurvan i
en punkt Q. Berdkna vinkeln mellan tangenten i P och tangenten i Q.
(Jan.38.7.ak.)

Tva punkter P (x;; y;) och Q (x,; y,) ligger pa kurvan y = x?2. Striackan PQ
eller dess forlangning skar y-axeln i punkten 4, och en med PQ parallell
tangent skar y-axeln i punkten B. Berdkna langden av strackan AB, uttryckt i
x4 och x,. (Jan. 49.3.ak)

P4 kurvan y = x® — 3x har man tagit en punkt P, vars x-koordinat betecknas
med a. Tangenten till kurvan i P skdr denna dessutom i en punkt R. En triangel
har tvd horn i P och R och det tredje i origo. Berdkna dess yta uttryckt i
a. (V.35.8.R)

Upprita kurvan y = x3 + 2x2 i dess huvuddrag. Visa, att den rita linjen

3x — 4y + 9 = 0 tangerar kurvan, och sok ekvationen for en tangent, som ar
vinkelrdat mot ndmnda linje. (Aug. 46.7.a.k.)

Upprita en kurva éver funktionen y = x3 — 3x. Fran punkten (1%; —4) drages
tangenter till kurvan. Var tangerar dessa? S6k dven tangenternas ekvationer
och den vinkel, de bildar med varandra. (Maj 36.6.R)

Tv& normaler till kurvan 2y = x? + 2x + 4 bildar tillsammans med x-axeln
en likbent triangel med basen ldngs x-axeln och tyngdpunkten i kurvans
minimipunkt. Bestam ekvationerna for dessa normaler. (Aug.52.4.ak)
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324.

325.

326.

327.

328.

329.

(R) Uppritakurvany = 2x—x3 i dess huvuddrag med angivande av eventuella
maximi- och minimipunkter. Genom origo gar tre rata linjer, som ar normaler
till kurvan. En av dem har fotpunkten i origo, d.v.s. den ar normal till kurvan i
denna punkt. Vilka dr de bada andra normalernas fotpunkter?

(Nov. 50. 6. a.k.)

(R) Visa, att normalen i punkten (—2; 0,5) till kurvan y = x2 + 8x + 12,5
gar genom origo. Finns ytterligare ndgon normal till kurvan med samma
egenskap? Ange i sa fall dess ekvation. (Jan. 42.6.a.k))

(R) Bestam ekvationerna for de gemensamma tangenterna till kurvorna y =
x%2och2y =4x —x%? — 2. (Nov. 53. 4. ak.)

(R) Ange ekvationen for den gemensamma tangenten till de bada kurvorna
y = x3 ochy = x3 + 4. Bestdm dérefter koordinaterna for de punkter, dr
tangenten skar kurvorna. (Mars 41. 4. a.k.)

(R) Bestdm ekvationen for den gemensamma normalen till de bada kurvorna
y=x2—-2x+1ochy=x%+2x—-1. (Nov. 45. 4. ak.)

(R) Upprita kurvan 4y = x* — 4x3 i dess huvuddrag. Bestim ekvationen fér
den tangent till kurvan, som tangerar densamma i tvenne punkter.
(Nov. 43. 8. a.k.)

b) konstantbestimningar i funktioner

330.

331.

332.

333.

334.

335.

336.

337.

30

Kurvan 3y = ax* + bx® — a? har en minimipunkt i punkten (1; —13—0). Bestam
konstanterna a och b samt upprita kurvan. (Mars 53. 4. a.k)

En storhet y ar en funktion av en annan storhet x, som kan anta alla virden
fro.m. 10 t.o.m. 30. Sambandet mellan y och x uttryckes genom ekvationen
y = ax? + bx3, dar a och b 4r konstanter. Fér x = 12 resp. 18 dr motsvarande
varden pa y = 16 resp. 27. Bestam for vilket virde pa x vardet pa y blir storst,
och upprita motsvarande kurva inom variationsomradet. (Mars 54. 2. a.k.)

Bestim konstanterna a, b och ¢, sé att funktionen ax3 — (a? + 1)x? + bx + ¢
far ett minimum = 4 féor x = 1 och si att den for x = —1 antar vardet
-8. (Jan. 51. 4. a.k.)

Bestim konstanterna a och b i funktionen y = (a? — Dx* — (a? + 2a)x® +
2(a+1)x%+b,sé att y antar ett maximivirde = 4 férx = 1. (Aug. 55. 2.a.k.)

Bestam konstanterna a och b i funktioneny = a+bx — x?,s4 att motsvarande
kurva gar genom punkterna (—1; 0) och (0; 2). Berdkna dérefter ytan av den
triangel, som bildas av kurvans normaler i de nimnda punkterna samt dessa
punkters sammanbindningslinje. (Aug. 42.2.ak)

Diskutera och upprita kurvan y = ax* + bx3, d4 man vet, att den har ett
minimum i punkten (1; —1). (Nov.41.3.ak)

Vilket virde maste konstanten a ha, for att x-axeln skall vara tangent till
kurvany = x? — 2x + 3 + a(x — 1)? (H.17.2.R)

Diskutera och upprita kurvan y = ax3 + bx?, d4 man vet, att den skér x-axeln
i punkten (4,5; 0) och att dess normal i denna punkt skar y-axeln i punkten
(0; 2/3). (Jan. 41. 3. ak)
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338.

339.

340.

341.

342.

343.

344.

345.

346.

347.

Bestim konstanterna a och b i ekvationen y = x* — x3 + ax? + bx, si att
tangenten i origo till motsvarande kurva skir denna i punkten (2; 4). Ange
aven, var denna tangent ytterligare skar kurvan. (For néjaktig behandling
kraves icke, att kurvan uppritas.) (Nov.46. 1. a.k.)

I funktionen y = x* — ax? dr a en positiv konstant. Bestim denna konstant
s4, att motsvarande kurvas maximi- och minimipunkter blir horn i en liksidig
triangel. (Nov. 54. 3. a.k.)

Kurvornay = f(x) ochy = f'(x), ddr f(x) = x3+ax+ b och f'(x) dr deriva-
tan av f(x) med avseende pa x, skir varandra i en punkt med x-koordinaten
1. Kurvan y = f(x) har en minimipunkt, i vilken kurvan tangerar x-axeln.
Bestam vardena pa konstanterna a och b, och upprita kurvorna i samma
koordinatsystem. (Mars 50. 4. a.k)

Funktionen y = x3 4+ 3cx? + ¢, dir ¢ ar en konstant, har ett maximivirde
som ar dubbelt sa stort som funktionens minimivarde. Bestim konstanten
C. (Nov. 53. 1. sp.k.)

P4 en kurvamed ekvationeny = ax3+bx, dir a och b ir konstanter, ar A (x; y)
en fast punkt och B (x + Ax; y + Ay) en rorlig punkt. Riktningskoefficienten
(vinkelkoefficienten) for sekanten AB har vardet 5/4 for Ax = 1 och vardet
3/s for Ax = 0,1, samt gar mot gransvardet 5/0 dd Ax gar mot 0. Bestim
konstanterna a och b samt koordinaterna for punkten A. Upprita slutligen
kurvan i dess huvuddrag. (Aug. 55.6.a.k))

(R) For vissa viarden pa konstanten k ar normalen i origo till kurvan ky =
x3 — 8x2 + 15x ocksé tangent till kurvan. Bestim dessa virden pa k.
(Aug. 54. 6. a.k.)

(R) Kurvorna y = ax? — bx och y = ax — bx? skir varandra i tvd punkter
under rata vinklar. Bestdm konstanterna a och b. Upprita kurvorna for dessa
varden pa a och b, och berdkna ytan av den fyrsiding, som inneslutes mellan
tangenterna i kurvornas skarningspunkter. (Mars 47.5.a.k.)

(R) Bestam konstanterna a och b i funktionen y = ax3 + bx? s4, att funk-
tionskurvan gar genom punkten (2; —2) och dess normal i denna punkt gar
genom kurvans utanfor origo beldgna skarningspunkt med x-axeln. Konstrue-
ra darefter kurvan, samt bestim normalens aterstdende skdrningspunkt med
kurvan. (Mars 49. 7. a.k)

(R) Diskutera kortfattat utseendet av kurvorna y = x™ for olika positiva hel-
talsviarden pa n. P4 en sadan kurva viljes en godtycklig punkt P med positiva
koordinater. Genom P drages dels en rat linje parallell med x-axeln, dels nor-
malen till kurvan i punkten. Dessa linjer bildar tillsammans med y-axeln en
ratvinklig triangel. Undersok, om det finns nagot varde pa n, for vilket ytan
av denna triangel ar oberoende av P:s lage, och ange i sa fall ytan for detta
n-varde. (Aug. 40. 8. a.k.)

(R) Kurvornay = x3 + ax och y = x* + bx, dir a och b dr konstanter, har mi-
nimum i samma punkt. Bestdm 6vriga gemensamma punkter och konstruera
kurvorna. (Jan. 46.7.a.k.)
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348. (R) Kurvan y = f(x), dar f(x) ar ett polynom av tredje graden, har en mini-
mipunkti (a; —a) och en maximipunkti (—a; a), dar a ar en konstant. Visa,
att detta ar mojligt, endast om a > 0. Kurvan har en tangent, som gar genom
minimipunkten utan att tangera kurvan i denna punkt. S6k denna tangents
ekvation. (Jan. 54.7.ak)

349. (R) Den kurva, som motsvarar ekvationen y = ax* + bx?, dir a och b 4r
konstanter, har ett minimum och tva maxima, vilka utgéra horn i en liksidig
triangel. Bestdm tecknen for a och b, och ange det algebraiska sambandet
mellan dessa konstanter. (Mars 42.7.ak)

350. (R) Tangenten i origo till kurvan y = x* — bx? + 2x skir kurvan i en maxima-
eller minimipunkt. Berdkna konstanten b, upprita kurvan samt bestam ekva-
tionen for en linje, som tangerar kurvan i tva punkter. (Jan. 48.8.a.k)

351. (R) Visa, att man kan vélja de inbordes tecknen for tva av koefficienterna i
ekvationen y = ax* + bx? + cx pa ett sddant sitt, att en tangent till motsva-
rande kurva &r parallell med kurvans tangent i origo och tangerar kurvan
i tva skilda punkter, A och B. Bestam darefter kurvans ekvation, om punk-
terna A och B ar (—1; 0) och (1; 2). Upprita slutligen i detta speciella fall
kurvan i stora drag. Utnyttja darvid utom kurvans redan kidnda tangenter
kurvans skiarningspunkter med x-axeln och med tangenten i origo. Eventuella
maximi- och minimipunkter behover icke berdknas utan endast antydas i
diagrammet. (Nov. 52.8.a.k)

352. (R) Bestdm den funktion y = f(x) av andra graden, vars motsvarande kurva
tangerar linjernay =4,y =x+ 2ochy = — — 2x + 12. (Jan. 44. 8. a.k.)

353. (R) I funktionen y = x3 — ax dr a en konstant. Om virdet pa a viljes pa
lampligt séatt, kan man pa den motsvarande kurvan finna punkter P och Q sa
belagna, att tangenten i P samtidigt blir normal i Q. Bestdm vinkelkoefficienten
for PQ, uttryckt i a, och ange viklet villkor a maste uppfylla, for att nadgon dylik
tangent skall finnas. (Mars 48. 8. a.k.)

c) en tillimpning inom ekvationsldran

354. Undersok, hur antalet skirningspunkter mellan kurvan y = 12x% — 4x3 — 3x*
och rita linjen y = k varierar med vardet pa k, och bestim med hjilp haray,
hur manga positiva och hur manga negativa rotter ekvationen

3x*+4x3 —12x2+k=0

far for olika varden pa k. (H.32.6.R)

d) nagra kurvskaror

355. (R) Undersdk funktionen y = x* + ax?, dir a 4r en konstant, med avseende
pa nollstéllen (dvs. de x-varden, for vilka funktionen blir = 0) samt maxima
och minima. Unders6kningen skall genomforas for alla reella virden pa a,
olika fall skall sarskiljas och motsvarande kurvor uppritas i stora drag.
(Aug. 49. 4. ak)
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356.

357.

358.

(R) Diskutera utseendet av kurvan y = x3 + ax + b, dir a och b 4r konstanter.
Ange kurvans skiarningspunkter med tangenten i en punkt pa kurvan med
abskissan a. (Jan. 43.6.ak)

(R) Undersék kurvan y = x3 + ax? + a3, dir a 4r en konstant, med avseende
pd maximi- och minimipunkter. Ange med tillhjalp darav, vilka huvudtyper
kurvan uppvisar och for vilka virden pa a dessa forekommer. Upprita slutligen
exempel pa de olika huvudtyperna. (Mars 51. 6. a.k.)

(R) Undersék kurvan 10y = x* — 8x3 + 2ax? med avseende pd maximi- och
minimipunkter for olika varden pa konstanten a, och askadliggor i skilda
koordinatsystem exempel pa de olika huvudtyper av kurvor, som kan fore-
komma. (Mars 55. 8. a.k.)

e) maximi- och minimibestamningar

359.

360.

361.

362.

363.

364.

365.

366.

I ekvationen ax? — a?x = 1 ir a en positiv konstant. Visa, att ekvationens
rotter ar reella. Berdkna det varde pa a, for vilket summan av rétterna och
deras inverterade varden blir sa stor som majligt. (Jan. 44.1.ak)

I en triangel ar hojden mot en sida dragen. Var pa denna hojd skall en punkt
P vara belégen, for att summan av kvadraterna pa avstanden fran P skall vara
sa liten som mojligt? (Jan.42.1.ak)

Pa sidan AB i en triangel ABC &r en punkt P given. Hur skall en med AB
parallell transversal RQ dragas, for att den i triangeln ABC inskrivna triangeln
PQR skall fa storsta mojliga yta? (Mars 38.1.a.k.)

Pa sidorna AB, BC och CA 1 en liksidig triangel med sidan a tages i ordning tre
punkter P, Q och R s, att BQ blir dubbelt s& stor som AP och CR tre ganger
sa stor som AP. Hur stor skall AP viljas, for att ytan av triangeln PQR skall
bli sa liten som mojligt? (V.28.8.L)

Genom en punkt P pa en given triangels bas drages tva rita linjer, som ar
parallella med sidorna och alltsd jamte dem bildar en parallellogram. Var skall
P tagas, for att denna parallellogram ma bli sa stor som mgjligt? (V. 09. 4. R)

I en triangel ABC drages en transversal DE parallell med BC. Fran D, som ligger
pa AB, drages transversalen DF parallell med AC och fran E transversalen EG
parallell med AB. Sok laget av D, da ytan av parallelltrapetset DEGF far sitt

maximivarde. (AD > >AB.) (H.36.9.R)

En rak landsvagsstriacka OA och en rak jarnvigsstracka OB pa horisontell
mark skir varandra i O, sa att vinkeln AOB ar 60°. I samma 6gonblick som
framsta delen av ett tag passerade O, befann sig en bil i A pa landsvagen 700 m
fran O. Efter 1 min 10 sek passerades O av bilen, och tagets framsta del var da
i B pa 1400 m avstand fran O. Hur stort var det minsta avstdndet mellan bilen
och tagets framsta del? Bilen och taget antages pa de ndamnda strackorna réra
sig utan uppehall och med jamn hastighet. (Nov. 50. 3. a.k.)

I triangeln ABC ar AB 15cm, BC 13 cm och CA 7 cm samt P en rorlig punkt
pa sidan AB. P4 forlangningen av sidan AC at C till avsattes strackan CQ = BP.
Bestdm ytan av triangeln APQ, nir strackan PQ &r sa liten som majligt. Visa
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367.

368.

369.

370.

371.

372.

373.

374.

375.
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darefter, att det erhallna vardet ar ett maximivarde for ytan av triangeln
APQ. (Jan. 53.5.a.k))

Fran A avgar Kkl. 9 en bat med hastigheten 1 mil i timmen mot B, som ligger
2 mil rakt oster om A. Kl. 10 avgér fran A en annan bat med hastigheten 2
mil i timmen mot C, som ligger 2,5 mil fran A och rakt norr om B. Vid vilken
tidpunkt efter kl. 10 dr batarna varandra narmast, och hur stort ar da deras
avstand? (Nov. 38.7.a.k)

I den likbenta triangeln ABC har de lika stora sidorna AB och AC en given
langd, medan basen BC varierar. Den i triangeln inskrivna cirkeln tangerar
sidan AB i punkten T. Nar basen BC har en viss ldngd, uppnar striackan CT ett
maximivarde. Hur stor del av CT ligger da utom cirkeln? (Nov.49.7.ak.)

En likbent triangels omkrets ar konstant och = a. Bestdm det minsta varde,
som langden av medianen mot en av de lika stora sidorna kan anta.
(Aug. 49. 3. a.k))

I triangeln ABC ar sidan BC 4 cm och medianen fran A 6 cm. P ar en godtycklig
punkt pad den namnda medianen, och strackan AP dr x cm. Ange summan av
kvadraterna pa avstanden fran P till de tre triangelh6rnen som en funktion
av x, och studera motsvarande funktionskurva. Bestim sarskilt det storsta
och det minsta varde, som funktionen antar. (Jan. 55.5.a.k))

I en aritmetisk serie &r summan av de 22 forsta termerna 8,8 och summan
av de 36 forsta termerna 12. Hur manga termer, fran borjan raknat, skall
medtagas, for att deras summa skall bli sa stor som mojligt?

(Mars 53.1.a.k))

I de bida serierna 10, 10x, 10x?3, ... och 0, x, 2x, 3x, ... bestimmes x s§, att
skillnaden mellan termerna med ordningsnumret 11 i de bada serierna, tagna
i angiven ordning, blir sa liten som mojligt. Berdkna for detta x-varde forhal-
landet mellan summorna av de 9 férsta termerna i den aritmetiska och i den
geometriska serien. (Jan. 47. 2. a.k.)

Foljande aritmetiska serier ar givna:

2,6,10,... och
85, 83, 81, ...

Man vill taga ett antal termer i vardera serien fran boérjan riknat, i bada

serierna tillsammans 30 termer, s att summan av dessa 30 termer blir s

liten som mojligt. Hur manga termer skall da tagas fran vardera serien?
(H.30.1.R)

Ur de bada serierna 1, 8, 15, 22 ... och 43,5; 41,5; 39,5; 37,5; ... skall man
i ordning fran seriernas borjan taga ett antal termer, sa att summan av alla
dessa termer, tillsammans 12 stycken, blir sa liten som mojligt. Hur manga

termer bor tagas ur vardera serien, och hur stor blir den erhallna summan?
(Aug. 52.5.ak)

(R) 4B ar en diameter i en cirkel med radien r. Fran en punkt P pa cirkeln
drages normalen till tangenten i B. Normalens fotpunkt ar C. S6k maximum
féor summan av strackorna AP och PC. (Mars 42. 6. a.k))
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376.

3717.

378.

379.

(R) P4 kurvan y = (x — a)?, dr a ir en positiv konstant, ir en punkt P
sa belédgen, att tangenten till kurvan i denna punkt och dess avskdrningar
av de positiva koordinataxlarna bildar en triangel med stérsta mojliga yta.
Normalen till kurvan i samma punkt gar genom origo. Bestdm konstanten
a. (Mars 44. 4. a.k)

(R) AB ar diameter i en cirkel med radien r, C ar en punkt pa forlangningen
av AB at B till. Pa cirkelns tangent i punkten A ar en punkt D sa beldgen, att
strackan CD ar lika med 67. Bestim det storsta viarde, som avstandet fran
cirkelns medelpunkt till linjen CD kan anta. (Jan. 52. 6. a.k.)

(R) Genom en godtyckligt vald punkt P pa sidan AB i rektangeln ABCD drages
normalen mot DP. Denna skar antingen sidan BC eller sidan CD. Om skér-
ningspunkten kallas R, avskares i forra fallet en triangel BPR, i senare fallet
en fyrhorning BPRC. Vilket villkor maste rektangelns sidor uppfylla, for att
den ndmnda avskurna figuren, oberoende av punkten P:s lage pa AB, skall bli
en triangel? Var pa AB skall P vara belagen, for att den avskurna triangelns
yta skall bli sa stor som mojligt? (Mars 41. 8. a.k.)

(R) Genom origo drages en rit linje, som skir kurvan y = 2x — x? i ytterligare
tva punkter A och B. Visa, att linjen ar normal till kurvan, da kvadraten pa
langden av strackan AB dr maximum eller minimum. (Mars 39. 6. a.k.)

f) "variationsbeskrivningar”

380.

381.

382.

383.

384.

Konstruera kurvan y = x3 — 4x? + 4x. Origo O sammanbindes med en punkt
P pé kurvan, och fran P filles normalen PQ mot x-axeln. Undersok och askad-
liggdr i samma koordinatsystem, hur ytan av triangeln OPQ varierar, da P
genomloper kurvan. (Mars 43. 4. a.k.)

(R) Konstruera kurvan 3y = 9x — x3 i stora drag. Fr&n en punkt P pé den del
av kurvan, som ar beldgen ovanfor positiva x-axeln, filles normalen PN mot
x-axeln. Ena diagonalen i en romb sammanfaller med strackan PN. Den andra
diagonalens dndpunkt ligger pa y-axeln. Ange rombens yta som funktion av
abskissan for punkten P, undersok, hur denna yta varierar med laget for P,
och konstruera den motsvarande funktionskurvan. (Nov.51.5.ak)

(R) Upprita kurvan y = (x? — 1)? i dess huvuddrag. En likbent triangel har
spetsen i origo, basen parallell med x-axeln och basens andpunkter pa den
ndmnda kurvan. Undersok och askadliggor med ett diagram, hur ytan av
denna triangel varierar med ldngden av halva basen. Ange speciellt, om ytan
antar nagra maximi- eller minimivarden. (Aug. 50.5.a.k))

(R) En triangel har etthérni punkten (0; 6), etti punkten (6; 0) och det tredje

pa kurvan 3y = —x3. Undersék, med angivande av eventuella maxima och

minima, hur triangelns yta varierar, da det rorliga hornet beskriver kurvan.
(Mars 40. 7. a.k.)

(R) I ett ratvinkligt koordinatsystem &r en triangel O PQ sa placerad, att hornet
2

X
O faller i origo, hornet P pa kurvany = > och hornet Q pakurvany = 12x —

x? — 30. Sidan PQ &r parallell med y-axeln. Undersok och &skadliggér med
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385.

386.

387.

388.

389.

ett sarskilt diagram, hur ytan av triangeln OPQ varierar, nar P genomldper

den forstndmnda kurvan. (Jan. 50. 8. a.k.)
(R) En ratvinklig triangel O AB har den réta vinkelns spets i origo, hornet A
pé den rita linjen y = —2 och hérnet B p& kurvan y = x? + 2x. Undersok
och askadliggor med ett sarskilt diagram, hur triangelns yta varierar med
x-koordinaten for A, ndr A genomloper linjen y = —2. Ange ocksa ytans
eventuella maximi- och minimivarden. (Aug. 51.8.ak)

(R) Upprita kurvan y = 24x — 22x? + 8x3 — x* i dess huvuddrag. I en punkt
P pa kurvan drages tangenten. Undersdk, hur dennas avskarning pa y-axeln
varierar, nar P ror sig langs kurvan, och askadliggor detta i ett sarskilt diagram.
Ange speciellt, for vilka x-varden den ndmnda avskdrningen antar maximi-
eller minimivarden. (Nov. 47.8.a.k)

(R) Kurvorna 4y = x? — 12x + 32 och 2y = 16 — x? uppritas i sina huvud-
drag. De bada rata linjerna x = a och x = a + 2, dir a ar en konstant, skar
kurvorna i sammanlagt fyra punkter, vilka sammanbindes, sa att ett paral-
lelltrapets uppstar. Ytan av detta trapets kan uppfattas som en funktion av a,
vilken funktions algebraiska uttryck blir olika i olika intervall fér a. Bestdm
dessa uttryck, samt undersok, hur ytan varierar, nar a genomloper alla reeella
varden. (Mars 52. 8. a.k.)

(R) Ekvationerna for en triangels sidorarx +3 =0,y +4 =0ochx +y = 6.
I denna triangel inskrives en triangel ABC, sa att dess medianer gar genom
origo. Undersok och askadliggor grafiskt, hur ytan av triangeln ABC varierar,
samt ange det storsta och minsta virdet av denna yta. (Nov. 45. 8. a.k.)

(R) Upprita kurvan y = x?(3 — x)i dess huvuddrag. Tva punkter pa kurvan,
A och B, har positiva koordinater, och deras sammanbindningslinje gar ge-
nom origo. Projektionerna pa x-axeln av A och B ar A; och B;. Undersok och
askadliggor grafiskt, hur ytan av parallelltrapetset AA; BB, varierar, da linjen
AB vrider sig kring origo. (Aug. 44.7.ak))

g) nagra avancerade uppgifter av olika slag

390.

391.

36

P ir en punkt pd kurvan y = 0, 1x3. Normalen till kurvan i punkten P bildar
med koordinataxlarna en triangel, vars yta ar T. Visa, att T narmar sig ett visst
gransvarde, da P langs kurvan rycker in mot origo. (Da P sammanfaller med
origo, erhdlles givetvis ingen triangel.) Berdkna ifrdgavarande gransvarde, och
visa dérefter, att triangelns yta alltid ar storre dn det erhdllna gransvardet.
(Nov.53.7.ak)

(R) Fran en punkt A; pa kurvan 9y = x3—9x? drages en ritlinje, som tangerar
kurvan i en punkt A, skild fran A;. Fran A, drages en rat linje, som tangerar
kurvan i en punkt A;, skild fran A,. Forfarandet upprepas, varvid erhalles
punkterna Ay, As, ..., Ap_1, A,. Fran A,,_; ar alltsd dragen en rit linje, som
tangerar kurvan i A, som ar skild fran A4,,_,. Visa, att punkten A,, obeginsat
narmar sig en bestdmd punkt pa kurvan, da n obegransat vaxer, och bestaim
koordinaterna fér denna punkt. (Man forutsatter, att A; ej rakat bli placerad
justidenna punkt.) (Aug. 48.8.a.k)
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392. (R) I en konvergent odndlig geometrisk serie med reella termer ar forsta
termen a och kvoten k. Man vill 16sa uppgiften att med ett givet virde pa a
bestimma ett sddant virde pa k, att seriens summa blir lika med kvadraten
pa k, och konstruerar fér den skull den kurva, som svarar mot det erhallna
sambandet mellan a och k. Undersok, for vilka virden pd a den nyss namnda
uppgiften dr mojlig, och ange sarskilt, for vilka av dessa varden uppgiften har
en eller flera I6sningar. (Mars 47.7.ak.)

393. (R) f(x) ar en funktion med derivatan f'(x) = x + 3. De geometriska mot-
svarigheterna till funktionerna y = f(x) och y = f'(x) i samma rétvinkliga
koordinatsystem skér varandra under rat vinkel i en av skarningspunkterna.
Bestam f(x). (Mars 55.5.a.k))

dZ
394. (R) Funktionen y = f(x) ar bestamd pa f6ljande sitt. For x > 0 giller d_x}Z} =
2
1+ x, och for x < 0 géller d_x); = 1 — 3x2. Nir x ndrmar sig 0 genom positiva

d
eller negativa varden, ndrmar sig y vardet 1 och d_z vardet 0. Harled uttryck

for f(x) i de bada fallen, s6k funktionens maximi- och minimivarden samt
2

upprita ett diagram 6ver funktionen y = f(x). (Med d_x}zl menas derivatan av
d
d_z med avseende pa x.) (Nov.51.8.ak))
395. (R) Ett godtyckligt polynom f(x) av tredje graden har reella koefficienter.
Bevisa, utan anvandning av motsvarande kurva, att om funktionen har ett
maximum, sa har den dven ett minimum. (Jan.55.7.ak)
396. (R) Upprita kurvan 3y = x2(6 — x?) i dess huvuddrag. Undersék dérefter,
hur antalet tangenter till kurvan fran en punkt P pa y-axeln varierar, nar P
genomloper ndmnda axel. (Mars 55.7.ak.)
397. (R) Upprita kurvan 4y + x* — 8x3 + 18x? = 0 i dess huvuddrag. I en punkt 4
pa kurvan med abskissan a drages kurvans tangent. Riktningskoefficienten
(vinkelkoefficienten) for denna tangent betecknas med k(a). For varje varde
pa a kan man draga en eller flera tangenter till kurvan med riktningskoefficien-
ten k(a). Ange, hur antalet dylika tangenter varierar, da punkten A beskriver
kurvan. - Det erfordras inte men betraktas som en fortjanst, att man lamnar
in en utredning dven av de fall, dd tangenter sammanfaller. (Jan. 55. 8. a.k.)
398. (R) I ekvationen x3 — x2 — x + k = 0 4r k ett tal, som uppfyller villkoret
0 < k < 1. Bevisa, att av ekvationens rotter en och endast en rot x; ar sadan,
att0 < x; < 1. (Mars 54. 7. a.k)

(R) VI. Trigonometriska funktioner

a) nagra problem, vilkas l6sning forutsatter kinnedom om tri-
gonometriska funktioner

399. Vilka virden kan rétterna till ekvationen 16x2 + 24x + cos@ = 16 + 9sin® «
anta, dar a ar en godtycklig vinkel? (Nov. 53.5. ak)
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400.

401.

402.

403.

404.

405.

406.

407.

408.

409.

38

Bevisa, att summan av den odndliga serien
cos? v — sin? v + cos* v — sin* v + cos® v — sin® v + ...

4 cos 2v

ar ——. (H.10.R)
sin” 2v

[ en cirkel med 65 cm radie ar en fyrhérning ABCD inskriven. Sidorna AB, BC

och CD ari ordning 66 cm, 78 cm och 50 cm. Visa utan att anvédnda tabell, att

cirkelbdgen ABCD ar en halvcirkel. (Jan.42.5.ak)
[ triangeln ABC ar sidan AB 4 cm, sidan AC 5 cm och sidan BC 6 cm. Bevisa,
att vinkeln A ar exakt dubbelt s stor som vinkeln C. (Jan.55.3.a.k)

Mellan vinklarna 4, B och C i en triangel bestar foljande relation:

sinA4 + sin(C — B)

cotB =

cos(C — B)
Bevisa, att triangeln ar ratvinklig. (V.25.6.R)
En triangels vinklar ar 4, B och C. Visa, att om cot ;, cot g och cot g bildar
en aritmetisk serie, sa ar cot g cot g =3. (Aug. 41.4.ak)

Beridkna forhéllandet mellan sidorna i en likbent triangel, i vilken det kortaste
avstandet mellan basens ena dndpunkt till den inskrivna cirkelns periferi ar
en fjardedel av triangelns bas. (Jan. 45. 3. a.k.)

I ett likbent parallelltrapets dr benen och den ena basen lika med 6 cm. Tra-
petset ar inskrivet i en cirkel med radien 4 cm. Berdkna vardet av trapetsets
yta, forst exakt och sedan approximativt. (Mars 49. 4. a.k.)

Visa, att man kan bestdmma ett siffervirde pa a, sa att likheten sin(60° — x) -
sin(60° + x) = a - sin 3x galler for alla vinklar x. (V.25.4.R)

1 2tanx 2_ 1 2tanx 2
sin2x | tan 2x
géller for varje varde pa x, som inte ar av formen k - 45°, dar k ar ett positivt
eller negativt heltal eller 0. (Mars 54. 4. a.k.)

Bevisa, att formeln

En triangels vinklar ar a, §, y. De punkter, i vilka triangelns bisektriser rakar
den kring triangeln omskrivna cirkelns periferi, forenas medelst rata linjer,
varvid en ny triangel uppkommer. Visa, att forhallandet mellan ytan av den
ursprungliga och ytan av den salunda bildade triangeln ar

SSing-sinE-sinK
2 2 2

(Jan. 39.8.a.k)
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410

411.

412.

413.

414.

415.

[ en triangel inskrives en cirkel, och i denna cirkel inskrives en med den forra
likformig triangel. Visa, att forhallandet mellan motsvarande sidor i den in-
och omskrivna triangeln ar

Asi A B _C
sin > - sin - - sin 7,
dér A, B och C ar vinklarna i trianglarna. (Aug. 39.7.ak)

Visa, att i varje triangel ABC ar
asinA — bsinB = csin(4 — B),

om a, b och ¢ dr motstaende sidor till resp.4, B och C. (V.36.9.R)

I en halvcirkel med medelpunkten O och diametern AB ar en korda AC dragen.
En cirkel med medelpunkten O’ inskrives i figuren ABC, si att den tangerar
kordan, diametern och bagen BC. Bevisa, att

1 1
cot ECAB — cot EO’OB =1.

(Mars 48. 7. a.k.)

Pasidornaiden ratvinkliga triangeln AB C uppritas utdt de likformiga, likbenta
trianglarna AP, B, BP,C och CP3A4, vilkas toppvinklar P,, P, och P3 alla ar
120°. Visa, att triangeln P, P, P5 &r liksidig. (Nov. 45.7.a.k)

Mitetalen for tva sidor i en triangel 4r rétter till ekvationen ax? + bx + ¢ = 0.
En cirkel tangerar dessa bada sidor och har sin medelpunkt pa den tredje
sidan. Bestdm maximivardet av denna cirkels radie. (Aug. 46. 8. a.k)

Tva cirklar tangerar varandra utantill i punkten A. Man tar tvenne punkter B
och C, en pa vardera cirkelperiferin, och sd att vinkeln BAC blir rat. Hur skall
B och C viljas for att triangeln BAC skall fa sa stor yta som mojligt, och hur
stor blir denna, om cirklarnas radier ar R och r? (v.31.8.L)

b) enkla trigonometriska ekvationer

416.
417.
418.

419.

420.
421.

422.

Los ekvationen sin 5x — sin 3x = sin x. (v.08.6.L)
For vilka spetsiga vinklar ar sin 5x + sin 3x = cos 2x — cos 6x? (V. 04.2.R)

Bestam alla de vinklar x, som satisfierar ekvationen

cos 2x + cos x = sin 2x + sin x. (H.27.3.R)

Los ekvationen sin 3x = 2 sin x. (H.23.3.R)
1

For vilka spetsiga eller trubbiga vinklar dr sin 3x - sinx = E? (H.01.R)

Los ekvationen
cos(3x + 180°) + sin(270° + x) = 0. (Aug.52.1.ak)

Los ekvationen sin x(sinx — cosx) = 0, 16. (v.01.4.R)
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423.
424,

425.
426.
427.
428.
429.

430.

431.
432.
433.

434.

Los ekvationen 2 sin® x = cos x.

1
LOs ekvationen sinx + cosx = —.

V2

Los ekvationen sinx 4+ 3 cos x = 2.

Los ekvationen 2 sin 3x — 3 cos 3x = 1.
Los ekvationen cos x = 2(1 + cos 2x) sin x.
Los ekvationen sin 3x + sin 2x = 3 sin x.

Bestam alla vinklar x, som satisfierar ekvationen
sin 3x - sin 4x = cos 4x - cos 5x.
Bestam alla vinklar x, som satisfierar ekvationen

2

3
cos? x —sin®x = g(l + tan x).

Los ekvationen sinx + cosx = 2 cos 2x.
LOs ekvationen sin x sin 3x + cos 2x = 1.

For vilka varden pa konstanten a har ekvationen
(a+1—2atanx)cos’x+1=0

reella 16sningar?

Los ekvationen

1
tanx —tan®x + tan®x —tan’ x + - = 3

(Jan. 48. 3. a.k.)
(V.21.2.R)

(Mars 51. 1. a.k)
(Aug. 43.4.a.k)
(V.09.1.R)
(V.19.4.R)

(V.31.7.R)

(H.36.5.R)

(Nov.42.2.ak)
(Nov.41.1.ak)

(Nov.48.7.ak.)

(V.32.3.R)

c) problem som loses med hjilp av trigonometriska ekvationer

435. 1 enkonvergent odndlig geometrisk serie dr forsta termen cos x, andra termen
sin x och summan — sin x. Bestdm de vinklar x for vilka detta galler.

436.

437.

438.

439.

40

(Mars 48. 1. a.k.)

L och M 4r tva mot varandra vinkelrata linjer, som skér varandra i O. Fran en
punkt A pa L drages en rét linje till B pa M, sa att vinkeln OAB = v; fran B
drages en linje till C pa L, sa att vinkeln OBC = v; fran C drages en rét linje
till D pa M, sa att vinkeln OCD = v osv. i oandlighet. Bestim vinkeln v, s att
den brutna linjen ABCD ... blir dubbelt sa lang som 0A.  (Mars 37. 4. a.k))

I en konvergent odndlig geometrisk serie ar forsta termen 1 och kvoten 2 tan x.
Bestdm vinkeln x, sa att seriens summa blir lika med cos(2x + 90°).
(Nov. 52. 2. a.k.)

I en triangel ABC ar forhallandet AB : AC = 2 : 3. Vinkeln A ar dubbelt sa
stor som vinkeln B. Berdkna triangelns vinklar. (Mars 38. 3. a.k)

[ triangeln ABC &r vinkeln A dubbelt sa stor som vinkeln B och sidan ¢ dubbelt
sa stor som sidan b. Berdkna triangelns vinklar. Bestdm triangelns vinklar.
(Aug. 50.1.ak)
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440.

441.

442.

443.

444.

445.

446.

447.

448.

449.

450.

451.

452,

Berdkna vinklarna och de lika stora sidorna i en likbent triangel, om basen ar
10 cm och bisektrisen till en av basvinklarna 8 cm. (Aug. 49.1.ak)

I tva likbenta trianglar ar benen lika stora och forhallandet mellan baserna
3 : 8. Vinkeln vid spetsen dr i den ena triangeln tre ganger sa stor som i den
andra. Berdkna trianglarnas vinklar. (Aug. 43.1.ak)

Tvé kordor i en cirkel ar 2 cm respektive 5 cm. De motsvarande bagarna for-
haller sig som 1 : 3. Berdkna ldngden av den forst nimnda kordans mindre
bage. (Jan. 49.1.ak)

I en triangel ar en vinkel 40° och den motstaende sidan aritmetiskt medium till
de bada 6vriga sidorna. Bestam triangelns dvriga vinklar.  (Nov. 49. 5. a.k.)

I en triangel ABC forhaller sig hojderna fran hérnen A och B som 4 : 3 och
yttervinklarna vid A och B som 3 : 2. Berdkna triangelns vinklar.
(Mars 48. 4. a.k)

I en cirkel ar inskrivet ett parallelltrapets, i vilket tre sidor ar lika langa och
var och en av dem dubbelt sa ldng som den fjarde sidan. Berdkna de medel-
punktsvinklar som trapetsets sidor upptar, samt trapetsets yta, da cirkelns
radie dr 1,6 dm. (H.33.3.R)

I en konvergent oandlig geometrisk serie med reella termer ar forsta termen

sin4x  sin2x . . .
. seriens summa ar 3. Bestim det

sinx och fjarde termen
exakta vardet av seriens forsta term och av dess kvot. (Jan.52.5.ak)

[ en ratvinklig triangel kdnner man langderna av hypotenusan BC = 3 m och
det stycke BD = 2 m av vinkelns B:s bisektris, som ligger inom triangeln.
Berdkna vinkeln B och kateterna. (v.08.4.R)

I en triangel ar en sida 5 m, en annan 8 m och den mellanliggande vinkeln = a.
Om a vore 24°37' storre skulle triangelns yta vara 4 m? storre. Hur stor ar
vinkeln a? (H.16.7.R)

I triangeln ABC dr M mittpunkten av BC. AB ar dubbelt sa lang som AC, och
vinklen CAM é&r tre ganger sa stor som vinkeln BAM. Beridkna vinkeln BAC.
(Aug. 36. 2. R)

I triangeln ABC ar sidan AB 6 cm och sidan AC 9 cm. Sidan BC ar tre ganger
sa stor som den mot densamma dragna héjden. Berdkna vinkeln A.
(Nov. 48. 6.a.k.)

[ en halvcirkel ar AB diametern samt AC och CD kordor, av vilka den senare ar
parallell med AB. Da vinkeln BAC varierar fran 0° till 90°, dndras forhallandet
AC : CD. Bestdm vinkeln, da forhallandet ar = 2. (Nov. 46. 6. a.k.)

Harled for cos 3v en formel, vari endast cos v ingar. Anvand dérefter denna
formel for att 16sa ekvationen x3 — 3x + 1 = 0, sedan x i denna utbytts mot
2y. Ekvationens rotter skall anges var for sig i saval exakt som approximativ
form. (Mars 44.7.a.k.)
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VII. Stereometri

a) problem pa polyedrar, dir i allminhet strackor, ytor eller
vinklar skall beraknas (inga volymsbestimningar)

453.

454,

455.

456.

457.

458.

459.

460.

461.

462.

463.
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Genom en diagonal till en kub med kantldngden a lagges ett plan, som halverar
tva av de kanter till kuben, som icke rakar diagonalen. S6k arean av den
fyrsiding, som av diagonalplanet utskéres ur kuben. (H.16.6.L)

En kub har kantlinjen a. Pa en av kubens diagonaler AB (A och B ar tva horn i
kuben, som ej ligger i samma sidoyta) har man tagit en punkt P mellan 4 och B,
sa att AP ar 1/5 av diagonalens langd. Pa en av de fran A utgaende kantlinjerna
i kuben har man tagit en annan punkt Q, sa att AQ = 2/3 av kantlinjens langd.
Berdkna avstandet PQ (uttryckti a). (V.28.5.L)

ABCD érbasytaienkub och E ettav kubens horn sa beldget, att AE ar diagonal
i kuben. Man kan da finna en punkt P pa AE och en punkt Q pa basytans
diagonal BD, sa att linjen PQ blir vinkelrat savil mot AE som mot BD. S6k
laget av P och Q. (Aug. 42.5.a.k)

I en rat fyrsidig pyramid, vilkens bottenyta dr en kvadrat med sidan a och
vilkens sidoytor ar liksidiga trianglar, ar en kub inskriven pa det sitt, att
en av kubens sidoytor ligger i pyramidens bottenyta och den motstiende
sidoytan har sina horn pa var sin av pyramidens kanter. Hur stor dr kubens
kant? (H.15.8.L)

I en regelbunden tresidig pyramid ar varje baskant = a och varje sidokant
= b. Bestdm avstanden mellan mittpunkten av en baskant och mittpunkten
av motstaende sidokant. (Aug. 36.4.R)

AB och CD ar tva kantlinjer i en regelbunden tetraeder, vilka inte rakas. Tetra-
ederns kantlinje har langden a. PA AB har man tagit punkten P s3, att AP = %a

och pa CD punkten Q s3, att CQ = Ea. Berikna striackan PQ. (H.28.6.R)

I en pyramid ar basytan en liksidig triangel och de tre sidoytorna kongruenta
likbenta trianglar. Berdkna sidovinklarna i pyramidens spets, ifall h6jden och
baskanten ar av samma langd. (H.20.8.L)

En trekantig pyramid, som till bas har en liksidig triangel, har de tre sido-
kanterna av lika langd. Beridkna forhallandet mellan bottenytan och en av
sidoytorna, da sidoplanen skir varandra under rita vinklar. (H.12.1.R)

En regelbunden pyramids hela yta ar tre ganger sa stor som basytan. S0k den
vinkel, som bildas av en sidoyta med basytan. (H.22.4.L)

I en trekantig pyramid ar basytan en liksidig triangel, och de tre fran toppen
utgdende kantlinjerna ar inbordes lika 1dnga. Pyramidens hela yta ar fyra
ganger sa stor som basytan. Berdkna den vinkel, som sidoplanen bildar med
basplanet. (V.29.4.L)

En (oregelbunden) pyramid delas av tva med basen parallella plan i tre lika
delar, av vilka den mellersta har samma totala begransningsyta som de tva
ovriga delarna tillsammans. Pyramidens hojd delas av planen i forhallandet
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1:3: 1. Hur stor del av den ursprungliga pyramidens totala begransningsyta
utgor dess basyta? (Jan.51.7.ak)

(R) Fran en punkt O utgdr tre begransade rata linjer 04, OB och OC s3, att de
tva och tva med varandra bildar en rat vinkel. deras ldngder ar i ordning 3, 4
och 5 dm. Berdkna vinkeln mellan planet ABC och planet 0OAB. (H.27.4.R)

I en fyrsidig pyramid med kvadratisk basyta ar baskanterna 10 cm och sido-
kanterna 13 cm. Berdkna vinkeln mellan tvd varandra skidrande sidoytor i

pyramiden. (V.28.4.R)
Hoéjden i en regelbunden tresidig pyramid ar hélften sa stor som baskanten.
Beridkna vinkeln mellan tva sidoytor. (Nov. 41. 2. a.k)

I en tetraeder ABCD ar sidoytorna ABC och ABD vinkelrata mot varandra.
Vidarear AB = 6 cm, AC = BC = 7cmoch AD = BD = 9 cm. Bestam vinkeln

mellan sidoytorna ACD och BCD. (Aug. 44. 4. ak)
Fran medelpunkten i en reguljar tetraeder drages rita linjer till tva av tetrae-
derns hornpunkter. S6k vinkeln mellan dessa bada linjer. (H.22.6.R)

(R) I en regelbunden tresidig pyramid forhaller sig en sidokant till en baskant
som 3 : 2. Bestam vinkeln mellan en sidokant och basytan samt vinkeln
mellan en baskant och en av sidoytorna. (Aug.41.7.ak)

(R) Sidovinklarna vid spetsen i en tresidig pyramid ar alla rata. Bevisa, att
kvadraten pa basytan ar lika med summan av kvadraterna pa sidoytorna.
(Jan.47.7.ak)

(R) En ratvinklig triangel ligger i ett plan P. De bada kateterna bildar vinklarna
A och B med annat plan Q genom hypotenusan. Planen P och Q bildar med
varandra vinkeln C. Visa, att

sin? C = sin® A + sin® B. (Nowv. 46. 8. a.k.)

En rak pyramid har till bas en kvadrat med sidan 70 dm. Medelst ett plan,
som ar parallellt med basen och pa avstandet 10 dm fran denna, bortskares
pyramidens topp, sd att en stympad pyramid aterstar. I denna har sidokanter-
na samma langd som sidan i den mindre basytan. Berdkna denna langd och
vinkeln mellan ett sidoplan och ett av basplanen. (H.28.7.L)

(R) I en regelbunden pyramid med kvadratisk basyta dr vinkeln mellan tva
narliggande sidoytor 120°. Berdkna vinkeln mellan en sidoyta och basytan.
(Jan. 40.5. a.k)

(R) En stang, som ar 2 m lang, stoder med sin nedre dndpunkt mot den ho-
risontella marken och bildar med denna en vinkel av 60°. Projektionen pa
marken av stdngens 6vre dndpunkt ligger rakt norr om stangens nedre dnd-
punkt. Berdkna langden av stangens skugga pa marken, om solen star i sydvast
20° 6ver horisonten. (Nov. 55. 6.a.k.)

En rektanguldr dorr ABCD, darAB ar 90 cm och AD 216 cm, kan vridas kring
AD. Om dorren 6ppnas 40°, hur stor vinkel har diagonalen AC vridits?
(Nov. 45. 2. a.k))
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(R) En backe, som kan antas vara plan och vars langdriktning tinkes ga vin-
kelratt mot skarningslinjen mellan backens plan och horisontalplanet, bildar
10° vinkel med sistnamnda plan. En person fardas uppfor backen i en rikt-
ning, som bildar 50° vinkel med backens langdriktning. Hur stor vinkel bildar
fardriktningen med horisontalplanet? (Mars 52.5. a.k)

(R) Ett plant rektangulart visitkort ligger pa ett horisontellt bord. Det vikes
langs en diagonal pa sa satt, att det uppvikta hornet kommer rakt ovanfor en
punkt pa kortets ena langsida. Vinkeln mellan kortets bada halvor ar da 45°.
Berikna forhallandet mellan kortets sidor. (Nov. 54.6.a.k.)

(R) Tre rektanguldra kort med ldangden 9 cm och bredden 6 cm stalles pa ett
plant horisontellt underlag, sa att en av de kortare sidorna i vartdera kortet
ingdr som en sida i en regelbunden sexhorning i det namnda planet och de
motstdende sidorna bildar en liksidig triangel. Berdakna kortens lutningsvinkel
mot planet. (Jan. 54.5.a.k))

(R) ABCD och A, B,C,D; ar tva motstaende sidoytorien kub. A och A4, B och
B, osv. ligger pd samma kantlinje. Genom AB och C; D, ligges ett plan, genom
BC och A1 D, ett annat. Berdkna vinkeln mellan dessa plan. (Aug. 46. 5. a.k))

(R) I en regelbunden tetraeder OABC ar M mittpunkten pa AB och N mitt-
punkten pa AC. Berdkna den spetsiga vinkel, som bildas av riktningarna for
linjerna OM och BN. (Jan. 44. 4. a.k.)

(R) O ar spetsen i en regelbunden fyrsidig pyramid OABCD i vilken alla kant-
linjerna ar lika. Berdkna vinkeln () mellan sidoplanet OAD och den réta linje,
som gar genom mittpunkterna pa kantlinjerna BC och OC. (Aug. 39.8.ak.)

(R) Ett plan skér alla sidokanterna i en regelbunden fyrsidig pyramid och
avskar av dessa i ordning striackorna a, b, ¢ och d, fran pyramidens spets
raknat. Bevisa, att

! + 1.1 + ’ Nov. 48. 8. a.k

stz =317 (Nov. 48.8.a.k.)
(R) Ienkub dr ABCD och A'B'C'D’ tva parallella sidoytor, vilkas horn forenas
av kantlinjerna AA’, BB', CC' och DD’. Ett plan lagges genom hornet €’ och
mittpunkterna pa kantlinjerna AB och AD. Bestiam ytan av den del av planet,
som faller inom kuben. (Aug.47.8.ak)

(R) Genom spetsen av en liksidig kon drages en rat linje [, som bildar 45°
vinkel med konens axel. Berdkna vinkeln mellan de tangentplan till konen,
som gar genom L. (Mars 30. 8. a.k.)

b) problem pa polyedrar, koner, cylindrar och sfirer (iven vo-
lymsbestimningar)

485.

486.

44

Fyra horn till en kub &r sa belagna, att tva av dem, vilka som helst, icke tillhor
samma kant. De fyra hornen bildar hornpunkterna till en regelbunden tetrae-
der. S6k dennas volym, ifall kubens kantlangd betecknas med a. (H.23.6.L)

I en sfar, vars radie ar 12 m, inskrives en kub samt i denna ater en sfar. Hur
stor blir den senare sfarens volym och yta? (V.17.5.L)
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En kons toppvinkel ar rat. Vad ar forhallandet mellan volymerna av konen
och den dari inskrivna kuben? (v.03.6.R)

[ en rat cirkular kon och en rat cirkular cylinder ar bottenradierna lika stora
som radien i en sfir. Volymerna av de tre kropparna, tagna i ndmnd ordning,
forhaller sig som 1 : 3 : 4. Hur forhaller sig kropparnas totala begransnings-
ytor? (Nov.54.1.ak))

En rat cirkular kon, vars sida dr lika med basytans diameter, och en rat cirku-
lar cylinder ar omskrivna kring en sfar. Visa, att de tre kropparnas volymer
forhaller sig till varandra som deras ytor. (V.25.3.R)

[ en rat cirkular kon, dar bottenytans radie ar 6 cm och héjden 8 cm, ar ett klot
inskrivet. Detta tangeras av ett plan, som ar parallellt med konens bottenyta.
Sok forhallandet mellan volymerna av den avskurna toppkonen, klotet och
hela konen. (Aug. 41.1.ak)

I en rat cirkular kon ar forhallandet mellan mantelytan och basytan = 4. Hur
forhaller sig konens volym till volymen av det inskrivna klotet?
(Jan.37.1.R)

En sfar dr inskriven i en rét cirkular kon, vars bottenyta ar hélften sa stor som
dess mantelyta. Vad ar forhdllandet mellan konens och sfiarens volymer?

(V.14.6.L)
I en rat cirkulér kon, vars hojd ar 5 dm, forhaller sig basytan till mantelytan
som 3 till 8. Berdkna konens volym. (H.29.4.L)

(R) I en rét cirkular kon lagges genom hojdens mittpunkt ett plan parallellt
med basytan. I den harigenom uppkomna parallellt stympade konen kan man
inskriva ett klot, som tangerar den stympade konens mantelyta och bada
plana begransningsytor. Bestam konens toppvinkel. (Aug. 44.5.a.k))

En rat cirkular kon ar omskriven kring en sfar, vars diameter ar lika med
konens halva hojd. Bevisa, att konens hela yta ar dubbelt sa stor som sfirens
yta. (H.30.3.L)

Toppvinkeln i en rét cirkuldr kon ar 60°. En rat cirkular cylinder, vars basradie
ar 1/3 av dess hojd, ar placerad s3, att den ena basytans medelpunkt samman-
faller med konens topp och den andra basytan ligger i konens basyta. Berdkna,
hur stor del av konens volym som faller inom cylindern. (Aug. 54. 3. a.k.)

En regelbunden pyramid och en ratvinklig parallellepiped har bada kvadra-
tisk basyta. Parallellepipedens ena basyta gar genom pyramidens spets, och
den andra ligger i pyramidens basyta. Parallellepipedens sidokanter skar
pyramidens sidokanter mitt itu. Hur stor del av pyramidens volym ligger inuti
parallellepipeden? (Mars 40. 2. a.k.)

Av tvenne koncentriska cirklar ar den ena bottenyta i en rat cirkulédr kon, den
andra bottenyta i en rat cirkular cylinder. Bada kropparna ligger pa samma
sida om det plan, som innehaller deras bottenytor, och deras hojder ar lika
stora. Om halften av cylinderns volym ligger inom konen, hur stor del av
konens mantelyta faller da inom cylindern? (H.27.7.L)

45
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Tva raka cirkulara cylindrar har lika stora volymer och lika stora totala ytor
men olika basradier. I den ena cylindern ar héjden och radien vardera 1 dm.
Hur stora ar de i den andra cylindern? (V.30.5.L)

En sfar ar omskriven kring en ratvinklig parallellepiped, vars basyta ar en
kvadrat med sidan 15 cm och vars héjd ar 7 cm. Kan man i samma sfar inskri-
va nagon annan ratvinklig parallellepiped med kvadratisk basyta och med
samma volym som den givna? Bestdm i sa fall dess kanter. (Mars 47. 3. a.k)

(R) Volymen av en rat cirkular kon delas mitt itu av ett med basytan parallellt
plan. I vilket férhallande delas konens mantelyta av samma plan?

(v.02.1.R)
En rat cirkular kons sida och bottendiameter ar lika stora. Hur stor blir konens
hela yta, ifall dess volym ar 24 dm3? (V.15.5.L)

I en regelbunden tresidig pyramid forhaller sig sidokanten till baskanten som
2 : 3. Under vilken synvinkel ser man en sidokant fran den omskrivna sfirens
medelpunkt? (Jan.55. 2. a.k)

En pyramid har en kvadrat med sidan a till bottenyta och 4 liksidiga trianglar
till sidoytor. Hur stor dr den i pyramiden inskrivna sfirens volym?
(H.19.8.L)

I enregelbunden fyrsidig pyramid ar en sidoyta lika stor som basytan. Berdkna
den kring pyramiden omskrivna sfarens radie, uttryckt i pyramidens baskant
a. (Mars 52. 2. a.k.)

I en regelbunden tresidig pyramid dr h6jden mot basytan 2 cm och hojden
mot en sidoyta 3 cm. Berdkna radien i den i pyramiden inskrivna sfaren och
vinkeln mellan de ndmnda héjderna. (Nov. 49. 3. ak.)

Ur en ratvinklig parallellepiped, vars kantlinjer ar resp. 4, 5 och 7 cm, avskéres
en trekantig pyramid genom ett plan, lagt genom tre av parallellepipedens
horn. Ange denna pyramids volym och dess fyra hojder. (Maj 36.2.R)

Pa en vals med 30 cm diameter rullade en maskin upp jamntjockt papper, tills

rullens diameter blivit 96 cm. En varvraknare visade, att antalet pappersvarv

da uppgick till 4230. Hur manga meters liangd hade det parullade papperet?
(Nov. 50. 2. a.k.)

Fran en kub, vars kant ar a, bortskires de atta hornen av atta plan, av vil-
ka vart och ett gar genom mittpunkterna av de tre sidoytor av kuben, som
sammanstoter i samma horn. Hur stor ar den aterstaende solida figurens
yta? (H.08.3.R)

(R) En sfar med radien a tangerar tre mot varandra vinkelradta plan. Genom
de tre tangeringspunkterna lagges en cirkel. Bestim denna cirkels radie och
avstandet mellan dess medelpunkt och sfarens. (Mars 49.5. a.k.)

(R) Enrat pyramid har till basyta en regelbunden sexhérning med sidan a, och
dess volym ar = volymen av en kub med kantlangden a. Berdakna sidoytornas
toppvinklar. (v.20.8.L)

(R) Om en likbent triangel roterar kring héjden mot basen eller kring en av
de lika sidorna, uppkommer tva olika rotationskroppar. Bestidm triangelns
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toppvinkel, om forhédllandet mellan volymerna av den férra och den senare
rotationskroppen ar 1 : 3. (Nov.37.5.ak))

(R) I en pyramid &r basytan en liksidig triangel, och de tre fran spetsen utga-
ende kantlinjerna &r lika langa. Det kring pyramiden omskrivna klotets radie
ar tva tredjedelar av pyramidens h6jd. Bestim de vinklar, som baskanterna
bildar med sidoytorna. (Aug. 37.8.a.k)

(R) Det begéres att lagga ett med basen parallellt plan till en regelbunden
tetraeder s3, att volymen delas i samma férhallande som den sammanlagda
begransningsytan. (v.22.8.L)

(R) En sfar ar inskriven i en stympad reguljar fyrsidig pyramid, vars volym &ar
tre ganger sa stor som sfirens. Hur stor ar den stympade pyramidens hela
yta i forhallande till sfarens yta? (Mars 51. 4. a.k.)

(R) I en pyramid &r basytan en liksidig triangel, och de tre fran toppen ut-
gdende kantlinjerna ar lika langa. Det i pyramiden inskrivna klotets radie ar
en tredjedel av pyramidens hojd. Berdkna forhallandet mellan en kantlinje i
basytan och en av de fran toppen utgaende kantlinjerna. (H.26.6.R)

(R) En regelbunden tresidig pyramid star med basytan ABC pa ett horisontellt
underlag. Lodratt 6ver hornet A ar punkten P sa beldgen, att avstandet PA
ar 1% ganger sa stort som pyramidens hojd. Det genom P och kantlinjen BC

lagda planet skir pyramiden i tva delar. Berdakna forhallandet mellan delarnas
volymer. (Mars 54. 5. a.k)

(R) En pyramid har till bas en rektangel ABCD. Dess spets O ligger rakt dver
basytans mittpunkt. Genom kantlinjen AB lagges ett plan, som gar genom
mittpunkten av kantlinjen OC. Detta plan delar pyramiden i tva delar. Berakna
forhallandet mellan dessa delars volymer. (V.32.8.R)

(R) Sok volymen av den pyramid, som bortskares fran en regelbunden ok-
taeder med kantlinjen a genom ett plan, vilket innehaller en av oktaederns
kanter och skar tva andra mitt itu. (H.23.9.R)

(R) I en oregelbunden tetraeder lagges parallellt med tva motstdende kant-
linjer ett plan, som delar en av de ¢vriga kantlinjerna i forhallandet 1 : 2.1
vilket forhallande delas tetraederns volym av detta plan? ~ (Aug. 50. 8. a.k.)

(R) En dubbelpyramid, bildad av tva pa samma basyta stiende, men at motsat-
ta héll riktade tetraedrar, har var och en av alla nio kantlinjerna = s. Bestdim
den inskrivna sfarens radie. (H.20.6.R)

(R) I en rat cirkular kon med bottenradien r ar inskriven en sfar, vars yta ar
= 2/3 av konens mantelyta. Berdkna konens hdjd. (H.21.6.R)

(R) En reguljar tetraeder med kantlinjen s delas mitt itu medelst ett plan ge-

nom en av kantlinjerna, varigenom uppkommer tva oregelbundna tetraedrar.

Hur stor ar radien till den sfir, som kan omskrivas kring en av dem?
(H.15.9.R)

(R) I en sfar med radien r insKkrives en tetraeder, i vilken fem av kantlinjerna
har langden 1, 5r vardera. Berdkna den sjatte kantlinjens langd.
(Jan.50.7.ak)
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(R) Tva klot med radierna R och r tangerar varandra utantill och dr gemen-
samt inskrivna i en rat cirkular kon. Berdkna denna kons volym. (V. 23.8.L)

(R) I en regelbunden tresidig pyramid ar den inskrivna sfiarens diameter
halften sa stor som baskanten. Bestdm vinkeln mellan en sidoyta och basytan
samt vinkeln mellan tva sidoytor. (Jan.53.7.ak))

(R) Ett klot skdres av tre mot varandra vinkelrata plan genom medelpunkten i
atta kongruenta delar, s.k. oktanter. I en av dessa inskrives ett klot, som sdlunda
tangerar saval de plana ytorna som den sfiriska ytan. Berakna forhallandet
mellan den inskrivna sfarens yta och oktantens totala begransningsyta.
(Nov. 53. 3. a.k))

(R) En obegrinsad rat cirkular cylinder med radien r skires av tva plan, vilkas
skarningslinje ligger helt utanfér cylindern. Den mellan planen beldgna delen
av cylinderns axel har langden h. S6k mantelytan och volymen av den mellan
planen beldgna stympade cylindern, uttryckta i r och h. (Mars 45. 8. a.k.)

(R) I en tillrackligt stor, upptill 6ppen rat cirkular kon med lodréat axel och 30°
toppvinkel nedsdnkes en kub, vars kantlinje ar a. I ett fall halles en av kubens
sidoytor horisontellt, i ett annat fall placeras en av kubens rymddiagonaler
utefter konens axel. Hur mycket lagre ligger kubens tyngdpunkt i det férra
falletanidet senare, om kuben i bdda fallen nedséankes s langt som mojligt?
(Jan. 49.8. a.k)

(R) Pa ett horisontellt bord ligger fyra klot, vartdera med radien 8 cm, ordnade
s4, att deras medelpunkter bildar en kvadrat med sidan 16 cm. Ovanpa dessa
lagges ett femte, som tangerar de fyra och vars radie ar 25 cm. Hur hogt 6ver
bordet ligger dess medelpunkt? (V.35.4.R)

(R) P3 ett horisontellt underlag ligger n st (n > 2) lika stora klot. De ar
ordnade i en ring, sa att varje klot tangerar de tva narmast beldgna kloten och
sa att klotens tangeringspunkter med underlaget utgor horn i en regelbunden
manghdrning. En rat cirkular kon inpassas s3, att dess spets berdr underlaget
och dess mantelyta tangerar samtliga klotytor. For vilket n-varde blir konens
toppvinkel minst, och hur stor ar i detta fall toppvinkeln?  (Aug. 51.7.a.k.)

(R) Tre lika stora Kklot ar placerade pa ett horisontellt bord, sa att vartdera
klotet tangerar de bada 6vriga. | rummet mellan kloten nedsénkes en rit
cirkular kon med spetsen nedét och axeln vertikalt, till dess konen tangerar
de tre kloten. For vilka virden pa konens toppvinkel dr detta mojligt?

(Aug. 50. 6. a.k.)

(R) Tre klot, som ligger pa ett horisontellt bord, tangerar varandra parvis
utantill. Ett av kloten har hilften sa stor radie som de bada andra. Ett plan
lagges s3, att det tangerar alla kloten. Berdkna vinkeln mellan detta plan och
bordet. (Nov.47.5.ak.)

(R) I en rét cirkular cylinder med bottenradien 25 cm lagger man forst tva
lika klot med radien 12 cm pa bottnen, sa att de tangerar saval varandra som
cylinderns botten- och mantelyta. Utan dndring av dessa klots lagen lagger
man i cylindern dnnu ett klot av samma storlek, som tangerar de bada férra
och cylinderns mantelyta samt ligger sa langt ned som mdjligt. Da slutligen ett
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plant lock palagges, visar sig detta tangera det 6versta klotet. S6k cylinderns
hojd. (Nov. 39.8.ak))

535. (R) Fyraklot r sa beldgna, att vart och ett tangerar de 6vriga utantill. Tre av
Kloten ar lika stora, medan det fjarde klotets radie forhaller sig till de andras
som 7 : 6. Berdkna forhallandet mellan radierna i de bada klot, som tangerar
alla fyra kloten. (Mars 55. 6. a.k.)

c) nagra problem om storcirklar pa jordytan

536. Los Angeles och Osaka ligger pa ungefar samma geografiska bredd, 34,5° N.
Longituderna for de bada stiderna ar 117,5°V respektive 134,5° 0. Berdkna
det kortaste avstandet mellan orterna a) utefter parallellcirkeln, b) utefter
jordytan, dvs utefter storcirkeln genom orterna. Jorden betraktas som en sfar
med omkretsen 4000 mil. (Jan. 41. 6. a.k.)

537. (R) Orten A ligger pa ekvatorn, medan orten B har latituden u. Longitudskill-
naden mellan orterna ar v. Jorden betraktas som en sfar med medelpunkten O.
Vinkeln AOB betecknas med x. Bevisa sambandet cos x = cos u cos v for det
fall, att vinkeln v ar spetsig. Anvand darefter detta samband for att berdkna
avstandet mellan A och B langs storcirkelbagen genom orterna, om u = 59,4°,
v = 35,4° och jordens radie dr 637 mil. (Jan.52.7.ak)

538. (R) Tva punkter pa jordytan, A och B, ligger bada pa 40° nordlig latitud. Deras
longitudskillnad ar 50°. Ett fartyg, som gar fran A till B, foljer storcirkelbagen
mellan punkterna. Bestdm latituden for den nordligaste punkt, som fartyget
passerar under farden. (Aug.53.7.ak)

539. (R) Shetlandso6arna ligger pa 60° nordlig latitud och 1° vastlig longitud. Ga-
lapagosoarna ligger pa ekvatorn och pa 91° vastlig longitud. Jorden antages
vara en sfir med omkretsen 4000 mil. Hur stort dr det kortaste avstdndet
langs jordytan mellan dessa 6grupper (dvs. avstdndet langs den storcirkel,
som gar genom dem)? (Jan. 38.8.a.k.)

540. (R) 4, B C och D ar fyra punkter pa jordytan sa beligna, att kortaste avstandet
langs jordytan mellan tvd av punkterna blir detsamma, vilken av de fyra
punkterna man dn valjer. Punkten A har latituden 90°, punkten B longituden
0°. Bestdam latitud och longitud f6r punkterna C och D. Jorden antages vara en
sfar. Kortatste avstandet langs jordytan ar avstandet langs storcirkelbagen
genom punkterna. (Mars 46. 8. a.k.)

d) stereometriska tillimpningar pa oandliga serier

541. I en rat cirkulédr kon, vars hojd ar 3 géanger sé stor som bottenytans radie, ar
en med denna likformig kon inskriven pa det satt, att denna andra kons spets
ligger i medelpunkten for den forstas bottenyta. PA samma satt ar i den andra
konen en tredje med de forra likformig kon inskriven, i denna en fjarde osv. i
oandlighet. Hur stor ar summan av samtliga dessa koners volymer, om den
forsta konens bottenradie ar r? (V.17.3.R)

542. I enratkon, vars toppvinkel &r 60° och basdiameter 1 m, r en sfar inskriven; i
denna ater en med den forsta likformig kon inskriven; i denna ater en sfar osv.

49




“Thornqvist_uppgifter2” — 2018/11/16 — 17:51 — page 50 — #56

543.

Hur stor ar summan av alla dessa oandligt manga sfarers kubikinnehall?
(H.87.R)

[ en sfar (radie = r) inskrives en kub, i denna en sfir, i vilken dter inskrives
en kub osv. i odndlighet. Hur stor rymd skulle alla dessa sfarer tillsammans
upptaga? (V.80.R)

544. 1 en regelbunden fyrsidig pyramid, i vilken alla kantlinjer dr a langdenheter,

e)

inskrives en kub, sd att en av dess begriansningsytor ligger i pyramidens
basyta och fyra av dess horn pa var sin av pyramidens sidokanter. [ den darvid
bildade toppyramiden inskrives pa samma sétt en ny kub. Genom upprepning
av detta forfaringssatt erhaller man slutligen en oandlig serie kuber. Berdkna
forhallandet mellan dessa kubers sammanlagda volym och den ursprungliga
pyramidens volym. Férhallandet skall anges dels exakt, dels approximativt
med tre sdkra decimaler. (Jan. 45. 2. a.k)

nagra stereometriska maximi- och minimibestiamningar, "va-

riationsbeskrivningar”

545

. Vilken bland alla cylindrar, som kan inskrivas i en sfir med radien r, har
den storsta buktiga ytan? Hur stor dr denna och hur stor cylinderns hela
yta? (H.87.R)

546. 1en rit kon av tra dr hojden tre gdnger sa stor som basytans radie (= r). Man

onskar av konen utskdra en rat cylinder med storsta mojliga begransningsyta.
Sok cylinderns basdiameter och héjd. (v.10.3.R)

547. 1en triangel 4r summan av bas och h6jd 12 cm. Triangeln far rotera omkring

basen, sa att en dubbelkon uppkommer. Bestim bas och hdjd s3, att dubbel-
konens volym blir sa stor som mojligt. (Jan.38.5.ak)

548. Iensfarinskrives en pyramid med kvadratisk basyta och stérsta méjliga volym.

Uttryck denna pyramids hojd och basyta i sfarens radie (7). (V.12.4.R)

549. I en halvsfar ar en rét cirkuldr kon med storsta mojliga volym inskriven, sa

att konens spets sammanfaller med sfirens medelpunkt. Hur stor ar konens
toppvinkel? (V.14.4.R)

550. Upprita kurvan y = 5 — x2. En rektangel ABCD har hérnen A4 och B pé x-

axeln samt hornen C och D pa den del av kurvan, som ligger ovanfor x-axeln;
punkten C ar beldgen i forsta kvadranten. Figuren far rotera kring x-axeln,
varvid rektangeln alstrar en cylinder. Bestim koordinaterna for hornet C, sa
att cylinderns volym blir sa stor som majligt. (Aug. 53.3.ak)

551. (R) Diametern i ett klot med radien r delas i forhallandet 3 : 5. Genom

552.

50

delningspunkten lagges ett plan vinkelratt mot diametern. I det storre av de
erhallna klotsegmenten inskrives en rat pyramid med kvadratisk basyta s3, att
pyramidens spets faller i medelpunkten av klotsegmentets plana yta. Bestam
avstandet fran klotets medelpunkt till pyramidens basyta, da pyramidens
volym ar sa stor som mojligt. (Aug. 38. 3. a.k)

En pyramid ar given. Pyramiden skares av ett med basytan parallellt plan.
Snittytan valjes till bottenyta i en annan pyramid, vars topp ligger i den ur-
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553.

554.

555.

556.

557.

558.

559.

560.

561.

562.

sprungliga pyramidens basyta. Hur skall planet laggas, for att den nya pyra-
miden skall fa sa stor volym som mdjligt, och hur stor blir denna, uttryckt i
den ursprungliga pyramidens volym? (H.30.3.R)

Enlikbent triangel med konstant omkrets roterar kring bisektrisen till vinkeln
mellan de lika stora sidorna. Bestam forhallandet mellan triangelns sidor, da
den uppkomna rotationskonen har sa stor volym som mojligt.

(Aug. 39. 4. a.k)

En rat pyramids basyta ar en liksidig triangel. Pyramidens spets ligger i me-
delpunkten till en given sfar. Basytans horn ligger pa sfirens yta. Bestim det
storsta viarde, som forhallandet mellan pyramidens och sfarens volymer kan
anta. (Jan. 41.5.a.k))

(R) En kvadrat roterar kring en av sina diagonaler. I den darvid alstrade
dubbelkonen inskrives en parallellt stympad rat cirkular kon, vars basradier
forhaller sig som 1 : 2 och vars axel sammanfaller med dubbelkonens. Vil-
ket dr det storsta varde, som forhdllandet mellan den stympade konens och
dubbelkonens volymer kan anta? (Jan. 50. 6. a.k.)

I en given halvsfar inskrives en rat cirkulér cylinder, s att en av cylinderns
generatriser faller utefter en diameter i halvsfarens plana yta och omkretsarna
till cylinderns basytor tangerar den sfiriska ytan i var sin punkt. Berdkna
forhallandet mellan cylinderns hojd och basdiameter, da dess volym ar sa stor
som mojligt. (Mars 48. 3. a.k.)

Mantelytan i en rat cirkular kon ar  ytenheter. Bestim basytan, da konens
volym &r sa stor som mojligt. (Aug. 51.4.ak)

Bestdam hojden i den rata cirkuldra cylinder med stérsta mojliga volym, vars
hela yta ar lika med ytan av en sfar med radien r. (V.19.5.R)

Rata linjen AT tangerar en cirkel med radien r i punkten A. CD ar en med AT
parallell korda i cirkeln. Pa vilket avstand fran AT skall CD dragas, for att den
solida figur, som uppstar, da triangeln ACD roterar kring AT, skall fa sa stor
volym som mojligt? (V.25.5.R)

I en tresidig pyramid ar fem kantlinjer lika stora och av given langd. Den
sjatte kantlinjen ar variabel och skall véljas s3, att sammanlagda arean av
pyramidens begransningsytor blir sd stor som mojligt. Hur stor ar da vin-
keln mellan de bada sidoytor, vilkas skarningslinje star emot den variabla
kantlinjen? (Aug. 45. 4. a.k))

(R) I en halvcirkel har man inskriviten rektangel ABCD, i vilken sidan AB faller
utefter diametern. Mittpunkten E pa halvcirkelns periferi ssmmanbindes med
C och D. Figuren ABCEDA far rotera kring normalen fran E mot diametern.
Bestam forhallandet mellan rektangelns sidor, da volymen av den uppkomna
rotationskroppen ar sa stor som méjligt. Forhallandet skall anges dels exakt i
forenklad form, dels approximativt med tre decimaler. (Mars 45.5. a.k)

I en godtycklig tresidig pyramid PABC med hojden h skar ett med basytan
ABC parallellt plan L sidokanterna PA, PB och PC i punkterna D, E respektive
F. Genom linjen DE lagges ett plan M parallellt med sidokanten PC. De bada
planen L och M, pyramidens basplan och tva av dess sidoplan avgransar ett
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563.

564.

565.

566.

567.

568.

569.

570.

571.

52

tresidigt prisma. Hur langt fran P skall planet L liaggas, for att detta prismas
volym skall bli sa stor som majligt, och hur forhaller sig denna maximivolym
till hela pyramidens volym? Bevis for att den avgransade kroppen ar ett prisma
erfordras icke men betraktas som en fortjanst. (Aug. 49.5.a.k)

A och B ar tva punkter, vilkas avstand ar a. Med B som medelpunkt uppritas en
cirkel med radien x. C ar tangeringspunkten for den fran A dragna tangenten.
Berdkna x s3, att den koniska yta, som AC beskriver vid figurens rotation
kring AB blir sa stor som mdojligt. (Aug. 36. 6. a.k)

(R) I en rat cirkular kon, vars héjd och bottenradie ar lika stora, inlagges ett
regelbundet tresidigt prisma, sd att en av sidoytorna ligger i konens bottenyta
och de bada horn, som icke hor till denna sidoyta, blir beldgna pa konens
mantelyta. Bestdm forhallandet mellan baskanten och sidokanten i det storsta
prisma, som uppfyller dessa villkor. (Aug. 40.5.a.k.)

(R) Totala begransningsytan av en rat cirkuldr kon dr dubbelt sa stor som
en given sfars yta. Sok forhallandet mellan konens och sfirens volymer, nar
konens volym ar sa stor som majligt. (Jan. 48. 6. a.k.)

(R) Totala ytan av en rat cirkulédr kon ar lika med ytan av en given sfar med
radien r. Vilket dr det storsta viarde, som ytan av den i konen inskrivna sfaren
kan anta? (Aug. 55.5.a.k)

(R) I ett ratt prisma med kvadratisk basyta 4r summan av alla kantlinjerna
24 dm. Undersok, hur det kring prismat omskrivna klotets radie varierar, da
basytans kantlinje varierar, och dskadliggor detta grafiskt. Ange ocksa radiens
eventuella maxima och minima. (Jan. 49. 6. a.k.)

(R) En rét cirkular kon med storsta majliga volym inskrives i ett klot. I ett
mot konens axel vinkelratt plan utskares en cirkelring av klotytan och konens
mantelyta. Undersok, hur forhallandet mellan cirkelringens och klotets yta
varierar, dd planet dndrar lage mellan konens spets och basyta.

(Mars 44. 6. a.k.)

(R) Genom den radie, som ar vinkelrdt mot ett halvklots plana yta, lagges
tre plan, sa att halvklotet delas i sex lika delar. I en av dessa delar inskrives
en rat cirkuldr cylinder, sa att dess mantelyta tangerar de bada plan, som
innehaller den ndmnda radien, medan dess ena basyta ligger i halvklotets
plana yta och den andra basytans omkrets tangerar den sfariska ytan. Bestim
forhallandet mellan volymerna av den inskrivna cylindern och ifragavarande
del av halvklotet, nir cylinderns volym &r sa stor som mojligt.

(Aug. 52.6.a.k)

(R) En rat cirkulér kon ar sa beskaffad, att volymen av den storsta rata cirku-
lara cylinder, som kan inskrivas i konen och har gemensam axel med denna,
har samma volym som den i konen inskrivna sfiaren. Bestdm konens toppvin-
kel. (Jan. 55.6.a.k))

(R) En kropp bestar av en rat cirkular cylinder och ett halvklot, vars plana
begransningsyta sammanfaller med cylinderns ena basyta. Den sammansatta
kroppens totala begrinsningsyta ar 5ma?, dir a ir en konstant. Undersok,
och askadliggor grafiskt, hur den sammansatta kroppens volym varierar, da
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halvklotets radie dndras. Ange sarskilt det varde pa radien, for vilket volymen
blir sa stor som mojligt. (Jan. 45.8.a.k)

572. (R) I ettlikbent parallelltrapets har hjden h och en av de parallella sidorna a
konstanta ldngder. Den andra av de parallella sidorna varierar; dess langd be-
tecknas med x. Trapetsets diagonaler drages, varigenom tva likbenta trianglar
erhalles. Figuren far rotera kring sin symmetriaxel, varvid de bada nimnda lik-
benta trianglarna alstrar tvd koner. Bestdm dessa koners sammanlagda volym
som funktion av x. Undersok, hur den erhéllna funktionen varierar for olika
x-varden, och ange speciellt, om den antar nagra maximi- eller minimivar-
den. - Det erfordras icke, men betraktas som en fortjanst, om utredning aven
lamnas for hur den erhallna funktionen kan tolkas for negativa x-varden, dvs.
vilken den kropp ér, vars volym anges genom funktionen. (Nov. 50.7.a.k.)

573. (R) Ett klot skires av ett plan. I det ena av de bada klotsegmenten inskrives
rita cylindrar, sa att den ena basytan ligger i det skarande planet och omkret-
sen av den andra pa klotytan. Hur forhaller sig de delar; i vilka den mot planet
vinkelrata diametern delas av planet, om hojden i den av dessa cylindrar, som

har den storsta volymen, ar % av klotets radie? (Nov.52.7.ak))

574. (R) Enratcirkular cylinders basradie ar r och h6jd h. Genom axelns mittpunkt
drages en linje parallellt med cylinderns basytor, och genom denna lagges
ett plan, som skar basytorna langs kordorna AB och CD. Vilket ar det storsta
varde, som ytan av fyrhorningen ABCD kan anta? (Jan. 44.7.ak)

575. (R) A4 och B ar andpunkterna av en rymddiagonal i en regelbunden oktaeder
med kantlinjen a; C, D, E och F ar i ordning de dvriga hdrnen i oktaedern.
Bestam avstandet fran en punkt P pa kantlinjen BC till kantlinjen AD som
funktion av strackan BP:s langd. Utred dérefter, hur nimnda avstand varierar,
ndr P ror sig fran B till C, samt dskadliggor detta schematiskt i ett diagram.
Ange sarskilt eventuella maxima och minima. (Mars 49. 8. a.k.)

576. (R) Genom en punkt P pa kantlinjen AB i en regelbunden oktaeder liagges
ett plan parallellt med tva motstdende sidoytor. Oktaederns 6vriga sidoytor
avgransar av planet en sexhorning. Berdkna, var P skall vara belagen pa AB,
for att sexhorningens yta skall bli sa stor som majligt. (Nov.41.8.ak.)
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Uppgifter pa biologisk och social gren mars 1957 -
mars 1961

Mars 1957

Biologisk gren

1.

. Kurvany = ax

En rat cirkular kon, en rat cirkular cylinder och en sfar har lika stora begrans-
ningsytor. Konens och cylinderns bottenytor har lika stor radie som sfaren.
Bestdm, hur de tre kropparnas volymer foérhaller sig till varandra, och ange
resultatet exakt och i sa enkel form som mojligt.

. Den langre av de parallella sidorna i ett parallelltrapets ligger langs x-axeln.

Ekvationerna for tva av de ovriga sidornaar2x —y =0och3x+y —8 = 0.
Bestam ekvationen for den mindre av de parallella sidorna s3, att trapetsets
yta blir 4 ytenheter.

. ' en konvergent odndlig geometrisk serie 4r summan av termernas kvadrater

dubbelt s stor som seriens summa. Vilka viarden kan seriens forsta term
anta?

. En vinkel i en romb delas i forhallandet 1 : 2 av en rét linje, som delar en av

rombens sidor innantill i forhallandet 1 : 2. Bestdm rombens vinklar.

3 —ax?+bx+3 har en minimipunkt i punkten (—1; 0).Bestim

konstanterna a och b, upprita kurvan och berdkna ytan av det dndliga omrade,
som begransas av kurvan och x-axeln.

. Pakurvan 2y = 11 — 2x? 4r en punkt P s& beldgen, att normalen till kurvan i

P§ skar de positiva koordinataxlarna. Bestim normalens ekvation, da ytan av
den triangel, som normalen bildar med de positiva koordinataxlarna, ar sa
stor som mojligt. - Det erfordras inte men betraktas som en fortjanst, att de
varden anges, som abskissan for punkten P kan anta.

. I en pyramid ar basytan en kvadrat ABCD med sidan 2 cm; O ar pyramidens

spets. Sidoytan O AB ar vinkelrat mot basytan, och sidokanterna OA och OB ar
lika 1danga. Pyramidens hojd dr 3 cm. Genom en punkt P pa pyramidens hojd
lagges ett plan, som gar genom baskanten CD. Ytan av snittfiguren mellan
detta plan och pyramiden ar en funktion av strackan OP. Ange denna funktion,
undersok den med avseende pa maximi- och minimivarden samt beskriv, hur
snittytan varierar, da punkten P genoml6per pyramidens hojd.

. En funktion f(x) och dess derivata dr bada kontinuerliga i intervallet 0 <

x < 10.lintervallet 0 < x < 4 ar funktionen definierad som ett polynom av
forsta graden och i intervallet 4 < x < 10 som ett polynom av andra graden.
Vidare ar f(0) = 4, f(2) = 5 och f(10) = 0. Bestam funktionen och upprita
den motsvarande funktionskurvan. Ange sarskilt funktionens storsta varde.

Social gren

1.

54

I en cirkel med 5 cm radie ar en triangel inskriven, i vilken en vinkel ar 12,75°
och en av de nérliggande sidorna 4,72 cm. Hur stor ar triangelns storsta sida?
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. =B1
. =B2
. =B3.

U1 o W N

. Ettlan pa 100 000 kronor, som l6per med 3 % rinta pa ranta, amorteras under

20 ar genom lika stora annuiteter, erlagda vid arets slut. Hur mycket av den
vid slutet av det tionde aret erlagda annuiteten utgor kapitalavbetalning och

hur mycket utgor ranta for det senaste aret?
6. =B5.
7. =B6.

8. En funktion ar i intervallet 0 < x < 6 definierad som ett polynom av andra

graden. Vidare ar f(0) = 6, f(6) = 0 samt

I f(ax)—f(0) 1
m —,—— = —.
Ax—0 AX 2

Bestam funktionen, och upprita den motsvarande funktionskurvan. Ange

sarskilt funktionens storsta varde.

Augusti 1957
Biologisk gren

1. I skdrningspunkterna mellan kurvan y = 2 — x% och den ritalinjen x +y = 0
drages normalerna till kurvan. Bestam forst de vinklar, som dessa bildar
med x-axeln. Berdkna sedan med stod harav den spetsiga vinkeln mellan

normalerna.

2. I en konvergent odndlig geometrisk serie ar forsta termen 3 och summan av
termerna med udda ordningsnummer 5 enheter stérre dn seriens andra term.

Bestiam seriens kvot.

3. Konstruera kurvan 4y = 4x?—x3. Genom origo drages den tangent till kurvan,
som inte sammanfaller med x-axeln. Bestam ytan av den slutna figur, som

begransas av tangenten och kurvan.

4. En regelbunden tresidig pyramid ar inskriven i en sfar pa sddant satt, att
basytans horn ligger pa en storcirkel i sfaren. Bestim vinkeln mellan tva

sidoytor i pyramiden.

5. Ifyrhérningen ABCD éar sidorna AB och DC parallella. Sidan AD &r 4 cm, sidan
BC 6 cm och vinkeln A tre ganger sa stor som vinkeln C. Bestdm fyrhorningens

vinklar.

6. P irenrorlig punkt pd kurvan 2y = x2, Q dr en fast punkt pa y-axeln. Mitetalet
for strackan PQ betraktas som funktion av x-koordinaten fér punkten P. For

vilka lagen av punkten Q har denna funktion nagot dndligt maximum?

7. Funktionen y = f(x) antages ha derivata for x = a. Denna derivata f’(a) kan

definieras pa foljande satt:

fla+h) —f(a)
- :

f(a) = lim
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Enligt den allminna teorin for gransvarden innebar detta, att hur litet det
positiva talet € dn viljes, s kan man finna ett positivt tal §, s beskaffat att

a+h)—f(a
f'(a) — f(—f)lf() <¢g omlh|<é.
Om ¢ viljes = 1079, vilket 4r d& det stdrsta virde, som & kan anta i det fall, da
f(x)=x3-3x2+2x—60cha =17

8. I en regelbunden oktaeder med kantlinjen a ar P och Q tva motstaende horn.
En pyramid har sin spets i P, och dess basyta ar den snittyta, som ett normal-
plan till strackan PQ utskar av oktaedern. Undersok, hur pyramidens volym
varierar, da normalplanets skiarningspunkt med strackan PQ ror sig fran P till
Q, och askadliggor detta grafiskt. Ange sarskilt det storsta virde, som volymen
kan anta.

Social gren

1. Med den ena kateten i en ratvinklig triangel som diameter uppritas en cirkel.
Berikna triangelns minsta vinkel i det fall, da /o av hypotenusan ligger utanfor
cirkeln.

=B1

=B2.

=B3.

=B4.

En droskagare kopte en bil for 12 000 kr. Skatter, forsakringsavgifter och re-
parationskostnader uppgick varje ar till sammanlagt 1500 kr. Bilen anvandes
i trafik under fem ar, varefter den saldes for 2000 kr. Hur stort belopp av den
arliga inkomsten av bilen kan berdknas ha atgatt for att tdcka samtliga ndmn-
da kostnader for bilen under femarsperioden? Alla inkomster och utgifter
tankes forlagda till varje sarskilt ars slut, och ranta pa ranta beraknas efter
4 %.

7. =B6.

8. =B7.

o kW

November 1957
Biologisk gren

1. Itriangeln ABC ligger hornet A i punkten (1; 2) och hérnen B och C pa den
rata linjen x + y + 1 = 0. Vinkeln B &ar 45° och triangelns yta 5 ytenheter.
Bestiam koordinaterna fér hornen B och C i de bada fall, som kan forekomma.

2. Bestim konstanterna a, b, ¢ och d i funktionen y = ax® + bx? + cx + d, sa
att motsvarande kurva gar genom origo och har maximipunkten (—1; 1) och
s att tangenten till kurvan i origo gar genom nidmnda maximipunkt. Upprita
déarefter kurvan.
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3. I fyrhorningen ABCD ar sidorna AB och BC vardera 8 cm, CD 6 cm och DA

10 cm. Vinkeln A dr 60°. Berdkna fyrhorningens évriga vinklar.

4. [ en geometrisk serie med positiva termer dr kvoten 2. Produkten av de tva

forsta termerna ar 8 och produkten av samtliga termer 255

termer i serien.

. Bestdm antalet

5. I ett halvklot med radien 6 cm inskrives en rat cirkular cylinder med ena bas-
ytan i halvklotets plana yta. I det sfiariska segmentet, som cylinderns andra
basyta avskar av halvklotet, inskrives en rat cirkuldr kon, vars basyta samman-
faller med segmentets plana yta och vars spets ligger pa den sfariska kalotten.
Bestam cylinderns hojd s3, att den sammanlagda volymen av cylindern och

konen blir sa stor som majligt.

6. Den inre begransningsytan av en bagare ar en rotationsyta. Den uppkommer,

. 1 i .
nar den del av kurvan y = sz, som bestimmes av villkoret 0 < x < 5,

roterar kring y-axeln. Koordinatsystemet ar ratvinkligt, och ldngdenheten ar

1 cm pé var och en av koordinataxlarna. Bestdm bagarens volym.

7. Vid en atombombsexplosion bildas radioaktivt splitter, som utsander radio-
aktiv stralning under lang tid efter explosionen. Denna stralnings intensitet
brukar matas i enheten "réntgen per timme” r/tim. Vid ett experiment fann
man pa ett visst avstand fran forsoksstationen foljande sammanhorande var-

den av tiden x tim efter explosionsdgonblicket och intensiteten y r/tim:

x 0,01 005 01 05 1,0 50 10,0 50
y 251 36,3 158 2,29 1,00 0,145 0,063 0,009

Inpricka dessa virden i ett diagram med 1° log x som abskissa och 1°logy
som ordinata, och upprita en kurva, som sa nira som mojligt ansluter sig
till de erhéllna punkterna. Bestim med hjalp hirav 1° log y som funktion av

10]og x. Ange slutligen i explicit form y som funktion av x.

8. Irektangeln ABCD éar sidorna AB 6 cm och BC 8 cm. I rektangeln inskrives en
ratvinklig triangel EF G med den rata vinkelns spets F pa sidan BC, kateten
F G parallell med rektangelns diagonal BD samt hornet E pa sidan AB eller
pa sidan AD. Uttryck den ratvinkliga triangelns yta som funktion av strackan
BF, och askadliggor denna funktion grafiskt. Ange speciellt det storsta varde,

som ytan kan anta.

Social gren

1. Ettlandomrade, vars areal ir 8424 m?2, avbildas pa en lantmaterikarta som
en fyrsiding ABCD. Sidorna i denna ar i ordning AB = 75 mm, BC = 60 mm,
CD = 42mm och DA = 39 mm. Diagonalen AC ar 45 mm. I vilken langdskala

ar kartan ritad?
2. =B1.
3. =B2.

4. En person erholl vid arsskiftet 1947-48 av en annan person ett amorterings-

1an pa 20 000 kr, I6pande med 3% % ranta pa ranta. Lanet skulle amorteras
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genom 20 lika stora annuiteter, verkstillda vid arsskiftena, forsta gangen
1948-49. Hur stor var skulden vid arsskiftet 1956-57, sedan den avtalade
inbetalningen gjorts?

5. =B4.
6. =B5.
7. =B6.
8. =B7.
Januari 1958
Biologisk gren
1. I den konvergent odndlig geometrisk serie dr kvoten inverterade virdet av
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forsta termen. Seriens summa ar lika med —2. Bestdm forsta termen.

. Av hornen i romben OABC ligger O i origo, A pad y-axeln och B i punkten
(—3; 9). Bestam koordinaterna fér hérnen A4 och C, samt berdkna rombens
yta.

. I en regelbunden fyrsidig pyramid bildar en sidoyta 60° vinkel med basytan.
Bestdm forhallandet mellan radien i den kring pyramiden omskrivna sfaren
och pyramidens hojd.

. Bestdm konstanterna a, b och ¢, sa att den rata linjen y = ax blir normal till
kurvany = x3 + bx + ¢ i punkten (—2; %). Konstruera déarefter kurvan.

. I'en kvadrat ABCD utdrages sidorna AB, BC, CD och DA till punkterna B, C’,
D’ respektive A’, s att forlangningarna blir lika stora. Visa, att dessa punkter
utgdr horn i en kvadrat. Om dennas yta ar dubbelt sa stor som den ursprung-
liga kvadratens, hur stor vinkel bildar di sidan A’B’' med férlangningen av
sidan AB?

. Ett visst radioaktivt preparat sonderfaller, och dess vikt avtar med tiden. Om
ett stycke av preparatet vid borjan av en tidsperiod pa t minuter vager a mg,
kan dess vikt, y mg, vid slutet av ndimnda period berdknas enligt formeln
y = a- e~ X, dar k dr en positiv konstant. Ett stycke av detta preparat vigde
vid ett tillfalle 56,7 mg och 4 tim 56 min senare 40,5 mg. Berdkna preparatets
halveringstid, dvs den tid det tar, for att vikten av ett stycke av preparatet
skall minskas till halften.

. En rektangel OABC har hornet O i origo och hérnen A och C i punkterna
(4a; 0) respektive (0; 5b), dar a och b ar positiva konstanter. En punkt P
ar beldgen pa sammanbindningslinjen mellan punkterna D (0; 2b) och E
(4a; 4b). Den med y-axeln parallella linjen genom punkten P skir sidorna OA
och BC i punkterna F respektive G. Uttryck summan av ytorna av parallelltra-
petsen OFPD och BGPE som funktion av abskissan for punkten P. Undersok
och askadliggor grafiskt, hur denna funktion varierar, nar punkten P ror sig
fran D till E.
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Funktionen f(x) definieras pa foljande satt:

f(x)=x%+9x, dax <0,
fx)=x>—6x>+ax+b, ddx>0

Bestam konstanterna a och b, sa att f(x) blir kontinuerlig for x = 0 och sa
attkurvan y = f(x) far en bestamd tangent, da x-koordinaten ar 0. Konstru-
era darefter kurvan y = f(x), och berdkna ytan av det slutna omrade, som
begransas av kurvan och positiva x-axeln.

Social gren

1. Entriangel, vars vinklar férhaller sig som 2 : 3 : 4 dr inskriven i en cirkel. Hur
manga procent av cirkelns yta ligger utanfor triangeln?

2. =B1.

3. =B2.

4. En byggmastare hade vid arsskiftet 1957-58 tva spekulanter pa en villa. Den

ene erbjod 40 000 kr kontant genast och 1000 kr vid slutet av vart och ett
av aren 1958 t.o.m. 1977. Den andre erbjod 20 000 kr kontant omedelbart
och 4000 kr vid slutet av vart och ett av aren 1958 t.o.m. 1967. Vilket anbud
var ekonomiskt fordelaktigast for byggmastaren, om han raknade med fast
penningvérde och 5 % ranta pa ranta?

5. =B3.
6. =B 4.
7. =B6.
8. =B7.
Mars 1958
Biologisk gren
1. En triangels horn ar beldgna i punkterna (0; 0), (3; 6) och (9; 0) i ett ratvink-

ligt koordinatsystem. Berdkna forhallandet mellan de delar, i vilka triangelns
yta delas av kurvan y = x? — 4x + 5.

. Denrita linjen y = 4x + 7 ar tangent till kurvan y = ax® + bx? + cx + d i

den punkt, vars x-koordinat dr —2. Den rita linjen y = x + 1 dr normal till
kurvan i den punkt, dar denna skar y-axeln. Bestim konstanterna a, b, c och
d. Undersok darefter kurvan med avseende pa maximi- och minimipunkter,
samt konstruera den i dess huvuddrag.

. Hornen i tva parallella begransningsytor ABCD och A'B'C'D’ i en kub ar s&

betecknade, att AA’, BB', CC' och DD’ ar kanter i kuben. Bestidm forhallandet
mellan volymerna av tetraedrarna AB'CD och AB'CD’.

. Funktionerna ”sinus hyperbolicus for x” (sinh x) och "cosinus hyperbolicus

for x” (cosh x) definieras pa foljande satt:
1 1
sinhx = E(ex - e‘x), coshx = E(ex + e‘x).
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Bevisa formlerna
cosh? x — sinh? x = 1;
sinh 2x = 2 sinh x cosh x;

cosh 2x = cosh? x + sinh? x.

. Den rata linje, som i en likbent triangel drages genom basens ena dndpunkt

och medelpunkten for den kring triangeln omskrivna cirkeln, delar en av
de lika sidorna i forhallandet 2 : 3 fran spetsen rdaknat. Berdkna triangelns
vinklar.

. Basradien i en rat cirkuldr cylinder ar 1 langdenhet, medan cylinderns héjd

varierar. En sfiar tangerar cylinderns bada plana ytor i dessas mittpunkter
och skjuter icke utanfor cylindern. Undersok och askadliggor grafiskt, hur
volymen av den del av cylindern, som ligger utanfor sfaren, varierar, da sfarens
radie dndras. Ange sarskilt det storsta viarde, som den ndmnda volymen kan
anta.

. len odndlig geometrisk serie dr termerna funktioner av en variabel x. Summan

av forsta och tredje termen ar 7, och summan av andra och fjarde termen ar
2x? — 20x + 25. Undersdk, for vilka viarden pa x serien dr konvergent.

. Funktionen a(x + b)(x + a + b) ar negativ for alla reella varden pa x, utom da

20 < x < 30. Bestam konstanterna a och b, och ange, vilka varden funktionen
kan anta.

Social gren

1. En punkt B pa ena vinkelbenet av en 30° vinkel BAC tages till medelpunkt for

60

en cirkel med 10 cm radie. Cirkeln skar det andra vinkelbenet i punkterna C
och D. Ytorna av trianglarna ABC och ABD forhaller sig som 1 : 2. Berdkna
langden av strackan AB.

=B1.
=B2.

Funktionerna ”sinus hyperbolicus for x” (sinh x) och "cosinus hyperbolicus
for x” (cosh x) definieras pa foljande satt:

1 1
sinhx = E(ex — e‘x), coshx = E(ex + e‘x).

Bevisa, att (cosh x)? — (sinh x)? har ett av x oberoende virde och bestim
detta.

. En person, som hade sina pengar placerade mot 5 % ranta, frigjorde i bérjan

av ar 1948 120 000 kr och kdpte for denna summa en egendom. Under aren
1948 t.o.m. 1957 gav egendomen ingen nettoavkastning utan erfordrade i
stéllet en arlig nettoutgift av 4000 kr for underhall och forbattringar. Denna
utgift tinkes utga vid slutet av vart och ett av dessa ar. Vid borjan av ar 1958
salde personen egendomen for 160 000 kr. Hur stor vinst eller forlust kan han
darvid sdgas ha gjort vid tidpunkten for férsaljningen? Ingen hansyn tages till
penningvardets forsamring.
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Augusti 1958
Biologisk gren

1.

Undersok kurvan y = x* — 2x? + 1 med avseende p& maximi- och minimi-
punkter, samt konstruera den i dess huvuddrag. Berdkna darefter ytan av det
andliga omrdde, som begransas av x-axeln och kurvan.

. En fyrsidig pyramids basyta ar en rektangel. Berdkna forhallandet mellan

tva narliggande sidor i rektangeln, da pyramidens sidoytor i ordning bildar
vinklarna 40°, 50°, 40° och 50° med basytan.

. Bestam den positiva konstanten a s4, att kurvan y = 2x3 + ax? tangerar den

rata linjen 2x + y = 0. Upprita darefter kurvan med angivande av eventuella
maxima och minimipunkter.

. En likbent triangel med given omkrets far rotera kring basen. Hur stor skall

triangelns toppvinkel vara, for att den uppkomna rotationskroppens volym
skall bli sa stor som mojligt?

. Itriangeln ABC &r sidan BC 6 cm och sidan AB dubbelt sa stor som sidan AC.

Undersok, mellan vilka granser sidan AC kan variera. Bestdm darefter denna
sidas langd, da triangelns yta ar sa stor som maojligt.

. P arenpunktiforsta och Q en punkti tredje kvadranten i ett ratvinkligt koor-

dinatsystem. Fran P och Q falles normalerna mot koordinataxlarna, varvid tva
rektanglar med gemensamt horn i origo uppkommer. Den rata linjen PQ skar
koordinataxlarna i punkterna A och B. Bevisa, att om de ndmnda rektanglarna
har lika stora ytor, sa ar strackan AP = strackan BQ.

. P kurvan y = a*, diar a > 0, tages en f6ljd av punkter P4, P,, P3,..., Py,

vilkas abskissor utgdr termer i en aritmetisk serie. Bevisa, att ordinatorna
fér punkterna P4, P,, P5,..., P,, utgér termer i en geometrisk serie och rikt-
ningskoefficienterna fér kordorna P, P,, P, P, ..., B,_1 P, termer i en annan
geometrisk serie.

. En kurva har i ett ratvinkligt koordinatsystem ekvationen 2x? — 2y — 7 = 0.

Undersok, hur antalet normaler till kurvan fran en punkt P pa x-axeln varierar,
nar P genomloper ndimnda axel.

Social gren

1.

I ena dndpunkten A av diametern AB i en cirkel med medelpunkten O och
radien 1 m drages tangenten till cirkeln. En radie, som bildar 30° vinkel med
0A, utdrages, tills den skar den nyss ndmnda tangenten i punkten C. P3 tan-
genten avsittes en stracka CD = 3 m, varvid punkterna C och D ligger pa var
sin sida om punkten A. Visa, att langden av sammanbindningslinjen BD ar
approximativt lika med langden av cirkelbagen AB.
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N

=B1.

3. =B2.

4. En likbent triangel med omkretsen 8 cm far rotera kring basen. Bestam tri-

angelns sidor s3, att den uppkomna rotationskroppens volym blir sa stor som
mojligt.

. =B3.

6. En person utldnade vid ett arsskifte en viss summa mot inteckning i en fas-

7.
8.

tighet, dvs. en del av fastigheten stélldes som sdkerhet for lanet. Enar fastig-
heten var besvarad av flera inteckningar med fortursratt fore den ndmnda
inteckningen, var utlaningen forbunden med en viss risk, varfor lantagaren
betingade sig 7, 5 % ranta, medan han eljest inte kunde placera sina pengar
mot mer dn 5 % ranta. Inbetalningen skulle ske vid arsskiftena, forsta gdngen
ett ar efter utlaningen. Vid arsskiftet 25 ar efter utlaningen intraffade det,
sedan rantan i vanlig ordning betalats, att inteckningen blev vardel6s, enédr da
lantagaren instillde betalningarna och fastigheten maste séljas till ett sddant
pris, att langivaren inte erholl nagot av forsaljningssumman. Kan langiva-
ren anses vara kompenserad for den av betalningsinstallelsen fororsakade
forlusten av det utldnade kapitalet genom den uppburna relativt hoga rantan?

=Bé6.
=B7.

November 1958
Biologisk gren

1.
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Bestam forhallandet mellan den buktiga och den plana begransningsytan i
en rat cirkular kon med konstant sida, sa att skillnaden mellan de namnda
ytorna blir sa stor som mojligt.

. Tva konvergenta odndliga geografiska serier har samma forsta term. Den ena

seriens kvot ar lika med det inverterade vardet av forsta termen. Den andra
seriens kvot ar dubbelt sa stor som den forra seriens, och dess summa ar tva
enheter storre dn den forra seriens summa. Bestim den sist nimnda summan
i exakt och sa enkel form som mojligt.

. Radioaktiva 4mnen sonderfaller som bekant pa sa sitt, att av en viss mangd

m av dmnet aterstar efter tiden t en mangd me =, dir A 4r en viss konstant.
For ett visst sddant dmne har man funnit, att 10 % aterstar efter 50 dygn. Hur
lange drojer det ytterligare, innan endast 5 % aterstar av den ursprungliga
mangden m?

. En fyrhorning ABCD &r inskriven i en cirkel. Vinkeln B ar 3 ganger sa stor

som vinkeln 4, och diagonalerna AC och BD forhaller sig som 3 : 4. Bestim
fyrhorningens vinklar.

. En hel rationell funktion y = f(x) av tredje graden har nollstéllena x = -2,

x = 0 och x = 2. Den motsvarande funktionskurvan och x-axeln innesluter
en del av koordinatplanet i férsta kvadranten med ytan 8 ytenheter. Bestim
f (x), och upprita funktionskurvan.
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6. Bestam konstanterna a, b och c s3, att funktionen y = ax? + bx + c for alla
varden pa x satisfierar ekvationen

d’y _dy
—= +3-—= + 5y = 10x? — 3x.
ax2 + dx + 5y X x
d’y . dy .
Med —5 menas derivatan av —— med avseende pa x.
dx? dx

7. Pdkurvan y = x? viljes tvd punkter A och B s3, att triangeln AOB blir ritvink-
ligi origo 0. Sidorna AO och BO utdrages 6ver O, och deras skdrningspunkter
med den rita linjen y = —1 betecknas med P respektive Q. Bevisa, att triang-
larna AOB och POQ har lika stora ytor.

8. I en pyramid ABCDE ar basytan en kvadrat ABCD med ytan 18 ytenheter.
Sidokanten AE ar vinkelrdat mot basytan och har ldngden 12 ldngdenheter.
Genom en punkt P pa diagonalen AC i basytan lagges ett plan vinkelratt mot
AC. Matetalet for snittytan ar en funktion av matetalet for strackan AP. Ange
denna funktion, undersék densamma och askadliggor den grafiskt. Sarskild
uppmarksamhet skall 4gnas funktionens definitionsomrade.

Social gren
1. I triangeln ABC ar sidan AB 18 cm, sidan BC 8 cm och sidan AC dubbelt sa
stor som den mot AB dragna medianen. Berdkna vinkeln B.
=B1
=B2.
=B3.

En person har erhallit en livranta pa 1200 kr, vilket belopp skall utbetalas till
honom vid bérjan av vart och ett av 25 pa varandra féljande ar. Han 6nskar
nu i stéallet uppbara 3500 kr vid forsta arets borjan och ett visst belopp vid
borjan av vart och ett av de ndrmast foljande 15 aren. Hur stort blir detta

belopp, om rinta berdknas efter 4% %?
. =B5.
. =B6.
.=B7.

. W N

[=<TEELN B«

Januari 1959
Biologisk gren

1. En rat cirkuldr kon, en sfar och en rét cirkular cylinder &r placerade pa ett ho-
risontellt underlag. Planet genom cylinderns 6vre basyta tangerar sfaren och
gar genom konens spets. Volymerna av konen, sfiaren och cylindern foérhaller
sigsom 1 : 2 : 3. Hur forhéller sig de tre kropparnas begransningsytor?
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. Kurvan y = ax — x2, dir a 4r en positiv konstant, skir x-axeln i punkterna

A och 0, dar O ar origo. Tangenten till kurvan i férstndmnda punkt skar y-
axeln i punkten B. Bevisa, att kurvbagen OA delar ytan av triangeln OBA i
tva delar, vilkas forhallande ar oberoende av konstanten a, och berikna detta
forhallande.

. Ena diagonalen i en kvadrat har dndpunkterna (0; 0) och (2; 4). Bestam

sidornas ekvationer.

. [ en regelbunden fyrsidig pyramid ar vinkeln mellan en sidoyta och basytan

45°. Berdkna vinkeln mellan tva angransande sidoytor.

. Stockholms invanarantal utgjorde 526 000 vid borjan av ar 1935 och 794 000

vid borjan av ar 1957. Om man antar, att invanarantalet vixer exponentiellt
med tiden, vid borjan av vilket ar skulle invanarantalet forsta gangen uppga
till minst 1 000 0007

. I en ratvinklig triangel dr en av medianerna medelproportional till de bada

andra. Berdkna triangelns vinklar.

. Bestdm ett polynom f(x) av andra graden, sd att f(0) = 9, f(2) = 1 och sa

att f(x) = 0 for ett enda varde i intervallet 0 < x < 2.

. Ange villkoret for att kurvornay = x? ochy = a + bx — x2, dir a och b

ar konstanter, skall skdra varandra i tva punkter. Punkterna betecknas med
A och C, kurvornas maximi- och minimipunkter med B och D. Bevisa, att
fyrhérningen ABCD &r en parallellogram.

Social gren

1.
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Nooow R ow

En rat cirkular kon, en sfar och en rat cirkular cylinder ar placerade pa ett ho-
risontellt underlag. Planet genom cylinderns 6vre basyta tangerar sfaren och
géar genom konens spets. Volymerna av konen, sfiaren och cylindern forhaller
sigsom 1 : 2 : 3. Bestdm konens och cylinderns radier, uttryckta i sfarens
radie.

. Hojden mot basen i en likbent triangel dr 4 gdnger sa stor som den i triangeln

inskrivna cirkelns radie. Berdkna triangelns vinklar.

. =B2

=B3.
=B4.
=B5.

. En person hade vid vart och ett av sex pa varandra foljande arsskiften insatt

1000 kr pa kapitalrdakning i en bank. Ranta berdknades efter 4% % och lades
till kapitalet vid slutet av varje halvar. Hur stort var vid tidpunkten fér den
sista insdttningen vardet av den totala ranteinkomst, som personen haft av
sina salunda placerade pengar?

. =B7.
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Mars 1959
Biologisk gren

1.

Funktionen x3 + 4x2 — 3x + a har ett maximum, som har virdet 6. Bestim
konstanten a.

. Det ovanfér x-axeln beldgna segmentet av parabeln y = 1 — x? roterar kring

x-axeln. Bestdm volymen av den darvid uppkomna kroppen.

. En konvergent odndlig geometrisk series summa ar 2. Bestdm seriens tredje

term som funktion av kvoten x, och askadliggér denna funktion grafiskt med
angivande av eventuella maximi- och minimipunkter. Funktionens definitions-
omrade maste beaktas.

. [ en regelbunden tresidig pyramid ar vinklen mellan en sidokant och basy-

tan och vinkeln mellan en sidoyta och basytan komplementvinklar. Berdkna
vinkeln mellan tva sidoytor.

. [ fyrhorningen ABCD ar sidorna AB, BC, CD och DA respektive 6 cm, 9 cm,

4 cm och 3 cm. Vinkeln A4 ar dubbelt sa stor som vinkeln C. Berdkna fyrhor-
ningens yta i de bada fall, som dr mdjliga. - Det erfordras inte men betraktas
som en fortjanst, att det exakta vardet av ytan anges.

. Upprita kurvorna y = e ™ och y =¢ logx i samma koordinatsystem, och

bestdm med ledning av diagrammet approximativt 16sningen till ekvationen
e~ =° log x. Bestam darefter medelst ett forstorat diagram eller pd annat
satt, 16sningen med tva sdkra decimaler.

. Ettregelbundet tresidigt prisma ar inskrivet i en viss sfar. Det storsta varde,

som prismats volym kan anta, dr 1 dm3. Berikna sfirens radie.

. En funktion f(x) ar ett polynom av tredje graden. Vidare ar f(—1) = 16 ett

maximum, f(0) = 11 samt

I ffA+ax)—f'(1)
im =
AXx—>0 AX

0.

Bestam funktionen, och upprita den motsvarande kurvan i dess huvuddrag.

Social gren

1.

1 » W N

I tre lika stora cirklar ar radien 1 ldngdenhet. I den forsta inskrives en liksidig
triangel, i den andra en kvadrat och i den tredje en regelbunden sexhdrning.
Hur forhéller sig ytorna av triangeln, kvadraten och sexhdrningen till varand-
ra? Svaret skall anges i saval exakt som approximativ form.

. =B1
. =B2
. =B3.

. En person A antas under 45 ar ha en arlig inkomst av 10 000 kr. En annan

person B antas under de fem forsta av de nimnda aren helt skna inkomst
men under de snerae 40 dren ha en storre arlig inkomst dn A. Hur stor skall
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denna B:s inkomst vara, for att de bada personerna skall kunna anses vara
likstéllda i inkomsthinseeende under den namnda 45-arsperioden? den arliga
inkomsten tinkes inflyta pa en gang vid arets slut, och ranta pa ranta berdknas

efter 4% %.

=B 4.

7. =B5.
8. En funktion f(x) ar ett polynom av tredje graden. vidare ar f(0) = 4 ett

maximum, f(—1) = 0 samt

I fA+ax)-f(1)
m =
AX—0 AX

-3.

Bestam funktionen, och upprita den motsvarande kurvan i dess huvuddrag.

Augusti 1959

Biologisk gren

1.

I en konvergent odndlig geometrisk serie bildar forsta, tredje och fjarde ter-
merna en aritmetisk serie. Bestim den geometriska seriens kvot.

. Berdkna ytan av det dndliga omrade i xy-planet, som begransas av kurvan

y = 3x% — x3 och tangenten till kurvan i dennas maximipunkt.

. Entriangel ABC har hornet A i punkten (5; —2). Ekvationerna for medianerna

fran hornen B och C ar x = 2 respektive y = 2. Ange ekvationerna for
triangelns sidor.

. Itriangeln ABC delar h6jden fran hornet A sidan BC innantill i forhallandet

1 : 4 och vinkeln A i férhéllandet 1 : 2. Bestam vinkeln A.

5. Los ekvationen 21507 4 31,507 — 4x

6. Ienregelbunden tetraeder OABC delar punkten D kantlinjen AB i forhallandet
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1 : 2. Bestdm vinkeln mellan linjen OD och planet ABC.

. En kropp ar sammansatt av en rat cirkuldr cylinder och en rat cirkular kon,

vars bottenyta sammanfaller med cylinderns ena basyta. Konens sida och
cylinderns hojd ar bada 1 cm. Bestdm konens hojd, sa att den sammansatta
kroppens volym blir sd stor som majligt, och berdkna konens toppvinkel i
detta fall.

. I triangeln ABC traffar hojden fran hornet A sidan BC i punkten H. Strackorna

AH,BH och CH ar 6 cm, 12 cm respektive 6 cm. Tva med hojden AH parallella
transversaler, som bada skir sidan BC, har ett inbordes avstand av 6 cm.
Uttryck ytan av den del av triangeln ABC, som ligger mellan transversalerna,
som funktion av avstandet fran hornet B till den narmaste transversalen.
Undersok denna funktion och askadliggor den grafiskt. Definitionsomradet
maste beaktas.
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Social gren

1. [ ettlikbent parallelltrapets ABCD ar den langre av de parallella sidorna AB
5 cm och de lika stora sidorna BC och AD vardera 3 cm. Diagonalen AC bildar
rat vinkel med sidan BC. Berdkna sidan CD.

2. =B1
3. =B2.

4. En person insatte under ett ar vid varje manads slut 100 kr i en bank, dar rin-
tan berdknades efter 3, 5 % och lades till kapitalet vid arets slut. Hur mycket
skulle han vid sjdlvdeklarationen i februari féljande ar fér detta bankkontos
vidkommande uppta som ranteinkomst per den 31.12 och som vérde av de
innestdende medlen vid arets utgang? Ingen uttagning eller annan insattning
an de nimnda gjordes under &ret p4 ifrdgavarande konto. Oretalen medtages
inte i deklarationen.

=B3.
=Bb5.
=Bé6.
. En kropp ar sammansatt av en rat cirkular cylinder och en rat cirkulér kon,
vars bottenyta sammanfaller med cylinderns ena basyta. Konens sida och
cylinderns hojd ar bada 1 cm.Bestim den sammansatta kroppens volym som
funktion av konens hojd, och undersok, hur volymen varierar, da konens

hojd dndras. Ange sarskilt, nar volymen antar sitt storsta varde, och berdkna
konens toppvinkel i detta fall.

® N oo

November 1959
Biologisk gren

1. Upprita kurvan y = 4x — x?2 i dess huvuddrag. Berikna darefter ytan av den
andliga del av koordinatplanet, som ligger mellan kurvan och tangenterna till
kurvan i dennas skiarningspunkter med x-axeln.

2. En regelbunden tetraeder och en kub har lika stora volymer. Berakna forhal-
landet mellan tetraederns och kubens totala begransningsytor. Forhéllandet
skall anges i exakt och sa langt som majligt féorenklad form.

3. I funktionen y = ek* dar k ar ett reellt tal, sittes x = 1, 2, 3, ... Visa, att
de erhallna funktionsvardena bildar en odndlig geometrisk serie. For vilka
varden pa k ar denna serie konvergent? Bestdm slutligen k s3, att seriens

.1
summa blir 3
4. Kateternaien ratvinklig triangel ar lika stora som sidan respektive diagonalen

i en kvadrat. Berdkna vinkeln mellan medianen till hypotenusan och medianen
till den langre av kateterna.

5. I en aritmetisk serie med ett udda antal termer ar forsta termen 10. Summan
av termerna med udda ordningsnummer ar 16 och summan av termerna med
jdmna ordningsnummer &r 12. Vilken &r serien?
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6.

Kurvan y = ax?, ddr a > 0, dr uppritad i ett ratvinkligt koordinatsystem.
Origo betecknas med O, och P ar en godtycklig punkt pa kurvan. Normalen
fran P mot y-axeln rakar denna i punkten Q. Normalen i P mot sammanbind-
ningslinjen OP skar y-axeln i punkten R. Visa, att kurvans normal i punkten P
ar median i triangeln PQR.

. I det ovan x-axeln beligna segmentet av parabeln y = 3 — x? inskrives en

rektangel med en sida utefter x-axeln. Undersok och askadliggor grafiskt med
angivande av eventuella maxima och minima, hur ldngden av rektangelns
diagonal varierar som funktion av x-koordinaten for rektangelns hérn pa
positiva x-axeln.

. En funktion y = f(x) ar i intervallet x < 2 definierad genom ekvationen

y = 6 — 2x — x?, iintervallet 2 < x < 3 genom ekvationen y = ax + b och i
intervallet x > 3 genom ekvationen y = x2 + cx + d. Bestdm konstanterna a,
b, c och d s3, att f(x) for x = 2 och x = 3 blir kontinuerlig och far derivata.
Upprita slutligen den mot funktionen svarande kurvan.

Social gren

1.

Den ena sidan i en parallellogram dr dubbelt sa stor som den andra, och
diagonalerna ar 9 cm och 13 cm. Berdkna parallellogrammens vinklar.

2. =B1.
3. =B2.
4. En stipendiefond uppgick vid borjan av ar 1959 till 20 000 kr. Den &r placerad

A B

mot 4 % ranta. Av rantan skall vid slutet av varje ar fr.o.m. 1959 75 % utdelas
som stipendium, medan aterstoden lagges till kapitalet. Inga férvaltningskost-
nader beraknas. Hur stort blir det stipendiebelopp, som skall utdelas vid slutet
av ar 1969, om man antar, att rantesatsen (rantefoten) forblir oférandrad.

=B3.
=B5.
=Bé6.

En funktion y = f(x) ar i intervallet x < 1 definierad genom ekvationen
y = 6 — 2x — x? och i intervallet x > 1 genom y = x? + ax + b. Bestim
konstanterna a och b s, att f(x) for x = 1 blir kontinuerlig och far derivata.

Upprita slutligen den mot funktionen svarande kurvan.

Januari 1960

Biologisk gren

1.

2.

68

Berdkna ytan av det omrade, som i forsta kvadranten begrinsas av kurvan
y = 3x + x% — 2x3 och x-axeln.

Mellan variablerna x och y finns ett samband av formen y = a - e**, dir a och
k ar konstanter. For x = 1 och x = 2 har man funnit de motsvarande viardena
pa y vara 8, 208 respektive 0, 647. Bestim konstanterna a och k.
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3. I en likbent triangel med toppvinkeln 2v inskrives en cirkel. Parallellt med
basen drages en tangent till cirkeln. Bestdm forhallandet mellan den avskurna
topptriangelns och den ursprungliga triangelns ytor. Berdkna darefter ett
narmevarde pa detta forhallande, om v ar 20°.

4. Attraktionskraften mellan tva himlakroppar ar enligt Newtons gravitationslag
omvant proportionell mot kvadraten pa avstandet mellan kropparna. Om
avstandet mellan kropparna 6kas med 10 %, med hur manga procent minskas
da attraktionskraften?

5. Sammanbindningslinjen mellan punkterna A (6; 12) och B (—6; —6) bildar
tillsammans med koordinataxlarna en triangel. Bestdm en punkt C pa y-axeln,
sa att sammanbindningslinjen AC tillsammans med koordinataxlarna bildar
en triangel med lika stor yta som den forra.

T
6. I vilka punkter skar kurvorna y = sinx och y = cos (x & E) varandra?
Upprita ocksa de bada kurvorna i deras huvuddrag.

7. Punkterna (—2; —1) och (1; 2) i ett ratvinkligt koordinatsystem samt en
punkt P pd kurvan y = x3 — x utgér horn i en triangel. Undersok, hur ytan
av denna triangel varierar, nir P beskriver den angivna kurvan. Eventuella
maxima och minima skall anges.

8. En rét cirkular cylinder med basdiametern 2 cm och héjden 1 cm ar inskriven
i en rat cirkular kon pa sadant sitt, att cylinderns ena basyta ligger pa konens
basyta och omkretsen av dess andra basyta ligger pa konens mantelyta. For
vilka varden pa konens basradie ar forhallandet mellan konens och cylinderns
volymer storre dn 4, 57

Social gren

1. Sex tal bildar en geometrisk serie. Summan av de bada yttersta termerna ar
33 och produkten av de bada mellersta 32. Vilka ar talen?

2. =B1.
3. =B2.

4. 1 en likbent triangel med toppvinkeln 40° inskrives en cirkel. Parallellt med
basen drages en tangent till cirkeln. Darigenom avskares en topptriangel.
Bestam forhallandet mellan dennas och den ursprungliga triangelns ytor, och
ange detsamma i saval exakt som approximativ form.

5. En fader amnar bekosta sin dotters studier ndrmast efter studentexamen
genom att vid borjan av vart och ett av studiedren till henne utbetala ett visst
belopp. Hon har att vilja mellan en trearig utbildning, som ar forlagd till aren
1960-62 med en arlig kostnad av 4800 kr, och en femarig utbildning under
aren 1961-65 med en arlig kostnad av 3000 kr. Vilket alternativ medfor den
minsta kostnaden for fadern, om han bestrider utgifterna for dotterns studier
med medel, som han har placerade till en rantesats (rantefot) av 3,5 %?

6. Attraktionskraften y mellan tva himlakroppar beror av dessas inbordes av-

c
stand x pa sa satt, atty = et dar ¢ ar en konstant. Om avstandet mellan
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kropparna dkas med 10 %, med hur manga procent minskas da attraktions-
kraften?

=B5.

Punkterna (—2; —1) och (1; 2) i ett ratvinkligt koordinatsystem samt en
punkt P pd kurvan y = 2x — x2 utgér hérn i en triangel. Undersok, hur ytan
av denna triangel varierar, nar P beskriver den angivna kurvan. Eventuella
maxima och minima skall anges.

Mars 1960

Biologisk gren

1.

70

I en konvergent odndlig geometrisk serie ar summan S och summan av de
tva forsta termernas inverterade varden 1. Bestim seriens kvot.

. Kurvany = a + bx + cx?, dir a, b och ¢ 4r konstanter, gr genom punkten

(—1; —1) och tangerar i origo den rata linjen y = 2x. Bestdm a, b och c.
Berdkna déarefter ytan av det dndliga omrade, som begréinsas av kurvan och
de rita linjernay = O ochy = 3.

. Den totala ytan av en regelbunden tresidig pyramid ar 7 ganger sa stor som

basytan. Berdkna vinkeln mellan en sidokant och basytan.

. I ettlikbent parallelltrapets dr omkretsen 16 cm och var och en av de spetsiga

vinklarna 45°. Berdkna trapetsets sidor, nar dess yta ar sa stor som mojligt.

. Itriangeln ABC drages hojden CH. Vinkeln BAC &r hélften sa stor som vinkeln

HBC.Vidare ar AC : CB = 7 : 3. Berdkna vinkeln B i vart och ett av de bada
fall, som ar mojliga.

. Sveriges folkmangd utgjorde vid mitten av aren 1908, 1928 och 1948 ap-

proximativt 5,40 miljoner, 6,10 miljoner respektive 6,89 miljoner. Visa, att de
anforda folkmangdsuppgifterna ar férenliga med antagandet, att folkméngden
sedan 1908 har vuxit exponentiellt med tiden. Om man férutsatter, att till-
vaxten dven i fortsattningen sker efter samma lag, vilket ar kan folkméngden
beriknas forsta gadngen 6verstiga 8 miljoner?

. En funktion y = f(x) ar i intervallet x < 0 definierad genom ekvationen

y = x3 4 ax? + bx + c och i intervallet x > 0 genom ekvationen y =
dx? +ex + f. Koefficienterna a, b, ¢, d, e och f ar konstanter. Funktionen ar
overallt deriverbar. Vidare ar f(—1) = 3 ett maximum och f(3) = —3% ett
minimum. Bestdm de angivna koefficienterna, och upprita den mot funktionen
svarande kurvan.

. Basradien i en massiv rat cirkular cylinder dr 1 dm och h6jden h dm. Genom

cylindern borras ett hal i form av en rat cirkular cylinder med samma axel
som den forra. Ange den sa erhallna kroppens totala yta som funktion av
halets radie. Undersok denna funktion for olika varden pa h med angivande av
eventuella maxima och minima. Askadliggér slutligen, hur funktionen varierar,
geom att i olika koordinatsystem upprita exempel pa motsvarande kurva i de
huvudfall, som erhallits vid undersokningen.
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Social gren

1.
2.

=B1.

I en likbent triangel dr basen 10 cm och var och en av de lika stora sidorna
13 cm. Med basen som diameter uppritas en cirkel. Bestim ytan av vart och
ett av de tre cirkelsegment, som ligger utanfor triangeln.

. =B2.

4. Den totala ytan av en regelbunden tresidig pyramid ar 7 ganger sa stor som

basytan. Berdkna vinkeln mellan en sidoyta och basytan.

5. =B4.

6. Ett 1an pa 5000 kr skall aterbetalas inom 15 ar. Vid slutet av varje ar, med

borjan samma ar som lanet upptagits, betalas dels den under aret upplupna
rantan efter 4 %, dels som amortering ett belopp, som vid varje tillfélle &r
fyra ganger sa stort som samtidigt erlagda rantan. Hur mycket aterstar att
betala vid det femtonde arets slut utéver de nyss angivna beloppen?

. =B6.

8. Basradien och hojden i en massiv rat cirkular cylinder ar vardera 1 dm. Genom

cylindern borras ett hal i form av en rat cirkular cylinder med samma axel som
den forra. Ange den sa erhéllna kroppens totala yta som funktion av halets
radie. Askadliggor funktionen grafiskt med angivande av eventuella maxima
och minima.

Augusti 1960
Biologisk gren

1.

Bestam konstanterna a och b i ekvationen y = x3 + ax? + bx + 1 s3, att
motsvarande kurva far en minimipunkt i punkten (1; 1).

. Deréata linjerna x + 2y = 10 och x + 2y = a, dar a ar en positiv konstant,

begransar tillsammans med koordinataxlarna ett parallelltrapets med ytan
24 ytenheter. Bestam vardet pa a.

. Den del av kurvan y = 9 — x2, som ligger ovanfér x-axeln, begransar tillsam-

mans med ndmnda axel en yta. Berdkna volymen av den kropp, som alstras,
nar denna yta roterar kring y-axeln.

. Den forsta, sjatte och fjortonde termen i en aritmetisk serie med olika termer

bildar i ndmnd ordning de tre forsta termerna i en geometrisk serie. Bestim
dennas kvot. Berakna approximativt forhallandet mellan den tionde termen i
den geometriska och den tionde termen i den aritmetiska serien.

. I en regelbunden fyrsidig pyramid ar alla kantlinjer a cm. Berdkna radien i

den i pyramiden inskrivna sfaren.

. Itriangeln ABC ar sidan AB 8 cm och sidan AC 5 cm. Medianen fran hérnet A

bildar 30° vinkel med sidan AB. Berdkna ldngden av sidan BC.

. Etthalvklot och en rat cirkulér cylinder med héjden 6 cm har lika stora buktiga

ytor. Halvklotets volym éar storre an cylinderns. Uttryck skillnaden mellan
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halvklotets och cylinderns volymer som funktion av halvklotets radie. Ange
denna funktions definitionsomrade, undersok densamma med avseende pa
maxima och minima, och askadliggor den slutligen grafiskt.

8. Los x ur ekvationen y = e* 4+ e~*, och bestam med hjilp av resultatet det
minsta varde, som y kan anta. Upprita slutligen den mot ekvationen svarande
kurvan i dess huvuddrag.

Social gren

1. =B1.

2. I en likbent triangel ar basen 6 cm och den inskrivna cirkelns radie 1 cm.
Berikna triangelns yta.

3. Los ekvationen

3—4x L L
T = 1-x—(1-x)%+1-x)%—(1—-x)*+ .. ioandlighet.
4. =B2.
5. =B3.

6. En person erholl vid borjan av ett ar ett 1an pa 10 000 kr mot 5 % ranta. Lanet
skulle amorteras under 10 ar med lika stora annuiteter vid slutet av varje ar
med borjan samma ar lanet erholls. Fran och med det sjatte aret tillimpades en
rantesats (rantefot) av 6 %. Hur mycket maste pa grund hérav de aterstaende
annuiteterna okas, for att lanet skulle bli till fullo gildat pa foreskriven tid?

7. =B5.
8. =B7.

November 1960
Biologisk gren

1. F(x) ar en hel rationell funktion av tredje graden, sa bekaffad, att F(0) =
F'(0) = 2 och F(2) = F'(2) = 0. Bestam F(x), och upprita kurvan y = F(x)
i dess huvuddrag.

2. Av det kol, som ingdr i en levande organism, utgdres en viss, konstant brakdel
av den radioaktiva kolisotopen C'*. Fran och med den tidpunkt, da orga-
nismen doér, avtar mangden av C'* enligt lagen for radioaktivt sénderfall,
m, = mge~*t, dar m, ar den miangd €4, som fanns vid den tidpunkt, da
organismen dog, och m; ar den mangd, som finns kvar t ar efter den namnda
tidpunkten. Genom mitning av koncentrationen kvarvarande C# kan man
berikna storheten t. En dylik mitning visade, att méngden C* i ett preparat
utgjorde 32 % av vad den skulle ha varit, om organismen hade levat. Fér hur
manga &r sedan dog organismen? Halveringstiden for C1* &r 5600 &r, dvs efter
denna tid ar endast hélften kvar av den ursprungliga méngden.

3. Bestdm konstanten a s, attkurvornay = ax?+2,5 och y = x? skir varandra
under rita vinklar. Berdkna darefter ytan av det dndliga omrade, som begran-
sas av de bada kurvorna.
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. Punkterna P och Q pd kurvan y = x3 har x-koordinaterna 1 respektive 1+ Ax.

Riktningskoefficienterna for sekanten PQ och tangenten i P ar k4 respektive
k,. Vilket ar det storsta mojliga vardet pa |k; — k;|, om |Ax| < 0,017

. | en konvergent odndlig geometrisk serie ar kvoten k och forsta termen

(1—k?)2. Bestam seriens summa som funktion av kvoten. Ange definitionsom-
radet och eventuella maxima och minima for denna funktion, samt askadliggor
den slutligen i ett diagram.

. I en regelbunden fyrsidig pyramid ar sidokanten dubbelt sa stor som baskan-

ten. Ett av basytans horn sammanbindes med mittpunkten pa den motstaende
sidokanten. Visa, att den vinkel, som sammanbindningslinjen bildar med bas-
ytan, ar exakt lika stor som vinkeln mellan tvd motstaende sidokanter.

. Ett parallelltrapets ABCD, dar AB ar den storre av de parallella sidorna, har

hornet A i punkten (9; 2) och hérnet B i punkten (3; 5). Hornet C ligger pa
y-axeln och hérnet D pa x-axeln. Undersok, inom vilket omrade pa y-axeln
punkten C kan ligga, och bestdm ekvationen for sidan CD, ndr trapetsets yta
ar sa stor som majligt.

. En rat cirkular kon har lika stor begransningsyta som en given sfir. Bestim

forhallandet mellan konens och sfarens volymer, nir konens volym &r sa stor
som mojligt.

Social gren

1.

U1 » W N

Ett kapital pa 10 000 kr vixer med ranta pa ranta under 20 ar. Om rantesatsen
(rantefoten) ar 3 % under de 10 forsta aren och 4 % under de féljande 10
aren, till vilket belopp uppgar behallningen vid tjugoarsperiodens slut? Hur
stort hade beloppet blivit, om rantesatsen i stillet hela tiden varit 3, 5 %?

. =B1
. =B2
. =B3.

. I en regelbunden fyrsidig pyramid ar sidokanten dubbelt sa stor som baskan-

ten. Ett av basytans horn sammanbindes med mittpunkten pa den motstaende
sidokanten. Berdkna dels den vinkel, som sammanbindningslinjen bildar med
basytan, dels vinkeln mellan tva motstdende sidokanter.

6. =B4.
7. =B5.
8. =B7.

Januari 1961
Biologisk gren

1.

R L8 A : 1 1 3. T .
Askadliggor funktionernay = Exz ochy = §x3 i ett ratvinkligt koordinat-
system, dir enheten pa vardera axeln ar 5 cm. Kurvorna begrénsar ett andligt
omrade i forsta kvadranten. Berdkna ytan av detta omrade.
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. For vilka viarden pa x i intervallet 0° < x < 360° bildar sin x, % sin 2x och

5 sin 4x de tre forsta termerna i en konvergent odndlig geometrisk serie?
Berdkna dven seriens summa for ifrdgavarande x-varden.

. Vid mitten av aren 1930, 1940 och 1950 utgjorde befolkningen i Sveriges

tatorter approximativt 48,0 %, 57, 0 % respektive 67,6 % av den totala be-
folkningen. Visa, att tatorternas andel av den totala befolkningen under aren
1930-1950 kan antagas ha 6kat exponentiellt med tiden. Nar skulle denna
andel var 75 %, om o6kningen aven efter 1950 sker efter samma lag som
tidigare?

. [ ett halvklot med radien R inskrives en rat cirkular cylinder, sa att en ge-

neratris ligger i halvklotets plana begriansningsyta och gar genom dennas
medelpunkt, medan den diametralt motsatta generatrisen har sina andpunk-
ter pa halvklotets buktiga begransningsyta. Bestdm den stdrsta volym, som
cylindern kan fa.

. For vilka reella a-varden har ekvationen x2 + ax + a® — a = 0 reella rotter?

Bestidm ocksa det varde pa a, for vilket rotternas skillnad ar sa stor som
mojligt.

d
. Bestim y som funktion av x, da man vet, att d_ic, = 2x3 — 8x och att y har

ett minimivirde = —4, 5. Undersok darefter funktionen med avseende pa
nollstéllen, maxima och minima, samt upprita motsvarande kurva i dess hu-
vuddrag.

. for de bada funktionerna y = F(x) och y = f(x) kidnner man de vardepar,

somframgar av foljande tabeller

x | 2 | 5 |10 x o[ 1] 4|5
F(x) | 53,4 | 55,5 | 59 f(x)]63]10,5]13,5[ 11,3

Visa forst, att i ett ratvinkligt koordinatsystem de tre vardeparen for F(x)
svarar mot tre punkter i rat linje och att de fyra vardeparen for f(x) svarar
mot fyra punkter pa en parabel, vars ekvation dr av formen y = ax? + bx + c.
Bestam darefter de bada funktionerna F(x) och f(x), sa att deras geometris-
ka motsvarigheter blir den ndmnda rata linjen respektive parabeln.Bestam
slutligen det x-varde for vilket skillnaden F (x) — f (x) blir sa liten som mdjligt.

. Enkropp begransas av tva cirkuldra cylindriska ytor med gemensam axel samt

av tva plan vinkelrata mot denna axel. Den storre av de cylindriska ytorna har
basradien 6 cm, och kroppens totala begrinsningsyta dr 90 cm?. Hur stor dr
basradien i den mindre cylindriska ytan, om kroppens volym &r sa stor som
mojligt.

Social gren

1.

2.
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Pa diagonalen AC i rektangeln ABCD ar punkten E sa beldgen, att AB : AE :
EC = 4 : 2 : 3. Berakna vinkeln EBA.

=B1.
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. En person hade upptagit ett 1an, som han skulle avbetala med en annuitet av

1000 kr den 31 december under ett antal pd varandra f6ljande ar, sista gangen
1966. Han avled under ar 1959. Hans arvingar betalade skulden genom att
erlagga ett engangsbelopp den 31 december 1959. Hur stort var detta belopp,
om ranta berdknas efter 4 %?

4, =B3.
5. =B4.
6. =B5.
7. =B6.
8. =B7.
Mars 1961
Biologisk gren
1. Den mot funktionen y = 1 — x* svarande kurvan skir x-axeln i punkterna A

och B. Kurvans tangenter i dessa punkter skér varandra i punkten C. I vilket
forhallande delar kurvbagen AB ytan av triangeln ABC?

. Funktionen f(x) = ax + bx? + cx + d, dir a, b, ¢ och d ar konstanter, har

ett maximum foér x = - och ett minimum for x = 2. Vidare ar f(0) = —4 och
f(1) = 0. Bestdm f(x) och upprita kurvan y = f(x) i dess huvuddrag.

. De bada plattorna i en kondensator med kapacitansen C farad ar forenade

med ett motstand med resistansen R ohm. Om spdnningen mellan konden-
satorplattorna i ett visst 6gonblick ar U, volt och t sekunder senare U; volt,

galler sambandet U, = U, - e rc. Vid experiment med en kondensator, for
vilken € = 1075, har man funnit Uy = 20 och U; = 1. Berdkna R.

. Tettkoordinatsystem ar A en godtycklig punkt pa den ratalinjen 2x —y+12 =

0. Punkten A sammanbindes med punkten B (8; 4). Punkten C ar mittpunkten
pa strackan AB. Bevisa, att punkten C, oberoende av laget for 4, alltid ligger
pa en och samma rata linje, och bestam denna linjes ekvation.

. Enavvinklarnaien triangel delas i tre lika stora delar av héjden och medianen

fran vinkelns spets. Bevisa, att triangeln ar ratvinklig.

. Termerna i en konvergent oé’mdlig geometrisk seriedrty,ty, tg, .., dart; # 0.

Bevisa, att de odndliga serierna t?, t3, t, .., och (t; —t;)?, (t3 —t4)?, (ts —te)?,

., likaledes ar geometriska och konvergenta serier. Bestdm slutligen den forst
namnda seriens kvot, sa att den andra seriens summa blir 5 ganger sa stor
som den tredjes.

. ABCD ér en regelbunden tetraeder med kantlinjen a cm. En punkt E pa kant-

linjen AB sammanbindes med hérnen C och D. Ange ytan av triangeln CDE
som funktion av strackan AE, och representera denna funktion grafiskt. Ange
speciellt ytans minsta varde.

. Ienhelrationell funktion f (x) av tredje graden ar koefficienten fér hogstagrads-

termen 1. Vidare ar f(0) = 1 och f'(1) = 0. Kurvan y = f(x) tangerar den
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rita linjen y — 1 = 0. Det finns tre olika funktioner f(x) som uppfyller dessa
villkor. Bestim dessa funktioner, berakna deras maximi- och minimivarden,
och upprita de motsvarande kurvorna i ett och samma koordinatsystem.

Social gren

1.

En av de kortare diagonalerna i en regelbunden 7-hdrning ar 5 cm. Hur stor
ar en av de langre diagonalerna?

2. =B1.

3. En person, som tinker silja en tomt vid slutet av ar 1961, har fatt anbud fran

tva spekulanter. Den ene erbjuder sig betala 5000 kr vid kopet och 4000 kr vid
slutet av ar 1963. Den andre erbjuder sig att vid slutet av varje ar fro.m. 1961
t.o.m. 1966 betala 1600 kr. Vilket anbud ar fodelaktigast, om ranta pa ranta
berédknas efter 4 % och hdnsyn tages endast till anbudens penningvérde?

4. =B2.

. I Wales talas dnnu det keltiska spraket kymriska. Vid folkrdkningarna 1901,

1921 och 1951 utgjorde de enbart kymrisktalande personerna 15,1 %, 6,3 %
respektive 1,7 % av den totala befolkningen. Visa, att namnda procenttal
kan antas ha dndrats exponentiellt med tiden under perioden 1901-1951.
Om man vidare antar, att &ndringen skulle ske enligt samma lag dven efter
1951, vilket ar skulle de enbart kymrisktalande ha nedgatt till 0,05 % av
befolkningen?

I ett koordinatsystem &r A en godtycklig punkt pa den ratalinjen 2x—y+12 =
0. Punkten A sammanbindes med punkten B (8; 4). Punkten C ar mittpunkten
pa strackan AB. Bevisa, att punkten C, oberoende av laget for 4, alltid ligger
pa den rita linjen y = 2x.

=Bé6.

8. =B7.

76




