Gamla tentor givna av Arne Beurling

For betyget Med Berém Godkénd [2 betyg]

September 1946

Problem givna fredag 6/9. Gemensamt Uppsala — Lund
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1. Beréikna/ " a>o.
o Vrla—x)

Visa med ledning harav, att

hml/af(x)dx:f@)

a—0 T 0 x(a—x)

om f(x) &r en kontinuerlig funktion.

2a. aq, aqg, a3, ..., @

o0
a
ns --- ar en foljd av positiva tal, s4 beskaffade, att serien g 2 Ar
n
1

oo
Va
konvergent. Kan serien E —; divergera?
n
1

0 P

a
2b. Sok att besvara samma fraga for andra serier av typen E —Z for olika védrden pa p
n
1

och gq.

3. Funktionerna y, (x), ys(z), y3(x), ..., y,(), ... dro jamte sina derivator kontinuerliga
och uppfylla féljande villkor:

1° y,,(0) = 0 for alla n.

2° Funktionsfoljden y;, () + y,,(x) = €,(z) konvergerar likformigt mot noll for
0<z <L

Visa, att savél y,,(z) som y,, (z) konvergera likformigt mot noll for 0 < x < 1.

4. Kvantiteterna 6,, dro bestdmda av relationerna

1 1 1 (—1)n2
log2=1—-4+-—Z 4.4 > 7 4 (_1yn1l.n
o8 yt3 ittt n

Visa, att lim 6, existerar samt berdkna grénsvirdet.
n—oo

Lordag 7/9 1946

5. Vilket ar det storsta vérde, som summan av kuberna pa roétterna till ekvationen
23 + (22 + 2 — 1) sina = 0 kan antaga for nigot virde pa vinkeln a?

6. En tredjegradsekvation med rationella koefficienter &r given. Man vet att skillnaden
mellan tva av rotterna ar ett rationellt tal. Visa, att alla rotterna dr rationella!

7. Ytan 22 4+ y? + 22 + 22y — 222 + 2yz = 1 innehdller en cirkel, vars plan gar genom
punkten (1, 2, 3). Bestdm medelpunkten till denna cirkel samt cirkelns ekvation.

8. Fem punkter pa ett kdgelsnitt dro givna. P4 sammanbindningslinjen till tva av dem
tages en punkt (). Konstruera polaren till Q.



Oktober 1946
Problem givna fredag 25/10.

1) Konstruera kurvan (z2 + 32)? = ax?y och berikna den inneslutna ytan.
2) Bevisa, att summan av serien

a 2Ma?2  3mg3 k™ ak
T T T

+ ..

for heltaliga a och m ar en heltalsmultipel av e®.

1 1 1
3) Bilda talf('jljden ag > =37 41y Gz, -5 O, - dira; = f\/l + 3ag, ay = ,\/1 +3aq,...,

\/ 1+ 3a,,;, ..Visa, att den &r konvergent och berékna dess grénsvérde!

4) y = f(z) ar ekvationen for en kurva i ett snedvinkligt koordinatsystem, dir axlarna
bilda vinkeln o med varandra. Bestdm uttrycket for krokningen i en punkt (z, y).

Lordag 26/10 1946.

5. a, och b, r=1,2,...,n & tva talfoljder s& beskaffade, att for VarJe talfoljd z,.
r=1,2,...,n, som uppfyller villkoret Za = 0, samtidigt galler ZbT T, =
1
Visa, att b, =k -a,, r=1,2,.

6. Visa, att ekvationen x°® + ax3 + 222 + bx + ¢ = 0 har Atminstone tvi komplexa rotter

om a > —v10.

7. Koefficienterna u, v och w i ekvationen uz? + 2uzy + wy? = 1 uppfattas som ko-
ordinater fér en punkt i rummet. Undersok, vad ekvationen geometriskt betyder
i zy-planet, da (u, v, w) varierar i rummet. Betdm den yta, som (u, v, w) maste
befinna sig pa, for att ekvationen skall betyda en ellips med konstant area!

8. Pa en sida i en given rektangel (sidor a och b) viljes en punkt P. I rektangeln
inskrives en fyrhorning sa, att ett av dess horn faller i P. Visa, att den fyrhorning,
som har minsta mojliga omkrets &r en parallellogram med sidorna parallella med
rektangelns diagonaler. Berdkna den minsta omkretsen!

December 1946
Problem givna forsta dagen 4/12.

. " . . . sin .
1) Lat aq, ay, as, ... vara de positiva z-virden for vilka funktionen —— har maxi-
x

o0
sina,, cosa .
ma. Undersok serierna E och E ™ med avseende pa konvergens eller
a,, a
1 n
divergens.
f(z)

2) Om f(x) &r differentierbar for x > x, och ILm f'(xz) =1, visa, att lim ——= =1.

r—o00 I

3) Berékna linjeintegralen

/ ydz + (2 — x)dy
o w2 +y? —dr+ 4

dér C é&r en cirkel med origo som centrum och radie a) 1, b) 3.



4) Visa, att
1
1 1 1

(Ledning: Sétt logx = —y.)

Andra dagen 5/12 1946.

5. Visa, att en rotationskon med centrum i origo endast kan skira ytan 3z2 —y? — 22 +
12z + 9 = 0 i plana sektioner.

6. Rotterna till ekvationen t3 — 2 — ¢ — 1 = 0 kallas ¢;, t5 och t5. ¢;, ¢y och ¢ dro tal
sadana att
¢; + ¢9 + c3 = heltal
city + oty + 3ty = heltal
c1t? 4 cot3 + c5t3 = heltal

Visa, att da ar c;t] + coty + c5ty = heltal for varje naturligt tal n, samt att detta
heltal ar < 2™ for tillrackligt stora n.

7. Integralkurvorna till differentialekvationen 4(zy’ —y)? = 1— 2y’ + 5(y’)? dverticka
hela zy-planet utom ett visst omrade, begriansat av en sluten kurva. Berdkna ytan
av detta omrade!

8. En ellips och tva rita linjer, som skéra denna, dro givna. Ellipsens axlar dro pa-
rallella med linjernas bissektris. Visa, att varje konisk sektion, som gar genom de 4
skdrningspunkterna mellan ellipsen och de réta linjerna, har samma egenskap!

Januari 1947
Problem givna torsdag 23/1 1947.

0 9 713

1) Angiv de virden pa z for vilka potensserien z — = + FEET) + ..

ar konvergent

och berakna da dess summa.

1 T i 2
2) Berékna lim : / S0 .
n—oo logn J, z

3) Med V betecknas den del av rummet, vars ratvinkliga koordinater uppfylla villkoret
1

(Va2 +y?+ z2)a

samt berdkna den fér sidana virden pa a.

2| <

. Angiv de virden pa a for vilka volymen av V blir dndlig

4) En plan, sluten, konvex kurva K med kontinuerligt varierande tangentriktning &r
given. P& en tangent, som berdér kurvan i punkten 7', véljes en punkt P sa, att
avstandet T'P = [. Tangenten far sedan glida ett varv lings kurvan, varvid P (vars
avstand till respektive tangeringspunkt dr konstant = [) beskriver en viss sluten
kurva C. Visa, att den area, som ér beligen mellan kurvorna K och C, ir = 7l? och
saledes oberoende av den konvexa kurvan K.

Lordag 25/1 1947



111 1 1 1
133 3 3 3
136 6 6 . 6
5. Visa,att |1 3 6 10 10 ... 10 |[=n!
41
136 10 15 %

2 2 2
6. Hyperboloiden % + Y z
a

22 1 skéres av planet Ax + By + Cz = 0 ldngs en ellips.
Bestdam dess yta!

7. For vilka viarden pa det hela talet n har ekvationen
nw® —11z* — 523 — 1122 +n =0
nagra rationella rotter? Bestdm &dven dessa.

8. Lat ABCDEF vara en sexhorning, som ar inskriven i ett kdgelsnitt. Lat P vara
skarningspunkten mellan sidorna AB och C'D och @ skédrningspunkten mellan AF
och DE, samt slutligen R skdrningspunkten mellan diagonalerna BE och C'F. (Vid
behov fa de ndmnda strackorna forlingas.) Visa, att P, @ och R ligga i rét linje.

Mars 1947
Problem givna torsdag 20/3 1947.

1
1. Betrakta kurvan y = —, a > 0. Fran punkterna (1, 0), (2, 0), (3, 0),..dragas tangen-
x

ter till kurvan, vilka med z-axeln bilda de spetsiga vinklarna A;, A5, As,..Undersok
konvergensen av serien A; + Ay, + Az +

1\n*
2. Berikna grinsvirdet lim n? {e’” (1 + —) — 1] .

n—o00 n3

1,1
3. Man vet, att funktionen f(z,y) > 0 samt att / f(z,y)dxdy > 1.
0

Kan / / y da:dy vara < 17

1
(Ledning: Anvénd ev. funktionen (f(z,y) — ?

3

4. Sok den funktion wu(x), kontinuerlig liksom u’(z) och u”(x), som satisfierar ekvatio-
nen

u(m):x—i—Z—cosx—/ (x—t)u
0

(Derivera lampligt antal ganger.)

Lordag 22/3 1947.

5. a, b och ¢ édro rotter till ekvationen Ax3 + Bx? + Cx + D = 0. Berikna

1 n 1 + 1
(b+a)(c+a) (a+b)(c+b) (a+c)b+c)

6. F' ar en punkt inuti en given triangel. Med F' som brénnpunkt inskrives en ellips i
triangeln. Konstruera geometriskt tangeringspunkterna med triangelsidorna.



7.

2n

Bevisa formeln H cos —P _ _ (—1)"272" genom att betrakta faktoruppdelningen
220 2n+1
av polynomet 2" +1 — 1.

. En hyperboloid ar given. Man betraktar tva fixa generatriser ur olika system, som

skéira varandra i en punkt O pd strupellipsen. Tvd parallella generatriser skira de
fixa i punkterna P och @ resp. Visa, att produkten av OB och OQ ar konstant for
alla par av parallella generatriser. (V&lj t.ex. O som origo.)

Maj 1947

Forsta dagen.

1)

2)

o0

Berakna summan av serien Z —5——5 (k helt positivt tal).
n=k+1 n*—k

En sfar tdnkes invandigt belagd med ett speglande skikt. Fran en punkt pa sfarens
yta utgar en ljusstrale, som bildar vinkeln am med den radie, som gar genom punkten

1
O<a< 5) Stralen reflekteras sedan gang pa gang i sfaren. Visa, att stralen nagon

gang aterkommer till utgangspunkten om och endast om a &r ett rationellt tal.
oo

Bestdm en funktion f(z) sddan att serien Z f%)(x) konvergerar och &r = f(z).
k=1

Bestam fotpunktskurvan till y = 22 m.a.p. origo. Konstruera fotpunktskurvanmoch

berdkna den yta, som ar beldgen mellan densamma och dess asymptot.

Andra dagen.

O.

Visa att, om ekvationen 23 + 3az? + 3a?x — x 4+ b = 0 har alla sina rotter reella, s
ar differensen mellan den storsta och den minsta roten mindre an eller lika med 2.

a;, (1 <i<mn,1<k<n)iro elementen av en determinant D av given ordning n.
Om alla elementen férsvinna, dr uppenbarligen D = 0. Bestdm det minsta tal m s&
beskaffat, att av a,, =0 for ¢t =1,2,...,m, k= 1,2,...,m maste folja att D = 0.

Berikna volymen av det omrade, som definieras genom olikheterna z2 + 2 — 1 <
2z <1—a2—y? och 22 + y? < 2z. (z, y och z #ro ritvinkliga koordinater.)

. I en punkt P pa en lurva drages tangenten och normalen. I en nirbeldgen punkt @)

pa kurvan drages tangenten. Denna skér den férstndmnda tangenten och normalen
i T resp. N. Berdkna

i PT?

Qop PN
uttryckt i kurvans krokningsradie i P. Kurvan foruséttes vara grafiska bilden av en
funktion med godtyckligt manga derivator. (Ledning: V&lj P till origo och tangenten
i P till z-axel.)



