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JANUARI 1953

1.

En punkt ror sig i ett koordinatsystem, sa att dess avstand fran x-axeln dr dubbelt sa stort som
dess avstand fran en given punkt (a; b) i forsta kvadranten. Orten for den rorliga punkten ar
en andragradskurva. Bestdm dennas ekvation och excentricitet.

. | tva konvergenta odndliga geometriska serier dr den forsta termen lika med kvoten i den

andra serien. De bada kvoterna ar rotter till ekvationen x? — ax — a? = 0. Bestim q, s3 att
summan av de bada seriernas summor blir sa stor som mojligt.

. Funktionen y satisfierar ekvationen xy cos % = (, dar C ar en konstant. Visa, att sambandet

x(ysin% — X CoS %)Z—z = y(xcos % + y sin %)

giller for alla virden pa C.

. Till en hyperbel med transversalaxeln utefter y-axeln ar linjerna4x—3y = 0 och 21x—20y = 0

konjugatdiametrar och linjen 21x — 20y + 17 = 0.tangent. Bestam hyperbelns ekvation.

. Ett rektangulirt pappersark ABCD ir av s.k. standardformat (DIN-format), dvs AB = AD+/2.

Arket vikes, sd att hornet A faller pa sidan CD och vikningslinjens dndpunkter pa AB och AD.
Var skall A falla, for att vikningslinjen skall bli sa kort som mojligt?

T
. Bevisa, att for alla vinklar x mellan 0 och 5 galler olikheterna

1, .
5(2 sinx +tanx) > x > sinx.

. For att bestimma sneda asymptoter till en kurva kan man i manga fall férfara pa foljande satt.

Tangenten till kurvan i en punkt med x-koordinaten x; bestimmes under formeny = kx + [,
varefter man beraknar
lim k och lim [
Xq—>+oo X1—>+F00
Anvind denna metod for att bestimma den sneda asymptoten till kurvany = x,/x : (x — 1).
Konstruera darefter kurvan med angivande dven av eventuella maximi- och minimipunkter
samt dvriga asymptoter.

VT 1953

1.

Visa, att de tangenter till ellipsen 2x2 + 6y? = 3, vilka gar genom punkten (1; 1), ar vinkelrita
mot varandra.

. Visa, att funktionen y = ax + bxV1 — x?2, dir a och b ir konstanter, satisfierar ekvationen

d
x(1-— xz)d—z + (2x%2 — 1)y = ax3.

. Sok och konstruera orten for medelpunkten i den cirkel, som tangerar cirkeln x? + y? = 64

innantill och gar genom punkten (4; 0).

. Hur néra styrlinjen till en parabel kan skdrningspunkten mellan tva inbordes vinkelrata

normaler till parabeln komma?



5.

B och B’ dr andpunkterna av en hyperbels konjugataxel. En rat linje genom B skir hyperbeln
i tva punkter, P och Q. Visa, att konjugataxeln ar bisektris till vinkeln PB'Q eller till dess
sidovinkel.

. I'en cirkel med radien r &r OA och OB tva fran medelpunkten O utgdende stralar, som med

varandra bildar vinkeln 2v, dar v < 90°. En korda CD i cirkeln ar sida i rektangeln CDEF, vars
horn E och F ligger pa var sin av stralarna OA och OB. For tva lagen av kordan €D antar ytan
av rektangeln ett maximivirde. Visa, att produkten av dessa maximivirden = r*, oberoende
av vinkeln v.

. Diskutera utseendet av kurvan

_ 2x +a
-

for olika varden pa a. Undersok darvid skiarningspunkter med koordinataxlarna, maximi- och
minimipunkter samt asymptoter. Undersok dven, hur kurvan narmar sig till asymptoterna.
Upprita slutligen i deras huvuddrag - i olika koordinatsystem - exempel pa de olika typer av
kurvor, som kan forekomma.

Augusti 1953

1.

Den mot en viss funktion y = f(x), dar f(x) ar ett polynom av tredje graden, svarande
kurvan har en inflexionspunkt i punkten (—1; 8) och en minimipunkt i punkten (0; 6). Bestadm
funktionen och upprita kurvan.

. Ange excentriciteten for den storsta ellips, i vilken summan av storaxeln och den ena parame-

tern ar konstant.

. En hyperbel har transversalaxeln parallell med y-axeln i ett ratvinkligt koordinatsystem. Dess

medelpunkt ligger i punkten (4; —4), dess ena asymptot gar genom origo, och dess ena vertex
(topp) har ordinatan 5. Ange ekvationerna for de tangenter till denna hyperbel, som kan dragas
fran punkten (0; 3).

. En ritlinje genom brannpunkten'F skir parabeln y? = 4fx i punkterna P och Q. Strickorna

FP och FQ har langderna a respektive b. Bevisa, att
1 1 1

a+b f

. Tre punkter A, B och C ligger i denna ordning pa en rit linje. En cirkel uppritas genom punk-

terna A och B. Ena tangenten till cirkeln fran punkten C tangerar cirkeln i punkten P. S6k och
konstruera orten for punkten P, da cirkelns radie varierar.

. Genom sambandety? cos nx = 1, ddr n ir en konstant, bestimmes y som funktion av x.Bestim

d2

de varden pa n, for vilka denna funktion satisfierar ekvationen y + d—); = 3y5, samt ange
X

i dessa fall, for vilka varden pa x inom intervallet 0 < x < 2m funktionen antar reella och

andliga varden.

. Undersoék kurvan y(x — 1)? = 3x? — 8x + 4 med avseende p& asymptoter, maximi-, minimi-

och inflexionspunkter, samt upprita densamma i stora drag. For vilka varden pa a kan man
fran punkten P (a; 3) draga ingen, en eller flera tangenter med tangeringspunkten pa dndligt
avstand? Diskutera sarskilt fallet a = 1, och ange for detta fall tangentens ekvation.



HT 1953

1.

d
. luttryckety = sinx+2z tan x ar z en funktion av x. Visa, att om % = z4+cosx,sadr —

Funktionen y = x3 + 3cx? + c, ddr c 4r en konstant, har ett maximivirde, som ar dubbelt s&
stort som funktionens minimivarde. Bestim konstanten c.

. Genom origo O i ett ratvinkligt koordinatsystem drages en rat linje, som skér linjen x = a, dar

a > 0, i punkten A. Genom punkten B (0; a) drages den mot OA vinkelrata linjen och genom
A den med x-axeln parallella linjen. De bada sist dragna linjerna skir varandra i punkten P.
Sok och konstruera orten for P, da linjen OA vrider sig kring origo.

axz =~

. Parabeln y? = 2b(x + a), dir a och b ir positiva storheter, skir asymptoterna till hyperbeln
y p ymp yp

b?x?—a?y? = a?b? i fyra punkter, som utgér horn i ett parallelltrapets med ytan 14a?. Bestim
hyperbelns excentricitet.

. 0 ar toppen i en kon, vars basyta ar en ellips. Konens h6jd rdkar basytan i dess medelpunkt.

Ellipsens storaxel AB har ldngden 2a. Den mindre axeln dr CD. Strackan OA ar aritmetiskt
medium till till ellipsens axlar, och vinklarna OAB och OCD forhaller sig som 2 : 3. Hur stor ar
konens volym?

. Genom punkten P med koordinaterna (3p; 0) i ett ratvinkligt koordinatsystem drages en rit

linje, som skér parabeln y? = 2px i punkterna A och B. Parabelns tangent i punkten A skir
x-axeln i C. Vilket dr det minsta viarde, som ytan‘av triangeln ABC antar, da linjen AB vrider
sig kring punkten P?

. Deritalinjerna L och L' skir varandra under réta vinklari punkten 0. P ena bisektrisen M till

vinklarna mellan linjerna tages punkterna’A och B pavar sin sida om 0, sd att AO = BO =1
langdenhet. P ar en rorlig punkt pa den andra bisektrisen M'. PA eller dess forlangning at
ena eller andra hallet skar L' i D. Unders6k och askadliggor grafiskt, hur ytan av triangeln
PCD varierar, nar P genomloper M'. Ange sarskilt triangelytans eventuella maximi- eller
minimivarden.

Januari 1954

1.
2.

Under vilka vinklar skir kurvorna 2+ 3y? = 4 och 3x? + y? — 4y = 0 varandra?

Tangenterna till en hyperbel i de bdda parametrarnas dndpunkter bildar en fyrsiding. Hyper-
belnormalerna i samma punkter bildar en annan fyrsiding. For en viss hyperbel dr den senare
fyrsidingens yta fyra gdnger sa stor som den forras. Bestdm denna hyperbels asymptotvinkel,
dvs en vinkel mellan asymptoterna, inom vilken en hyperbelgren ar belagen.

a3 b3
. Genom ekvationen (;) - (—) = 1, dar a och b ar fran 0 skilda konstanter, bestimmes

y
vy som funktion av x. Visa, att denna funktion, oberoende av vardena pa a och b, satisfierar

ekvationen
d’y 4dy 4(dy)2
dx?  xdx y\dx

. Kring en sfar med radien r ar en regelbunden sexsidig pyramid med minsta mojliga volym

omskriven. Berdkna denna pyramids baskant och héjd.

. Normalen i en punkt A pé parabeln y? = 4x skir x-axeln i B. P 4r skiarningspunkten mellan

parabeltangenten i A och den réta linje genom B, som ar parallell med y-axeln. S6k orten for
P, och upprita motsvarande kurva i dess huvuddrag. Visa dven, att ortkurvan har den givna
parabeln till asymptotkurva, dvs obegransat ndrmar sig densamma, nar punkten A rycker allt
langre bort.



6.

AB ar diametern i en given halvcirkel med medelpunkten O och radien 1 dm. P ar en punkt pa
halvcirkelbagen och Q mittpunkten pa bagen PB. Normalerna genom P och Q mot diametern
AB triffar denna i punkterna R och S respektive. Den yta, som begrinsas av cirkelbagen PQ
och strackorna @S, SR och RP, ar en funktion av vinkeln POB. Ange denna funktion, bestdm
dess eventuella maximi- och minimivirden samt upprita motsvarande kurva i dess huvuddrag.

. Diskutera utseendet av kurvan y = (x* + ax3 — 3) : x3 for olika viarden pa konstanten a.

Undersok darvid skdrningspunkter med koordinataxlarna, asymptoter och kurvans lage i
forhallande till asymptoterna samt maximi-, minimi- och inflexionspunkter. Askadliggor i
skilda koordinatsystem de olika typer av kurvor, som kan forekomma.

VT 1954

1.

Tangenterna till en hyperbel i den ena parameterns dndpunkter skidr en av asymptoterna
i punkterna A och B. Visa, att strackan AB:s projektion pa konjugataxeln ar lika lang som
parametern.

. Upprita kurvorna y? = 4x och x? + y? + 2x = 0, och bestim ekvationerna fér deras gemen-

samma tangenter.

: } 1—tanx :
. Visa, att funktionen y = TTtonx satisfierar ekvationen
d? dy
— 4+ 2y— = 0.
dx? Y dx

. [ fyrhérningen ABCD &r vinklarna A och B réta. SidornaBC och CD har vardera ldangden 1 cm.

Bestdm maximivardet av fyrhorningens yta. Svaret skall anges i saval exakt som approximativ
form.

. I en given klotsektor ar medelpunktsvinkeln 120°. 1 sektorn inskrives en rat cirkular cylinder,

vars axel faller utefter sektorns symmetrilinje och vars buktiga yta ar sa stor som mojligt.
Bestam forhallandet mellan denna'cylinders basradie och hojd.

. En ellips, vars yta ar m enheter, tangerar de positiva koordinataxlarna i ett ratvinkligt koor-

dinatsystem. Genom punkten/(0; 2) gar tva tangenter till ellipsen. En avdem sammanfaller
med y-axeln. Den andra tangenten skar x-axeln i punkten P. Bestdm x-koordinaten for P som
funktion av den av ellipsens halvaxlar, som ar parallell med x-axeln, och dskadliggér denna
funktion grafiskt med angivande av eventuella maximi- och minimipunkter samt asymptoter.

. Upprita i dess huvuddrag kurvan

a
x?+1

dar a ar en konstant. En punkt P pa kurvan ar sa beldgen, att kurvans normal i denna punkt
gar genom origo. Sok och upprita geometriska orten for P, nar a antar olika virden. Ange
vidare, hur antalet normaler genom origo beror av a samt vilka spetsiga vinklar, som dessa
normaler kan bilda med y-axeln.

y:

Augusti 1954

1.

2,

Av de rata linjerna 2x +y —5 = 0 och 2x + y — 30 = 0 ar den forra tangent och den senare
normal till parabeln y? = 4a(x — b). Bestim konstanterna a och b.

Genom sambanden x = sin® t och 2y = sin 2t bestimmes y som funktion av x. Visa, att

d?y 1

dx2 ~  4y®

4



. En brannpunktsradie till hyperbeln b2x? — a?y? = a?b? tages till diameter i en cirkel. Visa,

att denna cirkel tangerar cirkeln x? + y? = a2,

. En cirkel med radien r har sin medelpunkt i mittpunkten pa den storre av de parallella sidorna

i ett parallelltrapets och tangerar trapetsets 6vriga sidor. Bestdm i exakt form det minsta varde,
som trapetsets omkrets kan antaga.

. Tangenten i en punkt P pa en ellips skir de genom storaxelns dndpunkter dragna tangenterna i

punkterna A och A;. Ellipsens brannpunkter betecknas med F och F;, av vilka F ligger ndrmast
A. Visa, att de rata linjerna AF; och A, F skdr varandra pa normalen till ellipsen i P.

. Tvd ogenomskinliga klot med radierna 4 cm och 1 cm har ett medelpunktsavstand av 10 cm. En

punktformig ljuskélla befinner sig pa centrallinjen. Bestim summan av de belysta kalotterna
som funktion av ljuskillans avstand fran det storre klotets medelpunkt. Undersok hur denna
funktion varierar, nar ljuskallan ror sig 1angs del del av centrallinjen, som ligger mellan kloten,
och askadliggor detta i ett diagram.

Sok och konstruera orten for inflexionspunkterna till kurvan y = a tan x+sin x, nar konstanten
a genomloper alla reella varden. Diskutera dven den givna kurvans utseende for olika varden
pa a samt upprita i huvuddrag exempel pa de olika typer, som kan forekomma.

HT 1954

1.

. Uppritakurvany = (

. . . ax+b
Visa, att varje funktion av formen y =
cx+d

d?y\2 _dy d3y
N 2) 72, = O

,dar a, b, ccoch d ar godtyckliga konstanter,
satisfierar ekvationen

. Parabeln y? = 4ax triffas av en ljusstrale; som gir fran vertex lings den rita linjen y = 2x.

Sedan stralen en gang reflekterats mot parabeln, 16per den langs en annan rét linje. Bestim
dennas ekvation.

X

3
1) med angivande av eventuella asymptoter, maximi-, minimi- och
x [e—

inflexionspunkter.

. En ellips, vars brannpunkter ligger pa y=axeln i ett ratvinkligt koordinatsystem, tangeras av de

rata linjerna 2x + y — 6 =0 och2x +y + 4 = 0. Avstandet mellan brannpunkterna ar lika
stort som avstandet mellan de givna tangenterna. Sok ellipsens ekvation.

. Enratlinje L och en punkt A utanfér densamma ar givna. Genom A drages en rit linje, som

skar L i punkten P. En cirkel tangerar AP i P och avskar av L en korda, vars langd ar lika med
dubbla avstindet fran A till L. S6k och konstruera orten for cirkelns medelpunkt, niar punkten
P beskriver linjen L.

. Ekvationen 3x2 — 4y? + 6x + 36y +m = 0 betyder for olika virden pa konstanten m en kurva,

som i allméinhet ar en hyperbel. Diskutera kurvans utseende for o lika varden pa m, och ange
det samband, som maste finnas mellan tva m-viarden, m; och m,, for att motsvarande kurvor
skall vara konjugathyperbler.

. Toppvinkeln i en rat cirkuldr kon ar 2a. En kropp, sammansatt av en rat cirkular cylinder

och en halvsfir, vars plana begransningsyta sammanfaller med cylinderns ena basyta, ar
placerad i konen pa f6ljande satt: cylinderns andra basyta faller utefter konens basyta och
dess axel utefter konens axel, och halvsfarens buktiga yta tangerar konens mantelyta. Bestim
forhallandet z mellan den ndimnda sammansatta kroppens volym och konens volym som
funktion av féorhallandet ¢ mellan cylinderns och konens bottenradier. Ange det omrade, inom



vilket t kan variera. Undersok darefter, hur z varierar for t inom detta omrade. Visa bl.a., att
z har ett maximivarde inom omradet, om a uppfyller ett visst villkor. Askadliggor slutligen
funktionen z med sarskilda diagram 6ver de olika fall, som kan férekomma. Ovan ndmnda
maximivarde for z ar en funktion av vinkeln a. Undersok hur denna funktion varierar, da «
antar de viarden, som dr mdjliga. Ange speciellt det storsta varde, som funktionen kan anta.

Januari 1955

1.

. Visa, att kurvan y =

Visa, att inflexionspunkterna till kurvan 20a*y = 3x> — 15ax* + 20a?x3, dir a 4r en konstant,
som ar # 0, ligger pa en rét linje, och bestdm dennas ekvation.

_ . 1+tany _ d?y dy~2
. Mellan variablerna y och z rdder sambandet z = ——. Bevisa, att —— 22(—) =0.
1—tany dz dz
. En ellips tangerar en liksidig hyperbel i dess vertices. Ellipsen skar konjugathyperbeln till den

givna hyperbeln under rata vinklar. Berdkna ellipsens excentricitet.

. Bestdm de viarden pa konstanten a, for vilka ekvationen

a(x*>+y>)—2x+y+5=0

betyder en cirkel. Bevisa, att origo och punkten (4; —2) ligger pa var sin sida om periferin av
varje sadan cirkel.

. Upprita kurvan y? = 1 + xy i dess huvuddrag. Visa, att kurvan tangeras av den rita linjen

y = x sin? v — sin 2v, ddr v 4r en konstant, for vilken giller 0 < v < %n. Diskutera granslaget
for denna linje och for motsvarande tangeringspunkt, d& v obegrinsat ndrmar sig 0 respektive
1

=T

2

. En parabel har fokus i origo och vertex pa den rata linjen x + 5y = 0. Parabeln tangerar den

rita linjen x —y — 6 = 0. Bestam koordinaterna for tangeringspunkten.

a 1

1 + I dar adr en konstant, som ar # 0, har en och endast en
x = x

inflexionspunkt, utom fér a = —1, da inflexionspunkter saknas. Undersok for olika viarden

pa a, hur i forra fallet inflexionspunkten ar beldgen i forhallande till kurvans tre asymptoter.
Upprita i stora drag exempel pa de olikahuvudtyper av kurvor, som kan forekomma.

VT 1955

1.

dZ
Visa, att funktioneny = Vx2 + C satisfierar ekvationen y3 Tz = y? — x? for alla varden pa
x
konstanten C:

. P ér en rorlig punkt p& parabeln y? = 2px, F ar parabelns fokus. Sok och konstruera orten for

mittpunkten M pa strackan F P, nir P beskriver parabeln. Visa ocks3, att tangenterna i P och
M till respektive kurvor ar parallella.

. Tvéd kongruenta hyperbler i samma plan har gemensam medelpunkt, och vinkeln mellan deras

transversalaxlar ar rat. Kurvorna skar varandra under 45° vinkel. Bestim deras excentricitet.
3

. For funktionen y = f(x) galler d_x33/ = 6x. Bestam funktionen s3, att motsvarande kurva far

en inflexionspunkt i punkten (—1; 0) och tangenten i denna punkt blir parallell med linjen

y = 4x. Undersok darefter kurvan med avseende pa maximi-, minimi- och inflexionspunkter,
3 2

samt upprita densamma. (Med d_33, menas derivatan av d_32/ med avseende pa x.)
X x



5.

[ en likbent triangel ar basen och héjden mot basen lika stora. I triangeln inskrives en ellips
pa sa satt, att dess ena axel faller utefter den ndmnda héjden. Bestim excentriciteten s3, att
ellipsens yta blir sa stor som mojligt.

Bestdm avstandet r fran origo O i ett ratvinkligt koordinatsystem till en punkt P pa kurvan
2x% — 2xy + 2y? = 1 som funktion av den vinkel v - riknad i positiv led - som bildas mellan
positiva x-axeln och strackan OP. Undersok, hur detta avstand varierar, da vinkeln v dndras,
och ange speciellt avstandets storsta och minsta varde. Upprita d&ven kurvan med anvandning
av de erhallna resultaten eller pa annat satt.

. Undersok kurvan y = ax — sin x med avseende pa maximi-, minimi- och inflexionspunkter for

olika positiva varden pa konstanten a, och dskadliggor i skilda koordinatsystem exempel pa
de olika huvudtyper av kurvor, som kan forekomma.

Augusti 1955

1.

En rit linje med riktningsvinkeln 135° gir genom brinnpunkten till parabeln y? = 4ax och
skar parabeln i punkterna A och B. Parabeltangenterna i dessa punkter skar varandra i en
punkt C. Berdkna koordinaterna for denna punkt.

. En fyrhorning ABCD ar inskriven i en cirkel med radien 6 cm. Vinkeln A ar dubbelt sa stor

som vinkeln B. Bestdm fyrhorningens vinklar s3, att'summan av diagonalernas langder blir sa
stor som mojligt.

. Tvarata linjer, som ar parallella med den ena asymptoten till en hyperbel, gar genom var sin

av hyperbelns brannpunkter. Den ena linjen skar hyperbeln i punkten P och motsvarande
konjugathyperbel i punkten @, den andra skiar-hyperbeln i punkten P’ och konjugathyperbeln
i punkten Q'. Visa, att PP’ och QQ' ar konjugatdiametrar.

dl
. Visa, att funktionen I = I sin(ct — v)/satisfierar ekvationen R/ + Fri , sin ct. Storheterna

Iy, ¢, v, R, L och 1 ar konstanter, mellan vilka féljande bada samband rader:

s cL 1
I ——ochtanv=?, dar0<v<§.

*VRZAL 2

. En triangel bildas av koordinataxlarnai ett ratvinkligt koordinatsystem jamte den rata linjen

x + 2y = 4. En ellips, varsaxlar ar parallella med koordinataxlarna, ar inskriven i triangeln.
Visa, att om ellipsens yta ar den storsta mojliga, hypotenusan delas mitt itu av motsvarande
tangeringspunkt.,

En metod att dela en given spetsig vinkel v i tre lika delar ar f6ljande. I en cirkel med medel-
punkten O och radien 1 langdenhet avsattes en medelpunktsvinkel = 2v. Tillhdrande korda
AB ar 2a langdenheter. I ett ratvinkligt koordinatsystem, dar enheten pa vardera axeln ar
1 langdenhet, uppritas parabeln y? = x. En cirkel med medelpunkten i (2; —a) gér genom
origo och skir parabeln dessutom i tre andra punkter, av vilka den ndrmast vertex beldgna
har y-koordinaten y,. I den ursprungliga cirkeln avsattes darefter en korda AD med ldngden

v, langdenheter. Vinkeln AOD beteckans med 2u. Visa, attu = gv.

a® a?

. Undersok kurvan y = — — — — @, ddr a ar en positiv eller negativ konstant, med avseende

2
pa asymptoter, maximiy-c, miniyrcni- samt inflexionspunkter. Upprita i huvuddrag och i sarskilda
koordinatsystem exempel pa kurvor av de olika typer, som kan forekomma. Visa darefter,
att om kurvorna for alla olika viarden pa a ar beldgna i ett och samma koordinatsystem, alla
kurvorna har tva gemensamma tangenter. Bestim ekvationerna for dessa, och ange tange-
ringspunkternas koordinater i det allmédnna fallet.

7



HT 1955

1.

I en ellips, vars storaxel AA’ ar parallell med x-axeln i ett ratvinkligt koordinatsystem, har
andpunkten P av en parameter sammanbundits med punkterna A och A’. Visa, att den ena av
linjerna PA och PA’ har en riktningskoefficient (vinkelkoefficient), som ar 2 enheter storre dn
den andras.

. Den ena parametern i en hyperbel ar dven parameter i en parabel, vars vertex ligger i hyper-

belns medelpunkt. Bestdm hyperbelns excentricitet.

Bestiam ekvationerna fér de med koordinataxlarna parallella tangenterna till kurvan x3 + y3 —
3xy = 3. Kurvan behover ej uppritas.

. En cirkel har sin medelpunkt i origo i ett ratvinkligt koordinatsystem. Fran en given punkt

A (a; 0) drages en rét linje, som tangerar cirkeln i punkten P. S6k och konstruera geometriska
orten for mittpunkten M pa strackan AP, nar cirkelns radie varierar.

[ triangeln ABC, dar vinkeln A ar rat, drages medianerna BM och CN. De skdr varandra i
punkten P. Undersok, hur vinkeln MPC varierar, nar vinkeln ABC véaxer fran 0° till 90°, och
ange sarskilt det storsta varde, som den forstnimnda vinkeln kan anta.

b
. Undersékkurvany = ax+ e dar a och b dr konstanter och b # 0, med avseende pa asymptoter,

maximi- och minimipunkter. Utred darvid, hur kurvans utseende beror av a:s och b:s tecken.
Upprita darefter i olika koordinatsystem.och i stora drag de olika typer av kurvor, som kan
forekomma. Visa slutligen, att en godtycklig tangent till kurvan tillsammans med asymptoterna
bildar en triangel, vars yta ar konstant och ange denna konstants varde.

sinx

. Undersok kurvany = —~ med avseende pa asymptoter, symmetriférhallanden samt maximi-

och minimipunkter och upprita kurvan i'stora drag. Darvid skall speciellt anges, for vilka x-
varden inom intervallet 0 < x < 27w maximi- och minimipunkter erhalles. Vidare skall kurvans
utseende for x-varden i narheten av 0 utredas.

Januari 1956

1.

Vilken punkt p& kurvan y? — 2y — 4x — 7 = 0 ligger nirmast den rita linjen x —y + 5 = 0?
Bestdm ocksa denna punkts avstand till linjen.

. Kantlinjen i en regelbunden tetraeder ar 6 cm. Pa en av tetraederns hojder skall bestimmas

en punkt sd beldgen, att summan av dess avstand till tetraederns horn blir sa liten som mdjligt.
Ange punktens lage och minimisumman.

. Bestdm ett polynom f(x) av tredje graden sa beskaffat, att funktionen y = f(x) forx = 0

dy d?y a3 1

antar samma varde pay, och &y som funktioneny = ————.
V1 +sinx

dx’ dx? ~ dx3

. En parabel med brannpunkten pa y-axeln och styrlinjen utefter x-axeln tangerar hyperbeln

b?x? — a?y? = a?b? i indpunkten av en parameter i hyperbeln. Bestim hyperbelns excentri-
citet.

. I ekvationen (a — 1)?x% + 2(a? — 1)x —3(a® — 10a + 13) = 0 4r a en konstant # 1. Bestdm de

varden pa a, for vilka ekvationen har reella rotter. Bestim ocksa gransvardena for ekvationens
rotter, nar a viaxer obegransat.

. En stracka AB delas av punkten P i tva delar med langderna a och b. Strackan AB ror sig s3, att

punkterna A och B hela tiden glider utefter en sluten kurva K, som ej skar sig sjalv. Punkten P
antas darvid beskriva en sluten kurva K’, som ej skér sig sjalv och som ej till ndgon del ligger
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utanfor K. Man kan da visa, att den yta, som ligger mellan de bada kurvorna, alltid ar wab. Visa
detta for det fall, da K ar en rektangel, vars sidor &r > a + b.

. Undersék kurvan y = x3 —3ax? + a3, dir a ir en konstant, med avseende p& maximi-, minimi-

och inflexionspunkter, och upprita i skilda diagram de huvudtyper, som kurvan uppvisar.
Bestam darefter var for sig de geometriska orterna for kurvans maximipunkt, minimipunkt och
inflexionspunkt, nar konstanten a antar olika varden. Upprita slutligen i ett sarskilt diagram
dessa tre orter jamte nagra exempel pa kurvan for olika varden pa a, t.ex. de tidigare uppritade.

VT 1956

1.

Tva rektanglar har lika stora ytor. Den enas diagonaler ligger utefter asymptoterna till en
viss hyperbel, och ett par motstaende sidor tangerar denna hyperbel. I den andra rektangeln
utgores ett par motstaende sidor av samma hyperbels parametrar. Bestim vinkeln mellan
hyperbelns asymptoter.

. En parabels vertex ligger i punkten (2; —4), och dess axel ar parallell med y-axeln. Parabeln

tangerar linjen x + y = 0. Bestam dess ekvation.

. Bestam konstanterna a och b i funktionen

_ax2+3x+b
y= ax —b

sa att den motsvarande kurvan far asymptoterna x + 3 = 0-och x —y + 4 = 0. Upprita darefter
kurvan.

. Tva punkter, A och B, pd jordytan ar beldgna diametralt motsatt varandra pa samma nordliga

latitud. Visa, att for den som skall flyga fran A till B blir vigen kortare, om han foljer storcirkeln
6ver nordpolen, dn om han f6ljer parallellcirkeln. Ange dven, pa vilken latitud 4 och B skall
ligga, for att skillnaden i flygvag skall vara sa stor som majligt. Jordytan antages vara sfarisk.
Askadliggor grafiskt, hur den nimnda skillnaden varierar, nar latituden dndras.

. En triangel har tva av sina horn i brannpunkterna till en ellips och det tredje hérnet i en punkt

P pa ellipsen. Bestam geometriska orten for den i triangeln inskrivna cirkelns medelpunkt,
nar P beskriver ellipsen.

1
. Visa, att kurvan y = xsin " skar x-axeln odndligt manga ganger samt att det mellan tva

successiva skarningspunkter finnes en punkt, dar kurvan tangerar endera av linjernay = x
och y = —x. Upprita kurvani dessthuvuddrag och studera densamma, nir x — 0 och x = +oo.

. I en sfar med medelpunkten O-och radien 11dngdenhet ar AB en diameter. Utefter AB lagges

en koordinataxel med O som origo, sa att punkten A far koordinaten x = 1. En rat cirkular
dubbelkon med toppvinkeln 60° 1agges med axeln utefter AB, sa att dubbelkonens spets faller i
en punkt P med koordinaten x pa AB eller dess forlangning. Uttryck som funktion av x den del
av den koniska ytan, som faller inom sfaren. Studera denna funktion, och bestam speciellt dess
eventuella maxima och minima. Upprita slutligen den motsvarande kurvan samt undersok
funktionen och dess kurva narmare for vardena x = +1.

Augusti 1956

1.

d2
Genom ekvationen x = cos? y bestimmes y som funktion av x. Ange d—szl som funktion av
enbart y.



. En ellips med storaxeln utefter x- eller y-axeln har ekvationen b?x? + a?y? = a?b?. Axlarnas

langder forhaller sig som 2 : 3. En diameter gar genom punkten (3; 2). Bestdm ekvationen for
dess konjugatdiameter.

. Till en parabel &r tva mot varandra vinkelrdta tangenter dragna. De skéres av en tredje tangent

i punkterna P och Q, vilka sammanbindes med parabelns brannpunkt F. Visa, att vinkeln PFQ
ar rat.

. En bensinbehallare av 4 mm tjock plat har formen av en rét cirkular cylinder med basradien

1 m och héjden 4 m (inre méatt). Den ligger pa ett vagratt underlag och innehaller 2 m3 bensin.
De angivna matten betraktas som exakta. Bestim pa 1 mm nér den fria viatskeytans h6jd 6ver
underlaget.

. Kurvan 4x? — 3xy — 28x + 12y + 84 = 0 4r en hyperbel. Upprita den i stora drag och bestim

dess excentricitet.

. I parabeln y? = 9x drages en korda med riktningskoefficienten (vinkelkoefficienten) 1. S6k

och Konstruera orten for en punkt, som delar kordan i forhallandet 1 : 2.

. Undersék kurvan x3 — x2y + ax + y = 0 med avseendé pa asymptoter, maximi- och minimi-

punkter, samt bestdm dédrigenom kurvans huvudtyper;dad a antar olika varden. Upprita ocksa i
stora drag ett exempel pa var och en av dessa.

HT 1956

1.

. Funktioneny =

x3

x2—1
punkter samt asymptoter.

Konstruera kurvan y = med angivande av eventuella maximi-, minimi- och inflexions-

3 xz

ar given. Visa, att likheten
X

d
BXZ%—ny+y4 =0

giller oberoende av vardet pd konstanten c.

. En ellips och en cirkel har.samma medelpunkt och lika stora ytor. Kurvornas gemensamma

tangenter bildar en romb, vars spetsiga vinklar ar 60°. Berdkna ellipsens excentricitet.

. AB ar en diameter i en cirkel med medelpunkten O, CO en mot diametern vinkelrat radie. P ar

en rorlig punkt pa cirkelns periferi och PQ normalen mot AB. P sammanbindes med O och C
med Q. Sok orten for skarningspunkten mellan OP och CQ eller deras férlangningar.

. En funktion T ar definierad pa foljande satt:

T = %mvz; diarv = \/(%)2 + (%)2

och
x = Asinwt, y = AV2 sin(wt + %n).

Storheterna m, A och w ar positiva konstanter. Bestdm de x- och y-varden, for vilka funktionen
T antar ett maximivarde.
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6.

7.

A ar en godtycklig punkt pa en given hyperbel, B en punkt pa konjugathyperbeln, sa belagen
att sammanbindningslinjen AB &r parallell med den ena asymptoten. P4 denna asymptot ar C
en godtycklig punkt. Bevisa, att ytan av triangeln ABC ar konstant.

Till kurvan y = x3 — 2x drages tva parallella tangenter. Bestim avstindet mellan dessa som
funktion av abskissan for den ena tangeringspunkten P, och undersdk denna funktion med
avseende pa maxima och minima. Askadliggor slutligen i ett sarskilt koordinatsystem, hur det
namnda avstandet varierar, nar P beskriver kurvan.

Januari 1957

1.

. Undersok hyperbeln y =

En cirkel gdr genom origo och genom dndpunkterna av parametern i parabeln y? = 4ax.
Under vilken vinkel skdr kurvorna varandra i dessa senare punkter?

. AB ar en diameter i en cirkel med radien r. En punkt ror sig langs cirkelperiferin fran punkten

A till en punkt C utan att passera punkten B och darifran utefter den mot AB vinkelrata
kordan CD till punkten D. Bestdm avstandet fran punkten A till kordan €D, nar den av punkten
genomldpta vagstrackan dr langst.

x% —3x

med avseende pa asymptoter, maximi- och minimipunkter,
medelpunkt och excentricitet. Upprita kurvan.

. Bevisa, att en brannpunktsradie i en ellips alltidar storre dn fjardedelen av parametern.

. Undersok funktionen f(x) = x% — \/(x - %)2 - J(x + %)2 for olika varden pa x, upprita

kurvan y = f(x) och ange eventuella maximi= och minimipunkter pa denna.

. I ett ratvinkligt koordinatsystem ar de badarata linjerna y = kx och y = —kx givna. Origo

O och en punkt P dr motstdende horn i en parallellogram med tva sidor langs de givna rata
linjerna och med den konstanta ytan a?. S6k ekvationen for orten fér punkten P, och upprita
ortkurvan i stora drag.

. Normalen i en punkt P p& parabeln y? = x skir parabeln i ytterligare en punkt Q. Bestim

langden av kordan PQ som funktion av normalens riktningskoefficient (vinkelkoefficient), och
upprita motsvarande kurva med angivande av eventuella maximi- och minimipunkter. Bestdm
dven kurvans asymptoter.

VT 1957

1.

2,

3.

4.

En korda i parabeln y? = 4x gar genom punkten (6; 4) och halveras av linjen 2x + y = 10.
Bestam kordans ekvation.

1+V1+x?
x

Genom sambandet tany = ,darx # 0 och —/2 <y < m/2, bestaimmes y som

en deriverbar funktion av x. Bevisa, att
dy 1
dx  2(1+x2)
[ en triangel ar en sida 2 cm och en annan sidas projektion pa den tredje 7 cm. Bestidm det

storsta varde, som triangelns yta kan antaga.

En cirkel har den ena parametern i en hyperbel till diameter och tangerar konjugathyperbeln
till den forra. Bestdm vinkeln mellan hyperbelns asymptoter.

11



5.

. Undersok kurvany = acosx +

[ en triangel ABC, dar AB = AC, ar punkten D projektionen av hornet B pa sidan AC. Sk och
konstruera geometriska orten for mittpunkten pa sidan AB, om striackan CD ar given till langd
och lage.

4m
. Ett sfariskt segment har den konstanta volymen — cm?. En kon har segmentets plana be-

gransningsyta till basyta och spetsen i medelpunkten av den sfar, varav segmentet ar en del.
Ange forst, vilka varden segmentets hojd kan anta. Uttryck sedan konens volym som funktion
av segmentets hojd och undersok, hur konens volym varierar, da segmentets hojd antar olika
varden. Askadliggor slutligen detta grafiskt med angivande av eventuella maxima och minima.

med avseende pd asymptoter samt maximi- och minimi-
cosx

punkter for olika varden pa konstanten a. Upprita i stora drag exempel pa de olika typer, som
kurvan uppvisar.

Augusti 1957

1.

2,

[ funkti — Yax? Fbx +cara, bochck visa att 3920 2 4 6y( XY = 2
unktionen y = vax“ + px + c ar a, o och ¢ konstanter.Visa att 3y 'W-l_ y(a) = Za.

Sok ekvationen for en rit linje, som halverar kordor méd samma riktning i parablerna y? = 6x
ochy? + 4y +3x+ 11 = 0.

. Undersok kurvan y = sin 2x+2 sin x med avseende pa maximi-, minimi- och inflexionspunkter

samt upprita den i dess huvuddrag.

. Denratalinjen 2x — y — 3 = 0 ar normal till en ellips med axlarna ldngs koordinataxlarna och

med excentriciteten %\/g Bestam ellipsens ekvation i det ena av de bdda fall, som ar majliga.

. En punkt P pa den rita linjen y = x sammanbindes med punkterna A (6; 2) och B (—1; 3).

Undersok och askadliggor grafiskt med angivande av eventuella maxima och minima, hur
forhallandet mellan strackorna PA och PB varierar, nar punkten P genomloper den ndmnda
rata linjen.

. En punkt P pé parabeln y? = 4x férenas med parabelns fokus F och vertex 0. Héjderna i triang-

eln FOP skar varandra i punkten R. Sok och konstruera orten for R, da P genomloéper kurvan,
och ange eventuella maximi- och minimipunkter pa ortkurvan. Bestim dven ekvationerna for
tangenterna i kurvans skarningspunkter med x-axeln.

. Kring en ratvinklig parallellepiped med kantlinjerna 1 cm, 4 cm och 8 cm omskrives ett vari-

abelt klotsegment, s att en av.de storsta sidoytorna ligger i segmentets plana yta. Uttryck
segmentets buktiga yta som funktion av dess hojd, bestdm de viarden, som hojden kan an-
ta, och askadliggor grafiskt, hur funktionen varierar. Ange sarskilt eventuella maximi- och
minimipunkter for funktionen.

HT 1957

1.

En hyperbel har brannpunkterna i tva motsatta horn av en regelbunden sexhdrning och gar
genom de 6vriga hornen. Bestam excentriciteten.

. Visa, att funktioneny = Va - bx3,dar a och b ir konstanter, satisfierar differentialekvationen

d? dy, 1 1 d
= ay @)

. Undersok kurvan y = sin 2x+2 cos x med avseende pa maximi-, minimi- och inflexionspunkter

samt upprita den i dess huvuddrag.

12



. En cirkel gar genom en parabels brannpunkt, har sin medelpunkt pa axeln och tangerar
parabeln i tva skilda punkter. Bestam forhallandet mellan cirkelns diameter och parabelns
parameter.

. En ellips har sina brannpunkter i punkterna (c; 0) och (—c; 0), dér ¢ ar en konstant. Ellipsen
skar positiva x-axeln i punkten 4, positiva y-axeln i punkten B och negativa y-axeln i punkten
B'. Sok och konstruera geometriska orten for skarningspunkten mellan tangenten i B och
férlangningen av kordan B'A.

. Undersok, hur antalet 16sningar till ekvationen cos x = kx inom intervallet 0 < x < 7 beror
av virdet pa konstanten k. Andpunkterna fér de olika k-intervallen skall bestimmas med tre
sdakra decimaler medelst grafisk metod eller genom systematisk prévning.

. En likbent triangel har tyngdpunkten i origo, spetsen pa positiva x-axeln och basens ena
dndpunkt pa den rita linjen y = x 4+ 2. Undersok och askadliggor grafiskt, hur triangelns
halva omkrets varierar som funktion av abskissan (a) for triangelns spets. Undersok sarskilt
forhallandena i ndrheten av virdet a = 4.
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