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FORORD

Foreliggande helt nya exempelsamling utgor en samman-
stillning av seminarie- och tentamensproblem, som givits
vid matematikundervisningen under senare ar vid Lunds
universitet.

Behovet av en lamplig problemsamling i matematik ar myc-
ket stort, vilket bland annat framgar i Filosofiska Fakulte-
tens remissyttrande over 1936 ars Lararutbildningssakkun-
nigas betdnkande, i vilket vad matematik betraffar "vikten
av att det gamla 6nskemalet om utgivande av lampliga exem-
pelsamlingar forverkligas”. Foreliggande problemsamling
omfattar problem fran samtliga delar av den nuvarande
2-betygskursen. Dock &dr antalet ingaende differentialekva-
tioner nagot mindre dn det, som skulle svara mot ifragava-
rande del av kursen, beroende pa att i ett redan forefintligt
kompendium, Differentialekvationer, dylika problem inga.
Foreliggande samling, som genomsetts av Prof. M. Riesz,
till vilken harmed framfores ett tack for manga vardefulla
rad och anvisningar, narmast utarbetad med hénsyn till
forhallandena vid hirvarande universitet, torde aven kunna
bli till gagn for studerande vid andra hogskolor.
Redigeringen och bearbetningen av denna samling har om-
handerhafts av fil. mag. Carl-Erik Froberg, fil. mag. Malte Jo-
hansson, fil. mag. Eve Staffansson och fil. lic. Bérje Svensson.

Lund i november 1939.
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vi

FORORD TILL ANDRA UPPLAGAN

Andra upplagan av Matematisk problemsamling har for att
tillgodose olika 6nskemal och krav kompletterats med de-
terminantproblem och geometriska uppgifter.

Dessutom ha i nagra fall rattelser och tillagg till tidigare
problem gjorts.

Till prof. M. Riesz och fil. lic N. E. Fremberg, som valvilligt
genomsett andra upplagan, framféres har ett varmt tack for
alla vardefulla anvisningar.

Arbetet med andra uplagan har omhédnderhafts av Carl-
Erik Froberg, fil. lic. Eve Staffansson och docent Bérje Svens-
son.

Lund i april 1942.
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Problemen

Algebra
1. Angiv real och imaginédrvardet av log(1 + z), dar z = e,
2. Visa, att
1 1 1 5
(= + =+t =) (x1+x2+ o+ x0) =02,
X1 X2 Xn
da xi, xo, ..., X, betyda n godtyckliga, reella, positiva tal.
3. Om |a,| < 1 for alla n, sa kan ej ekvationen 1 + a,z + a>z> + ... = 0 ha nagon rot,
1
vars absoluta belopp dr mindre dn E; en rot vars absoluta belopp = 5 kan endast
. 1 .
finnas, om a,, = —e™?, i vilket fall roten ar Ee"‘i’.

4. x, 7y och z dro punkter i det komplexa talplanet. Visa, att det nddvandiga och tillrackliga
villkoret for att dessa punkter skola vara hérnpunkter i en liksidig triangel ar:

x>+ 2+ 22 =xy+yz+zx.

5. z betyder en komplex variabel. Visa, att om denna variabel beskriver cirklar |z| = a,

a > 1, sa beskriver l(z + l) konfokala ellipser med halvaxlarna 1(&1 + l) och
1 ) 2 z 2 a

5 (a - E)' Vad blir motsvarande kurvor, om0 < a < 1?

6. Om (a, b, c, d) aro fyra punkter i det komplexa talplanet, vilka ligga pa en cirkel, sa

ar dubbelforhallandet (C: : Z : p : Z reellt. Bevisa dven satsens omvandning.

7. Rotterna till P(z) = z*+a,z% +a»z% +asz +ay = 0 utprickas i det komplexa talplanet.
Vad ar villkoret for att de bilda en parallellogram? Visa, att nér det intraffar, sa ligga
rotterna till P’ (z) = 0irét linje, och en av dem sammanfaller med parallellogrammens
medelpunkt.

8. Angiv de nddvdndiga och tillrdckliga villkoren for att ekvationen med reella koefficien-
ter x3 + ax? + bx + ¢ = 0 har tvad komplexa och en reell rot, vilka alla skola ligga i rat
linje i det komplexa planet.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

. Uppdela x> — 2x™ cosn¢ + 1 i reella faktorer av andra graden.

I ekvationen x® + px + q = 0 betraktas p och g som rétvinkliga koordinater for en
punkt i ett plan. Konstruera begriansningslinjerna for det omrade, i vilket punkten
(p, q) maste befinna sig, for att rotterna skola vara reella och en och endast en av dem
beldgen mellan O och 1.

Sok de nodvandiga och tillrackliga villkoren, att andragradsekvationen i u: u® — 2xu +
v = 0 skall ha reella rotter, beldgna mellan —1 och +1. Om x och y tydas som
ratvinkliga koordinater, tolka villkoren geometriskt.

Om s, betecknar summan av de 7:te digniteterna av rotterna till ekvationen x3 + ax? +
bx+c = 0, vars alla rotter daro beldgna mellan —1 och +1,ochom S,, = 51+ So+... 4+ S,
sa skall visas, att:

lim S _ _a+2b+3c
moco " 14+a+b+c

Visa att (1 + %)XH < e(l + i), dax > 0.

Beridkna symmetriska funktionen > xfx%, da xi1, x>, ..., xg aro rotter till ekvationen
x8+pxd+g=0.

Vad ir nodviandiga och tillrdckliga villkoret for att ekvationen x* + 4ax + 3b = 0 skall
ha en dubbelrot? Rot av hogre multiplicitet?

Ekvationen x> — 209x + 56 = 0 har tva rotter vilkas produkt dr 1. S6k dessa rotter.

Sok den ekvation, vars rotter dro kvadraterna pa ekvationens x> — 6x + 3 = 0 rotdiffe-
renser.

For vilka positiva hela n har ekvationen (x + 1)"™! + x"*! + 1 = 0 multipla rotter?
Sok i sa fall dessa rotter och angiv graden av deras multiplicitet.

Sattes for varje positivt n

n

dxn

(x%%¥) = xT"e* fi(x),

dér a ar en godtycklig konstant, sa skall man séka polynomet f, (x) och visa formlerna:
Sa(x) =nfr1(x)och fu(x) = (x+a—-n+1)- fr1(x)+n—1)x - frn2(x).

Antages vidare a reell och » — 1 < a < r, dar v ar positivt, helt tal, skall man visa, att
ekvationen f;,(x) = 0 har v negativa rotter for » < n och n negativa rotter for » = n.

Har ekvationen 8x* + 4x3 — 18x% + 11x — 2 = 0 lika rotter eller ej? Los ekvationen.

Bilda den tredjegradsekvation med heltalskoefficienter och hogsta koefficienten = 1,

som har rotterna 2 cos 277T 2 CoS 477-( och 2 cos 677T
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

, . 3 : N
Visa att ekvationen x* + Eaxz +bx+c = 0icke kan ha fyra reella rotter, om a>+b? > 0.

Visa, att ekvationen
1

x XZ
J X =1
0 v1+ x4 2

har en och endast en positiv rot, och visa, att den ligger mellan 1 och 2.

Rétterna till ekvationen x* + gx? + rx + s = 0 dro «, B, y och §. Bilda en ny ekvation,
vars rotter aro kombinationer av formen
x+B+y+ 1
Y By’

Berdkna pa 0,01 nar rotterna till ekvationen

x+1 x+2 x+3
x+2 x+3 x+4

Bevisa, att ekvationen
X" +a X" P Fax" 3+ ... +an1=0
har atminstone tva imaginara roétter, om
8(n—2)%a’ +9nn—1)as > 0.

Av ekvationen x3 + ax? 4+ bx + ¢ = 0, dar a, b och ¢ 4ro hela tal, bildas den ekvation
Y3 +ai1y® + b1y +c; =0, vars rotter dro kuberna pa den forstas rotter. Bevisa, att a
och ai, b och b; samt c och c; ge samma rest vid division med 3.

Visa, att tangens och cotangens for halva vinklarna i en triangel dro rotter till resp.:

sX3—UAR+1)x°+sx—r=0
rx3—sx’+ AR +7r)x—s5s=0

dar s = triangelns halva omkrets samt R och 7 ar resp. omskrivna och inskrivna
cirkelns radie.

Om f(x) &r ett polynom med enbart reella och enkla nollstallen, sa har [f'(x)]* —
f(x) - f”(x) intet reellt nollstalle.

Lat p1, p2 och ps3, vara rotter till ekvationen:
x3 —ax®+bx—c=0.

Vilka villkor skola koefficienterna, som antagas reella, vara underkastade, for att det
skall givas en triangel, vars sidor aro pi, p> och p3?

. . x x? X8 x" . . )
Visa, att ekvationen 1 + 1 + o + T +...+ P = 0 icke kan ha tva reella rotter.
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32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

Sok villkoren for att log x — ax — b = 0 har ingen reell rot, en reell rot eller flera reella
rotter.

2 n
. ) X X N
Bevisa, att ekvationen 1 — x + > T +(=1)"- "y = 0 har en reell rot, om n dr udda,

och ingen om n ar jamnt.

Utred huru antalet reella rotter till ekvationen
6x° —15x* —10x3 +30x%+ k=0
varierar med k.

Antag, att b ar reellt och de 2n reella talen aq, ay, ..., a», bilda en standigt vixande
eller standigt avtagande talfoljd. Visa, att ekvationen

(x—ay))x—az)...(x —am-1) + bx —az)(x —ay)...(x —a») =0
har alla sina rotter reella och olika.

Sok nodvandiga och tillrackliga villkoret, att produkten av tva rotter till en fjarde-
gradsekvation
x*+ax}+bx>+cx+d=0

blir lika med produkten av de tva andra.

f(x) =0 ar en algebraisk ekvation, dar samtliga koefficienter dro heltal. Man vet att
f(0) och f(1) bada aro udda tal. Visa, att ekvationen icke har nagra heltalslosningar.

En determinant kallas skevsymmetrisk, om man alltid har a,; = —as,. Visa, att en
skevsymmetrisk determinant av udda ordning alltid har vardet noll.

En determinant av ordningen n + 1 har alla elementen = 1 utom diagonalelemen-
ten, som kan skrivas 1,1 + a1, 1 + ay, ..., 1 + a,. Visa, att determinantens varde
=ayaras...ay.

Bestam viardet av den n-radiga determinanten:

a b b b
b a b b
b b a b|.
bbb . a
Vilka x-varden gora determinanten
X x? x3
x3 2x3 3x3

3x34+1 3x3+2 3x3+3

till maximum eller minimum?
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42. Variablerna &; & ... &, N1 N2 ... Nn, C1 Co ... T, bero av x1 x2 ...

Z1 22 ... Zy enligt:

& = z:fl=1 My Xy

n
n = Z?:l my Yy med Z mg =1

k=1
G =2 o mezy

&k = Xk — x1
Nk =Yk — 1 k=23, ...
Ck=zk— 21

Bestam funktionaldeterminanten

01 & ... &, N2 ... N, C1 0o .

0(X1X2 e Xy Y1 V2 «oe Yy 21 22 ...

. yn;

43. Ett antal foremal dro givna. Bland dessa finnas minst tva med olika farg och minst tva

med olika form. Visa, att det finns tva foremal med olika farg och form.

44. Bestam det varde pa a, for vilket ekvationssystemet

x+2y+z=a
3x+4y+2z=a-3
—A4Ax +2y+z=2

har en 16sning, och angiv for detta a-varde den fullstandiga 16sningen.

45. Berdkna
1 1 1 1 ... 1
bl a, a, a; ... aAi
bl bZ a a; ... ap
by b b3 as ... as|’
b1 bz bg bn an
"n+x a+x a+x .. a+x
b+x mn+x a+x .. a+x
46. p(x)=|b+x b+x m13t+x ... at+x|.
b+x b+x b+x Ynt+a

Visa, att ¢p(x) ar en linear funktion av x. Visa ocksa, att

a-f(b)—b-fla)

$(0) = -

diar f(x)=(n—x)(12 —x) ... (1n — x).

47. Bestdam determinanten av n:te ordningen, dir a;; = -

1+
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48.

49.

50.

51.

52,

53.

54.

55.

56.

57.

Bevisa, att funktionaldeterminanten
o(aA,bA,cA, dA)

= A4
d(a,b,c,d) 347
dar A = ad — bc.
Visa, att lim cosa - cos 4 cos a _sin2a
’ n—> oo 2 21’L = Za .

a ar ett positivt tal. Bevisa att
1 < J“Jrl d7x < 1 ( 1 1 )
a-+1 a X 2'\a a-+1

1 1 . i N 1
och hdrav att: 1 + > + o+ n log n gar mot ett gransvarde som ar > 5 och < 1.

Visa att
. ) . (n+1)sinnx —nsin(n+ 1)x
sinx + 2sin2x + - + nsinnx = X .
4sin? =
2
) . . i 4 fn+1) .
Visa, att om f(n) ar en positiv funktionen av n och lim;,-. « W existerar och
o 3} ) . 3} ) yn! 1
= p, sa giller aven att lim, . v.f(n) = p. Hirled harur lim,,. Tn =5
.. . .\ a+b a; + b
a och b ar positiva tal. Satt a; = vab; b; = > ;dr = Jaiby; by = 5 0.S.V.

Visa att a, och b, gd mot ett gransvarde.

Visa, att om sex primtal félja pa varandra i aritmetisk progression, sa kan differensen
ej vara mindre an 30. Exempel: 7, 37, 67, 97, 127, 157.

ai, a, ..., Ay ar positiva tal. Visa, att lim (/a{‘ +aj + -+ +ay = max a; (det storsta
n—o00 1<j<k
av talen aq, ao, ..., ag).
Visa, att
1,1 1, 1 1 1 Sl
m 2m?2 m?2 (m+1)2 (m+2)?2 TT(m+n)? m  m?

dar m > 0. Aven trapetsuppskattningen anvéndes.

x1 och x» dro reella eller komplexa tal, som uppfylla relationen |x;|> + |x»|?> = 1. S6k
max. virdet av absoluta beloppet av x? — x5 + 2x1 X>.

Serier

58.

. . 3} 1 1y . ) .
En series allmédnna term ar u, = o log (1 + ﬁ)' Ar serien konvergent eller divergent?
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59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

(e8]

. . 1 .
Ar serien Z arctan o konvergent eller divergent?
1

1

Arserlenz (1+ + n L)
n

konvergent eller divergent?

(o8]

Ar serien Z (1 — COS %) konvergent eller divergent?
1

2" - n!
1-3-...-2n+1)

Ar serien Z (=)™ - konvergent eller divergent?

n=1
For vilka positiva varden pa k konvergerar serien
> 1
?
Z 1 1 ’

n=z(1+—+?+ +%)-nlogn

Aro féljande serier konvergenta eller divergenta?

) 2. Goan)ean

logn )logn
1
D) 2. Togmyesn

For vilka varden pa s konvergera serierna

a) i (lognjL 1>5 och
n=1

0 3 (les ™)

[e¢]

For vilka positiva x-vdrden ar serien Z tan o konvergent?
n=1

Nér ar serien >, u, konvergent, da

n® —Vn’* — n«

nx — Jn3«—np’

n:

forutsatt att 0 < 8 < 3.

[e9] "]

1 18 .
Bestdm ndr serierna s; = (sm E)B och s, = > (1 — Cos E>B aro konvergenta och
1 1
divergenta.

+...+

1, 1 1 .
Ar den serie vars allmdnna term ar a'v* 5 pn) konvergent eller divergent?
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70.

71.

72,

73.

74.

75.

76.

77.

78.

79.

80.

81.

(e8]

Néar konvergerar serien Z

x" logn
nn+1)

© KM on
For vilka x-varden konvergerar serien Z

/3

2n)! - x"
(n!)?

En series allmdnna term ar u, = . Undersok konvergens och divergens.

For vilka varden pa x konvergerar den odndliga serien
o0
1 1 1
x"-s,, dars, = + + .o+ —7
Z:: " "Tn2+1 n242 n2+n

Undersok for vilka x-varden serien

[oe]
Z XM . efnza . 1
n=1

n2log (1 + %)
konvergerar, da a ar ett positivt eller negativt tal eller 0.

For vilka reella eller komplexa z konvergerar serien

1 n 11 A 1 1
1+z2 2 24z2 77 mn n+z?
Visa, att om ——— = utvecklas i stigande potensserie, sa fattas i denna oandligt

1—3x + 3x2
manga termer, och angiv vilka.

Utveckla log \/1 — 2x cos ¢ + x? i potensserie av x.

Visa att y = (arcsin x)? uppfyller ekvationen y” (1 — x?) = 2 + xy och utveckla med
hjalp av detta i Mac Laurins serie.

(e8]

Sok summan av serien Z

2n+1

— n2(n+1)%
an+b

nd+6M2+1ln+6"

Sok vardet av Z

1

Berdkna Z m
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82.

83.

84.

85.

86.

87.

88.

89.

90.

Berdkna vardet av summan for 0 < ¢t <1
(n®>+9n +5)t"
m+1)2n+3)2n+5)(n+4)

(n?+9n +5)
m+1)2n+3)2n+5)(n+4)

och

i

Sok med anvandning av formeln

LR W R R

1
2
n=1 n

summan av serien

o0

1 1 1 1
Z (n+2)2<1-2+2-3+"'+n(n+1))'

n=1

Nar konvergerar och divergerar serien

1 1 1 1 1 1
f(X):I'X—(I'FE)'X2+(I+E+§>'X3—...

Sok dess summa, dvs. funktionen f(x)

t3 t7 tll tlS
Berdkna s = 37 + 1 1 +...dar 0 < t < 1, och berdkna speciellt s; =
S U U I
3 7 11 15 777

Sok de positiva varden pa v for vilka serien >’;_, " cos nx ar konvergent, och berdakna
seriens summa.

Bevisa, att serien
sinx sin2x + sin3x sin4x
2 3 4

ar konvergent for alla reella viarden pa x.

Berdakna
a) lim [ L #]
neol\n2+1  m2+2 7 n2+n

n n
b) li + ...+ .
)ng?o[n2+1 n?+2 n2+n]

Sok
1 1 1
n

L+ (5)% 1+ (3)* 7 1+(;1)2]'

1
n

lim l[1+

n—-oo N

[o0]

Bevisa att lima » n™17% = 1.

a—0 n=1
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91. Visa att serien

2 2 2

log(l—%)+10g(1—%>+...+10g(1—22)+...

ar konvergent och ange dess varde for a = 1.

92. Visa att .
2n 2n n—
m—kljl(x 2G,XCOST/£ +(1>.

n+1)*—n*

93. Nar ar 1_[ (1 + ) konvergent?
1

nh
. L = 1\ ol .
94. Ar den odndliga produkten ]_[ (1 - E) ncsnf konvergent eller divergent?
n=2
95. ai, ay, ..., ay, ... dro positiva tal. Visa, att om serien >’ a,, konvergerar, sa konvergerar

dven serien > log(1 + a,) och omvant.

, ) . e — 1 .
96. Visa, att om a, > 0 aro serierna z a, och Z o samtidigt konvergenta eller
n
divergenta.
97. Bevisa, att om uj, Uy, ..., Uy, ... ar en positiv, avtagande foljd och lim,, . 1, = 0, sa

daro serierna:
U+ Uy U +u +us

u och
! 2 3
u +u U +us+u
Uy — — 3 SR 53 - konvergenta.

98. I den harmoniska serien dndrar man termernas tecken sa, att pa p positiva termer
folja g negativa. Blir den nya serien konvergent eller divergent?

99. Bevisa formeln

1 sin(n + 3)x
Ay = = +CoSX +COS$2X + -+ + COSNX = ——————,

2 2sin3
och berdkna
_aytaxt--+ay

n

samt visa, att det gar likformigt mot 0, dd n — o0, ochda § < x < 2m — §, dar § ar ett
positivt tal, hur litet som helst.

An

Integralkalkyl
100. Beridkna J(Zx —5)Vx2+3x +2dx.

10
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5
101. Berakna J x+1D
1 xV6x —5— x2

dx.

dx

102. Berdkna JO"/Z—.
1+ a?tan? x

21T
103. Beridkna J dx .
o 1+72—-2rcosx

T d 21 d
104. Berdkna J 7)6 och J - X — .
0o a+ibcosx o a-+ibcosx +icsinx

1 00 [e)
105_Visa,attJM:_J logxdx . (“logxdx _

o 1+ x2 1 1+ x? o 1+x2

]
Harled harav vardet av J M.
0 a’+x?

dx
+ x4 + x6°

106. Bestam J
o 1+ x?

L xlog x

0 +v1— x?

107. Berdkna dx.

m/4 Qf —
108. Berdkna J sin(x — v) dx;, 0<v< E.

0 \/COS 2Xx 4

109. Berdkna den obestamda integralen J __dx och bestdm principalvardet
tan x — tan «

x—0 %
[ dx
lim + _
5—0 tan x — tan x
0

x+0

110. Som bekant ar: J 512)( dx = % Visa detta, och hérled harur viardet pa foljande
0
integraler:
00 i 2 00 4 1) 4
J’ smzx dx; J sm2x dx: J sm4x dx.
—00 X —00 X -0 X
® sin a’x cos b’>x
111. Berdkna J X dx.
0

00 1 1
112. Visa, att for a > 0, J e W dx = 7<E) ? och héarav att:
0 2\a

1-3:-5----2n—1) 12
on+1 " )

0 2
J xMe X dx =
0

o0
. .. .. .. A2
Angiv aven vardet for J X Le ™" dx.
0

11
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o0

1
113. Man vet att J e dx = §ﬁ' Berdkna dven
0

0 2
J efa x°—2bx dx.
— 0

+1

114. Visa att: }le hz%f(x) dx =1 - f(0), om f(x) ar kontinuerlig.

115. Visa genom variabeltransformation riktigheten av likheten:

1] —x? . 1 dx
o 1+ x4 0 2—x2"

Vilka serieutvecklingar fa vi av den givna likheten, om vi fore integrationen utveckla i
serie?

116. Visa, att om r och t aro rotter till ekv. tan x = ax, som varken aro lika eller lika med
motsatt tecken, sa ar:

1
J sinrxsintx dx = 0.
0

X n

e
117. Uttrycket A
integration, att

(e7*x™) = L, (x) &r ett polynom av n:te graden. Visa genom partiell

J e *Ly()-Ly(x)dx =0
0
for n + m, samt berdkna denna integral for n = m.
118. S ar en kvadrat i xy-planet med sidan 2a. Fran (x, ) féllas perpendiklar mot kvadra-

tens sidor. Den storsta av dessa betecknas med F(x,y), den minsta med f(x, y).
Berdkna

Hs VE(x, ») - f(x, y) dxdy.

119. f ar en funktion av /x2 + y2. Berdkna

2
U axz ' ﬂ ) dxdy,

utstrackt over a’ < x2 + y? < b°.

00 00

XZ
120. Berdkna dubbelintegralen J J e~ (%) dxdy.
00

121. Berikna ” e~ (X HBY) =(yx+89)° g dy, da

1) 6 — By #+ 0 och da

12
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2) x6 — By =0.
«, B, y, 6 aro reella tal.

122. Berdkna dubbelintegralen
J'J' e—(x2+2xycoszx+y2) dxdy.

Vad ar villkoret for konvergens?

123. En kvadrat med sidan a skires av en cirkel, som har sin medelpunkt i ett av kvadratens
1
horn och radien Ea. Den utanfor cirkeln beldgna delen av kvadraten har i varje punkt
tatheten = avstandet till ndmnda horn. Bestam massan.

11
, dxdy
124. Berdkna JJ 1+ x2 + Y23l
00

125. Beridkna U x3y7 /1 — x4 — y*dxdy utstrackt éver omradet x > 0; y > 0; x*+y* <
1.

2x(1 —e¢e”) e

126. Bevisa, att mdx + 1+ x2

gralen ldngs cirkelbagen med origo som medelpunkt fran (1, 0) till (0, 1).

dy ar en exakt differential och berdkna kurvinte-

127. Berdkna J [log(x2 + %) dx + 2arctan§dy] fran (1, 0) till (0, 1) lings den réta

linjen. Diskutera olika vagar!

128. Berdkna linjeintegralen
J [ — y)dx + (¥ - 1) dy]
a) langs x-axeln fran O till 1;
b) lings halvcirkelbagen fran origo till (1, 0).
Tillampningar pa integraler

129. En funktion ¢ (x) ar definierad pa foljande satt: Inom intervallet (0, v/2 —1) ar ¢p(x) =
V2x V1—x2 .
(x%+y?)*3 dy och inom intervallet (v2—1, 1) ar ¢ (x) = J (x> +y2)*3dy.
0

Avgor om ¢ (x) ar kontinuerlig och deriverbar dverallt inom intervallet (0, 1).

130. Visa, att J cosx

0o X

dx ar konvergent.

13
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131.

132.

133.

134.

135.

136.

137.

138.

139.

140.

141.

142.

14

[e9]

For vilka varden pa a ar J x% sin x dx konvergent respektive absolut konvergent?
0

[e9]

For vilka viarden pa a dro J

o0
x?sin x? dx och J x? cos x° dx konvergenta?
0 0

For vilka reella viarden pa « och B konvergerar integralen

J x%sin(x?) dx?
0

o]

For vilka rella varden pa a ar J sin x arctan(x%) dx konvergent respektive absolut
0
konvergent?

s
For vilka varden pa a och b ar J (sinx)?*(1 — cos x)? dx konvergent? Representera
0
de erhallna villkoren geometriskt, i det a och b betraktas som ratvinkliga koordinater

av en punkt.

Visa, att om funktionen f(x) ar kontinuerlig, sa ar

2n b
lim J [f(x)]*" dx = maximivérdet av f(x) i intervallet (a, b).
n—00 a

Berikna totala langden av kurvan 4(x? + y?) — a? = 3a*/3y?/3,

Ekvationen f(x) = x% — 8x°> + 25x* — 38x3 + 28x2 — 8x = 0 har rationella rotter.
) och
f(x) x—3

Berdkna ytan mellan kurvorna: y = till hoger om linjen x = 3.

I ett plant ratvinkligt koordinatsystem har man givit cirkeln x? + y* = ay och linjen
v = a. Genom origo A drages en riat linje ABC, som skér cirkeln i B och den rata
linjen i C. Pa linjen avsattes punkten M, sa att MC = AB. Sok i poldra och ratvinkliga
koordinater orten for M, da AC vrider sig kring A. Sok ytan mellan denna kurva och
dess asymptot och ytan av de delar, vari kurvan delar cirkeln.

Beridkna volymen innesluten mellan sfiaren x? + y? + z> = a® och den mot x y-planet
vinkelrita cylinder, som till bas har lemniskatan (x> + y%)? = a®(x? — y?). Berdkna
dven den inom cylindern fallande delen av sfiarens yta.

Berdkna volymen av den kropp, som begriansas av ytan x> + y?> = 5z och planet
x+y+z=1.
Bestdam volymen och den totala ytan av den kropp, som begrinsas av ytan x> + y° =

%(ezx + e7%X + 2) samt av planen x = 0 och x = log 2.
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143. Berdkna den gemensamma volymen, som inneslutes av ytorna:

2 2 2 2 2
X y z° 2x 2y°
E‘f’ﬁ‘f'cfz—l och ?‘i‘?—l.
144. Bestdam volym och yta av den kropp , som begrdansas av de bada paraboloiderna
y? + 2% =2p(x +aq) och y*> + z2 = —=2q(x — ap).

145. Sok volymen, som begrénsas av ytan 10x? + 5yz — 1z° + 12xy — 2xz — ¥z = 0 och
planet z = 2x + 2y + 6.

2 2
146. Berdkna den volym, som inneslutes mellan de tre ytorna z = 0, z = poo + % och
2 2
X
LYy
a b2

147. Berdkna de delar i vilka ytan x> + y? + z°> — 2x — 4y = 20 delas av ytan z°> — 2xy +
4x +2y —4=0.

148. 1 en parabel y? = 2px drages en korda x = y. Den yta, som begréinsas av parabeln
och kordan, roterar kring kordan. Bestam volymen.

149. Sok volymen av de delar, vari den av ytan 2x°> + y> +z°> —2xy +2x — 6y + 12 =0
begriansade kroppen delas av ett plan vinkelrdtt pa mitten av det kortaste avstandet
fran ytans centrum ut till ytan.

150. Axlarna till tva lika cirkulara cylindrar skédra varandra under en vinkel «; berdkna den
gemensamma volymen.

151. En rat cirkular kon med basradien * och hdjden h skdres av ett plan, som skar
bascirkeln efter en diameter och ar parallell med ett av konens tangentplan. Berdkna
de uppkomna volymerna.

152. En yta alstras av en variabel ellips. Ellipsen har sitt centrum i origo (rdtvinkliga koor-
dinater) och sin konstanta storaxel 2a pa z-axeln samt skar standigt cirkeln z = 0,
x% + y? = ax. Sk ytans ekvation och storleken av den volym den innesluter.

2 2
153. Berdkna ytan av skdrningsellipsen mellan paraboloiden z = X + Y och planet

a? b2
z=Ax+By+CdacC > 0.

154. En sfar, som tangerar x y-planet i origo, skdres av en elliptisk kon med z-axeln till
axel och spets i origo. Berdkna ytinnehallet av den innanf6ér konen beldgna kalottytan.

155. Bestam mantelytan till den del av cylindern (x — ztana)> + y> = 2, som ligger
innanfor cylindern (x + ztand)? + y? = v2.

156. Berdkna tyngdpunkten for den volym, som innesluts mellan ytan
X\2/3 V\2/3 Z\2/3 _
(g) + (g) + (g) =1

15
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och de positiva koordinataxlarna.

Differentialekvationer

157.

158.

159.

160.

161.

162.

163.

164.

16

Los ekvationen x% + 7y = y?log x.

Bestam den partiella integral till diff.-ekv.

ay (é_ 2x )__ 2ax
dx x x2+4+a2/ x2+a2

vilken forsvinner for x = a. Angiv den motsvarande kurvan och bestam dennas
krokningsradie i punkten x = 0.

Los differentialekvationen

dy _d’y .
W+2ﬁ+y=xsmx.
Los diff.-ekvationen ,
dcz dz
IERPVY.A Sttt —
(1 )dx2 Ix +z=0

genom att till oberoende variabel vidlja y = arcsin x.
Sok den allmédnna integralen till

dty d’y d*y _dy _
dx* de3 +2dx2 dx +y=F00,

dar f(x) ar en godtycklig funktion.

Infor i differentialekvationen

Zl;jzle(aezx—i)y:O

t som oberoende variabel och z som beroende, da x = logt och z = y+/t. Integrera
ekvationen!

Sok fullstiandiga integralen till

y(n) - <T) ay(nfl) + <Z> aZy(n72) — e+ (_Dnany = eBx.

Bestdam f'(x) sa att

4f(x) +8+12x —4x> —2x3 = Jx(x —t) f(t)dt.
0
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0°z + 0°z + 0°z enom att i stallet for x och 1y infora
0x2  0x0y  0y? & Y

tva nya variabler, s och t, forbundna med de forra genom ekvationerna s = e* + ¢”;
t=e+e”.

165. Transformera uttrycket

166. I ekvationen y" + f(x)y" + xy = 0 skall f(x) bestimmas sa, att ekvationen far en
16sning v = ¢(x) med ¢(0) = 1 och en annan losning y = e®™. Bestam f(x), ¢p(x)
och den fullstandiga l6sningen.

Geometri

167. 1 en triangel dragas medianerna, vilka darefter sammansattas till en ny triangel. Media-
nerna i denna sammansattas till en tredje triangel. Visa, att den ar likformig med den
forstal

168. En ellips rullar utan att glida utanpa en annan lika stor ellips, sa att vid rullningens
borjan storaxlarna ligga i forlangningen av varandra. SOk de geometriska orterna for
den rullande ellipsens brannpunkter!

169. En godtycklig triangel ar given. O ar den omskrivna cirkelns medelpunkt, T tyngd-
punkten och H hdjdernas skarningspunkt. Visa geometriskt, att O, T och H ligga i rat
linje och att HT =2 - OT.

170. En cirkel drages genom mittpunkterna pa en triangels sidor. Visa, att den gar genom
hojdernas fotpunkter samt att den skar de delar av hojderna, som ligga mellan den
gemensamma skarningspunkten och resp. hérn, mitt itu! (Niopunktscirkeln.)

171. Tangeringspunkterna for den i en triangel inskrivna cirkeln férenas. I denna nya
triangel dragas hojderna. Dessas fotpunkter bilda hérn i en tredje triangel. Visa, att
dess sidor dro parallella med den ursprungliga triangelns sidor! Om A, B och C &aro
vinklarna i den forsta triangeln, sok forhallandet mellan tva motsvarande sidor!

172. 1 en triangel inskrives en ellips, som tangerar sidorna i deras mittpunkter. Visa, att
ellipsens medelpunkt faller i triangelns tyngdpunkt!

Plananalys

173. Framstill en parabels baglingd som funktion av vinkeln mellan tangenten och styrlin-
jen.

174. 1 triangeln ABC drages fran A medianen mot sidan BC. Fran C drages en rit linje, som
delar sidan AB i forhallandet m : n. I vilket forhallande delar denna linje medianen?

2 2
175. Iellipsen % + % =

till medelpunkten dr konstant = 1. I andpunkterna A och B dragas tangenter, som
skdra varandra i P. S6k maximum och minimum for triangelytan PAB.

1,dar a > b > 1, drages en variabel korda AB, sa att dess avstand

17
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176.

177.

178.

179.

180.

181.

2 2
X
Ellipsen = + % = 1 kan skrivas i parameterform x = acost, y = bsint. Visa, att

abt . , 3} . .
T ar ytan av den ellipssektor, som utskares av av den positiva x-axeln och radius

vektor genom punkten (x, ).

Man betraktar alla parabler, som ga genom en given punkt och i denna ha en given
cirkel till krékningscirkel. S6k orten for brannpunkten och enveloppen till styrlinjen.

Sok ekvationen for och upprita enveloppen till de cirklar, som ga genom origo, och
vilkas medelpunkter ligga pa parabeln y* = 4ax.

t
En kurva dr given genom ekvationerna x = e %; y = J V1 — e~2t dt. Bevisa, att det
0
stycke av tangenten, som begransas av kurvan och y-axeln, ar konstant, och harled
kurvans ekvation som samband mellan x och y.

Visa, att kurvan x2" + y°" = 1 obegrinsat niarmar sig en viss kvadrat, da n gar mot
o0, Motsvarande faktum for ytan x°" + y?" + z°" = 1?

Fran origo drages en radius vektor till hyperbeln x? — y? = a?. P4 denna som diameter
uppritas en cirkel. S6k enveloppen till alla sa uppkommande cirklar.

Rymdanalys

182.

183.

184.

185.

186.

187.

188.

18

En triangel ar given i rymden. Angiv dess yta.

Angiv i determinantform ekvationen for sfaren omskriven kring tetraedern med horn-
punkterna (x1, ¥1, 21), (X2, Y2, 22), (X3, I3, 23), (X4, V4, Z4).

En rat cirkular kon med toppvinkeln 120° skares med ett plan s4, att en liksidig hyperbel
med axeln 2a erhalles. Berdkna langden av det stycke av konens axel som planet avskar,
samt langden av den kortaste generatris, som gar till en punkt pa snittet.

Ett ratvinkligt koordinatsystem med origo i O ar givet. M ar en godtycklig punkt, M,
M, M3 dess projektioner pa de tre koordinatplanen. I vilket férhallande delas strackan
OM av ett plan genom punkterna M;, M» och M3?

I en tetraeder OABC forenas mittpunkterna pa baskanterna BC, CA och AB med
mittpunkterna pa motstaende kanter OA, OB och OC. Bevisa att dessa linjer skara
varandra i en och samma punkt.

Fyra sfarer skira varandra parvis, sa att 6 skarningscirklar uppsta. Visa att deras plan
ga genom samma punkt.
Visa, att den tetraeder, som bildas av tre halva konjugatdiametrar till en ellipsoid, har

konstant volym aTbc, déar a, b och ¢ betyda halvaxlarna.
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189.

190.

191.

192.

193.

194.

195.

196.

197.

198.

199.

200.

Undersok krokning, eventuell medelpunkt och typ hos ytan

4x% +3y?+9z° +8xz+4xy +4y +8z+9=0.

2 2 2
Ellipsoiden x— + % + Z— = 1 speglas i planet x + v + z = 1. Bestdm den nya ytans
ekvation.

Angiv de andragradsytor a;; x> + 2ai»x Yy + -+ + aq4 = 0, som innehalla den givna
rata linjen x + y — 1 = 0. Sok speciellt ytor, som i denna linje tangera x y-planet.

2 2 2
Fran vilken punkt pa ellipsoiden Z— + 24 Z— = 1 skall man draga en normal for att

b2
origos avstand fran densamma skall fa ett max1malvéirde?

2 2 2
Tangentplanet till ellipsoiden x— + % + Z— = 1 skar koordinataxlarna i punkterna A,
B och C. S6k tangeringspunkten om dlagonalen i parallellepipeden med kanterna OA,

OB och OC har sitt minsta varde.

Visa att planet genom dndpunkterna P, Q och R av tre konjugatdiametrar till ellipsoiden

2 2 2 2 2
x— + % + Z— = 1 tangerar elhpsmden x— + % + Z— = 1/3 i tyngdpunkten av PQR.

En sfar ror sig sa, att den standigt tangerar tva fixa rata linjer, som skéra varandra

under vinkeln 2 . Visa, att sfarens medelpunkt beskriver en ellips med excentriciteten
COS K.

Harled ekvationen for ett plan innehallande cirkelformiga skdrningar till ytan

2 2
x? oyt o2
4 9 25

Sok ekvationen for en rét linje, som standigt ar parallell med x y-planet, stindigt skar
2

y-axeln och ellipsen x = a, % + — = 1. Finns det nagot plan vinkelrédtt mot x-axeln,

som skar ytan i en cirkel?

Bestam de cirkuléra cylindrar, som ha linjen ad ; > =7 = z ; 3 till axel och

tangera sfaren x> + y% +z> = 1.
Sok ekvationen for de koner, som tangera sfarerna
x>+9y2+2z>°-~1=0 och

x>+ y>+z2+6x+ 8y +10z+46 = 0.

Kan i ekvationen 4x? + y? + z? —4kxy +4xz—2yz—6x +3y —3z+2 = 0 konstanten
k bestdmmas sa att ytan blir urartad? Vilken &r ytans allmédnna typ och vad form tar i
sa fall den urartade ytan?

19
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201.

202.

203.

204.

205.

206.

207.

208.

209.

210.

211.

212.

20

Vilken yta alstras av en rat linje, som ror sig sa, att den standigt skar z-axeln och

2 2
hyperbeln i xy-planet % — % = 1 samt tangerar den hyperboliska paraboloiden
2 2
4z = X—Z - y—.
a b?

Sok i ett ratvinkligt koordinatsystem ekvationen for den yta, som alstras av en rét linje,
som alltid ar parallell med x y-planet och skér z-axeln och den cirkel, vars ekvation ar
x> +y*+z>=R’ x+y=R.

2z x2 2 2 yz

I ett ratvinkligt koordinatsystem dro givna ytan — = —; — == och kurvan — — == =
& Y & Y c a? b2 a? b2

m?, z = 0. Sok ekvationen for den yta, som alstras av en rorlig rat linje, som stiandigt

tangerar den givna ytan och skar bade den givna kurvan och z-axeln.

Tre rata linjer aro dragna fran origo. Bestam ekvationen for en rotationskon med
dessa linjer som generatriser. Ex. en rotationskon genom x-axeln, y-axeln och linjen
xX=y=2z.

Visa, att varje tangentplan till en tvamantlig rotationshyperboloid skar den asympto-
tiska konen i en ellips med konstant lillaxel.

En rotationshyperboloid nar z-axeln till axel och en given rit linje till generatris. Skriv
upp hyperboloidens ekvation.

2 2
I x y-planet ligger ellipsen X— + % = 1. SOk orten for spetsarna till alla koniska ytor,
som ga genom denna linje och skdra xz-planet i cirklar.

Sok orten for spetsarna till de rotationskoner, som ga genom parabeln y°? = 4ax,
z=0.

Sok polen till planet 2x — 8y — 3z — 2 = 0 med avseende pa ytan x> — 2y? + z% —
2yz+6x —4z+5=0.

I ett ratvinkligt koordinatsystem ar sfaren x> + y? + z> = R? given. En kon, vars
toppunkt ar (&, n, €), gar genom cirkeln x> + y? = R?, z = 0. Visa att denna kon skar
sfaren i annu en plan kurva. Sk geometriska orten for polen till denna kurvas plan
med avseende pa sfaren, nar (&, n, C) genomloper planet z = k.

Sok ekvationen for den cylinderyta, vars generatriser dro tangenter till ellipsoiden
2 2 2

X N )
—+ % + — =1 och ha riktningscosinus «, f3, y.
XZ yZ ZZ
Till ellipsoiden —+ W + — = 1 har man konstruerat en tangentkon. Bestam orten

for konens spets om tangermgskurvans plan ror sig sa, att det tangerar hyperboloiden
2 2 2
X o

P = 1. Vilken blir ortenom a = a1, b = b1, c = ¢1?
ai by cf
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213.

214.

215.

216.

217.

218.

219.

220.

221.

222.

223.

224.

225.

En yta ar framstalld i ratvinkliga koordinater genom ekvationen x> — y? = 2az, dir a
ar en positiv konstant. SOk orten for de punkter pa ytan, diar tangentplanen gora en
vinkel pa 60° med x y-planet. SOk storleken av den del av ytan, som begransas av den
funna kurvan.

Sok ekvationen for den yta, som dr geometriska orten for rata linjer, av vilka var och
en ar skarningslinjen mellan tva mot varandra vinkelréta plan, av vilka det ena gar
genom Yy-axeln i ett ratvinkligt koordinatsystem och det andra genom x = a, y = z.
Vilka system av riata generatriser innehaller den sokta ytan och vad slags yta ar det?

Sok ekvationen for den yta, som uppkommer da kurvan xz = a?, y = 0 roterar kring
linjen x = y = z.

En rat linje, som pa positiva x-axeln och negativa y-axeln avskar ett stycke av langden
a, roterar kring den genom origo gaende linje, som bildar lika stora vinklar med
koordinataxlarna. Sok ekvationen for den alstrade ytan och undersok ytan.

Pa en sfar dro tva cirklar givna. Visa att man genom dessa kan lagga tva koner (i
allménhet ej cirkuléra).

SOk orten for skdarningspunkterna mellan tva mot varandra vinkelrdta generatriser till
en enmantlig hyperboloid.

Genom varje punkt P pa generatrisen y = ax, z = 1 till ytan z°> + y*> —a’x?> =1
gar en annan generatris. Undersok hur vinkeln varierar mellan generatriserna, da P
beskriver den givna generatrisen.

Tva alstringslinjer till en hyperbolisk paraboloid med vertex i O skira tangentplanet i
O i punkterna A och B. Sok orten for skarningspunkten mellan tva generatriser sadana
att ytan av triangeln AOB éar konstant.

Till y2 + z? = 2px drages genom varje punkt pa ytan en normal. Normalkordan delas
mitt itu. Sok orten for mittpunkterna samt upprita den kurva som xy-planet avskar
av denna ort.

Visa att orten for mittpunkterna av de kordor hos en ellipsoid, som ga genom en fix
punkt, dr en ellipsoid.

2 2 Z2

Visa att om kordan, som forbinder tva punkter pa ellipsoiden Pyl + % + oz - 1 tangerar
x?  y?  Z? . . .
— + + — = 1/2, sa dro de tva punkterna dndpunkter till tva konjugatdiametrar

az ' b2 ¢z
och att tangeringspunkten ligger i kordans mittpunkt.

En sfar ar given och pa sfaren en cirkel och en punkt T. Visa, att paraboloider kunna
laggas genom cirkeln sa att de tangerai T.

Bilda allminna ekvationen for sfarer, som skira en given elliptisk paraboloid i tva lika
cirklar.

21
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226.

227.

228.

229.

230.

231.

232.

233.

234.

235.

236.

22

En sfér skir planen v = 0 och z = 01i tva cirklar. Angiv ekvationen fér en andragradsyta
genom dessa cirklar och diskutera dess krokning.

En rotationskons spets ligger i origo. Axelriktning och 0ppningsvinkel dro givna. Skriv
upp konens ekvation och som anviandning angiv villkoren for att en given homogen
ekvation av andra graden skall framstélla en rotationskon.

Visa att varje tangentplan till en tvamantlig hyperboloid begrinsar tillsammans med
den asymptotiska konen en konstant volym.

En rotationskon avskéares av plan sa att den koniska toppen far konstant volym. S6k
orten for centrum till dessa koners basellipser.

Punkterna A och B rora sig pa var sin rata linje i rymden, var for sig med konstant

. AC ) .
hastighet. Punkten C delar striackan AB sa att BC - konstant. Bestam geometriska
orten for C samt ytan alstrad av linjen AB.

Sok den geometriska orten for de punkter, vars avstand fran tva rata linjer i rymden
sta i ett konstant férhallande till varandra.

Sok geometriska orten for en punkt sa beskaffad att summan av kvadraterna pa dess
avstand fran tva givna rita linjer y = kx, z = a och v = —kx, z = —a &r konstant. I
vilket fall &r den funna ytan en rotationsyta?

Visa att om en punkt P beskriver en fix linje L dess polarplan med avseende pa en given
andragradsyta vrider sig kring en annan fix linje L’. Visa att dessa linjer 6msesidigt
motsvara varandra pa samma satt.

Lat L vara en rat alstringslinje till hyperboloiden x> — y? + z> = 1. Visa arr polarlinjen
L’ med avseende pa hyperboloiden x2 + y> — z%> = 1 4r en annan alstringslinje till den
forsta hyperboloiden tillhérande samma system som L.

SOk orten for medelpunkter till de andragradsytor, som gar genom en fix cirkel och en
rat linje, som skar denna cirkel.

Koordinaterna till en punkt pa en yta framstallas genom

x=3u(l—u)+v(l+u
y=3u(l+u)—v(l—u)
z=6u(l —u?

u och v krokliniga koordinater. SOk ekvationen for ytans normal i en punkt dar u = 0
men v godtycklig. Vilken yta beskriver denna normal, ndr v varieras?

En andragradsyta dr med parametrarna u och v framstalld i formen

X =a1uv + au + asv
v =biuv + bou + bsv
Z=ClUuv + cou + c3v

Angiv ytans typ och dess ekvation i cartesiansk form.
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237.

238.

239.

240.

241.

2 2 2

azx_ 3 + bzy Y + sz_ 3 = 1, dar A ar en parameter, bilda en skara av konfokala
andragradsytor. Visa att genom en punkt i rymden det i allmdnhet passerar 3 sadana

ytor, samt att dessa skdra varandra vinkelratt.

En ljusstrale kastas fram och tillbaka mellan tva plana speglar. Visa att den standigt
ligger pa en rotationshyperboloid med planens skirning till axel.

En given andragradsyta skdres av ett givet plan i en viss kurva. Angiv de andragradsytor,
vilka tangera den givna ytan lidngs nimnda kurva.

Bevisa att alla omkring en given sfar omskrivna andragradsytor aro rotationsytor och
att varje tangentplan till sfaren skar ytan ldngs en andragradskurva med tangerings-
punkten som brannpunkt.

Visa, att tangentplanet i en cirkelpunkt pa en andragradsyta av en godtycklig tangent-
kon avskar ett snitt, vars ena fokus ar cirkelpunkten.

23
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Svar och anvisningar

Kap. 1 Algebra

1.

2.

10.

11.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

r = %10g3; im. :%+2k7'r.

Cauchys olikhet.

. a = 1; x-axeln. For 0 < a < 1: ellips med halvaxlar %(i + a).

. 2 fall: féorhallandet mellan pos. eller neg.
. a% —4a,a, + 8az = 0.

.2a® —9ab +27¢c = 0; a’b? —4b3 + 27¢% < 0.

n-l 2kTr
1 [xz —2xcos (p + —) + 1].
k=0 n

Begransningslinjernas ekvationer: 4p> + 27q> = 0; p + ¢ + 1 = 0 och g = 0. Omréadet
bestar av tva delar, bada till vanster om kurvan 4p> + 27> = 0. For g > 0 maste
p+q+1 <0 ochomvint.

y—x2<0;y+2x+1>0;y-2x+1>0.

Logaritmisk derivering.

5p.

Dubbelrot, om a* = b3. Rot av 4:de ordningen om a = b = 0.

24+ /3 och2—+/3.

y3 —36y°% + 324y — 621 = 0.
n=32k+1),dark =0, 1, 2,.... Dubbelrotter “1EWS ié i\/§.
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19.

20.

21.

22.

24.

25.

30.

31.

32.

34.

36.

40.

41.

42.

44.

45.

46.

47.

57.

k=0
111
PAPA M
x3+x2-2x—-1=0.

I intervallen (0, 1) resp (0, 2) ersittes namnaren med sitt min. resp. max.
1 2 1 3 1 4
fta(=-1)x*+r(=-1)x+s(=—-1) =0.
X q(s ) X T(S ) X S<s ) 0
x1 =—0,83; x» = —2,69; x3 = —4,48.

a3 —4ab +8c <0, a,b,c > 0. Diskriminanten A > 0.

Om f(x) reellt polynom och « reellt tal har f(x) + oof’ (x) minst ett nollstille mellan
tva nollstillen for f(x). Bevisa detta!

Ingen reell rot, dubbelrot eller tva reella rotter allteftersom loga + b+ 1 > 0, = 0 eller
< 0, forutsatt att @ > 0. Om a < 0 har ekv. en reell rot, oberoende av b.

k > 8: 1 reell rot; 0 < k < 8: 3 reella rotter; —11 < k < 0: 5 reella rotter; —19 < k <
—11: 3 reella rotter; k < —19: 1 reell rot.

a’d —c®=0.

l[a+m-1b] - @-p)".

7
X =1germax. x = 9 ger min.

1.

o135 4,
6 6’ 5 Y

(a1 — b1) (a2 — by) ... (an — by).

Vilj x = —a resp. x = —b.

[112!...(n—1'° - n!
nmn+Dn+2)...2n)"

V2.

25
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Kap. 2 Serier.

58. Konvergent. Anv. jfr. serien >’ #
59. Divergent.

60. Divergent.

61. Konvergent.

62. Serien ar konvergent.

63. k <1.

64. a) Konvergent, b) Divergent.

65.a)s>1,b)s>0.
66. For alla varden utom x = m? - 2k + 1) - g, dar m och k dro hela tal.

67. x>1;8>2n+1.

68. s1; konvergent for g > 1, divergent for g < 1.
so konvergent for § > 1/2, divergent for § < 1/2.

69. Serien ar konvergent for a < 1/e, divergent for a > 1/e.
70. For |x| <1/2.
71. Konvergens for |x| < 1/2.
72. Serien konvergent for —1/4 < x < 1/4.
73. For -1 < x < 1.
74. a > 0: konvergens for alla x-varden
a < 0: divergens for alla x-viarden utom for x = 0.

a = 0: konvergens for —1 < x < 1.

75. Serien ar konvergent for alla reella varden pa z samt for alla komplexa utom z = ik,
dar k ar roten ur ett helt tal.

76. Var 6:e term saknas (6:3, 12:e ...0.8.V.).
x? x3 x™
77. —(xcosqb + 7c052¢ + ?cos3qb +...+ ?coanb + ... )

4
78. y =x°+ 3 +45x +'"+7k(2k—1)!!x

26
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79. 1.

80.

81. § = %(10g3 —1).

1 16 7 1 50—t 1+t 1-1¢3
2. ————+-—S—-5——F5 — log(1 —t).
82 A" "ot Y32 T35 T amgi 81— yi 3 o870
b) =
36°
2
m
83. Eu 3.
84. Serien divergent for |x| > 1, konvergent for |x| < 1.
I konvergensomradet ar f(x) = w.

V2 P —NRt4l V2 2-v2 w2
8

85. s=—1o o) + —.
8 B2y 2r+1 8552 8

rcosx — 1?2
r2—2rcosx +1°

86. Serien konvergent for » < 1. § =

87. Partiell summation, Abels teorem.

T
88.al. b e

T
89. T

91. For a = 1 blir serien log %

93. B> «.
94. Konvergent for «« > 0 samt for x =0, g > 1.
98. Konvergent for p = g, eljest divergent.

L
s AN T 5T X
2n sin© 3

Kap. 3 Integralkalkyl.

100. %(x2 +3x +2)32 —2@x +3)(x*+3x +2)2 +log(2x + 3 +2Vx2+3x +2) + C.

27
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101.

102.

103.

104.

105.

106.

107.

108.

109.

110.

111.

112.

113.

115.

117

28

1

T
2(1 + lal)”

21T
lr2 —1|’

dar+1,ocoomvr =1.

T 21T
Vaz + b2’ a2+ b2 + c?

1 log|al
2|al

T

i
log2 — 1.

Ccos v sinv
lo 2COSV + +/cos2v) — arccos(+/2 sinv).

cos® alog|sin(x — )| — x sin &« cos &« + C. Principalvardet dr cos® «log

V2 tan &

™
Z SIN X COS X.

LT 2
) b 3 -

gférl)aio;b:0.2)a,b¢0,a2>b2

I
I=0forl)a=b=0.2a=0,b+0. 3)a,b+0, a> < b°.
I

%féra:bio.

2 .

eb’1at . \/j

lal”

Substitutionen ar y = Serieutvecklingen ger:

1+ x2°
1

k

1 —tanx
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118.

119.

120.

121.

122.

123.

124.

125.

126.

127.

128.

8a’
3
d d
o [b(4L), - a(%L),]
U
1
7T .
Vs =gy 2
——— sinx # 0.
|sin «|
0;3[\/§+10g(1 +42) — 1—"6]
U
R
1
210°
e—1

2; vardet oberoende av vagen, da integranden ar en total differential (sa lange origo ej
passeras).

T
e—1l;e—1——.
8

Kap. 4 Tillampningar pa integraler.

129.

131.

132.

133.

134.

135.

136.

¢ (x) dr kontinuerlig i hela intervallet och deriverbar utom i punkten x = /2 — 1.
Konvergent for —2 < a < 0, absolut konvergent for -2 < a < —1.
1) -3<a<l. 2)-1<a<l.

x+1
B

Konvergent for « < 0, absolut konvergent for o« < —1.

<1.

Tva villkor: a + 2b > —1 och a > —1.

Maximivardet M antages i punkten c

c+o b b
J [f(x)]?"dx < J [f(x)]?"dx < J M?" dx

c—0 a

29
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I intervallet (¢ — &, ¢ + 6) ar for tillrackligt litet 6: f(x) > M — €,

b
(M —€)°"-28 < J [f(x)]?"dx < M°™(b — a).

a

137. 6a.

(5++/13)(3 ++/13)2(1 ++/13)3
(2 +4/13)6 '

139. rsing = a * asin® ¢ (beroende pad om M ligger 6ver eller under asymptoten). I
ratvinkliga koordinater: y (x2+y?)—ax? = 0 (Cissoid), resp. (y—a) (x> +y?)—ay? =

138. log 243 —log 256 + 21log

L3 2 .21 2 L
0. Ytan: ZTra resp. ZTra . Delarnas ytor: a (E - 1) och a (1 - Z)

3

_8asm 5 _4 —2(T 41—
140. Volymen = 3 (4 + 3 3\E>.Ytan—8a <4 +1 ﬁ)
2451t
141. 3

rrl5 T
142. Volymen = Z[§ + 10g4]. Ytan = 5(7 +log4).

143.7T§bc(4-¢§y

144. Volymen = mrqpa’®(p + q).

145. 101+/6.
mmab ; a®>  b?

147. Sista ytan dr en kon med spetsen i sfarens centrum och toppvinkeln 90°% ytan av en
kalott 2577 (2 — +/2).

21T
148. =—=p3./2.
8. 1o V2

57t 91
16R?

150. .
3 sin &

r’h r’h

2
152. (x? + y?)? + x?(z°> — a?) = 0. Volymen §Tra3.

30
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153. 7T%‘b(AZaZ + B2b? + 4C)V1 + A% + B2

154. Om sfirens ekvation dr x> + y? + z?> — 2Rz = 0 och konens ax? + by? — cz* = 0, &r
4TR?C

Ja+o)b+cl

8v2%(a + sinacosa)
sinacosa(tana + tand)’

volymen

155.

2la 21b 21c.

156. 128’ 128’ 128’

Kap. 5 Differentialekvationer.

1
157 y= ————.
7. Cx +logx +1

202 2
x“(a“ — x°) 1
158. y="-" """ p = Z|al.
58. ¥ 2@+ x2) P 2Ial
X2 x4
]‘59 y:COSX<A1 +A2x_§) +SIHX(A3+A4X—Q>.

160. vy = AV1 —x2+ Bx
161. vy = ex[A— %J(x + 1)e”‘f(x)dx] +xeX[B + %Je”‘f(x)dx]%—
+COSX[C + % Jf(x)cosxdx] + sinx[D + % Jf(x) sinxdx].

162. y = e’%X[Acos\/E -eX + Bsin/a - e"].

Bx
= (Be—io()" + e (Co+ C1x + ... + Cpax™ 1); @+ B.
n

Oma=By=e(Co+C1xX+ ...+ Cpix™ 1+ %).

163. vy

164. f(x) = 12e*/?2 —6e X/? —12x + 8.

165. Det nya uttrycket blir

0%z 0%z 0%z oz oz
2Y <~ 2Y & hiind hiind
S5z TG T 255 T T

x3 + 15 x3 x3 £
T b = T A Ly =G L) + G

166. f(x) =

31
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Kap. 6 Geometri.

168. Cirklar med fasta ellipsens brannpunkter som medelpunkter och radien = storaxeln.

sinAsinBsinC
sinA + sinB + sinC’

171.

Kap. 7 Plananalys.

p/2sinf 1+siné
171. S=* +

S 2<c0329 °61 sino . )
tangenten och styrlinjen, och S ar langden av bagen fran vertex till tangeringspunkten.

) dar p betecknar halva parametern, 0 ar vinkeln mellan

174. Medianen delas i forhallandet ZTm

175. Max. = 2 (a? — 1)*2, min.= % (b2 — 1)32,
a b
R\2 R?
177. Orten for brannpunkten ar cirkeln x? + (y - Z) =16 Enveloppen till styrlinjen ar

punkten (O; —%) om den givna punkten valjes till origo och cirkelns medelpunkt
lagges i (0, R). R ar krokningscirkelns radie.

X3

178. Enveloppens ekvation dr y? = “X+2a

179. Kurvans ekvation: y =

log(1 + V1 — x2)
—J1 = x2.
" X

180. a) Kvadraten begrédnsas av linjerna x = £1, y = 1.
b) En kub, begrdnsad av planen x = =1, y = £1 och z = *1. Betrakta fallen | x| < |y|
och |x| = |y].

181. (x? + y?)? = a?(x? — y?).
Kap. 8. Rymdanalys.

1
182. §|(Tl — 1) X (r3 — 12)|; 1, 2 och r3 dro vektorer.

184. Av konens axel avskares (/1;/6’ kortaste generatris %(3\/5 —/6).

185. 2 I 1.

189. Ellipsoid.
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(x—2y—2z+2)2+(y—2x—2z+2)2+(z—2x—2y+2)2 _

190. Py 52 2 9.
191. Villkor: a3 +a»» —2a;» = 0
an +ags+2a14 = 0
Ax + Agq +2ar4 = 0
eller alla ytor innehallande ratliniga generatriser. Ytor som tangerar dro koner eller

cylindrar.

a/a c+Jc
192. = , 0, =
Ja+c Ja+c

a.a N bVb N c.Jc

ca>b>c>0.

193. + , = , + .
Ja+b+c NJa+b+c T Na+b+c
54/5
196. z = +—— - x+ konstant.
321

197. a’c?y? + b?x°z° — b?c’*x* =0, x = i%.

108. [x — == (3x + 4y + 52— 46) = 5]° + [ — == (3x + 4y + 52— 46) — 4] '+

50 50
[z— 11—0(3x+4y+ 52—46) —3]2 = (S\@i 1)2

199.  40x?% +33y? + 242> — 24xy — 30xz —40yz + 6x + 8y + 10z — 50 = 0.
32x% +25y% + 1622 — 24xy — 30xz — 40yz — 18x — 24y — 30z — 50 = 0.

200. Enmantlig hyperboloid; for k = 1 betyder ekvationen tva parallella plan y = %i
1
>
x2  y? ) .

201. 2 (z—1)° =0, en kon med spetseni (0, 0, —1), samt den del av z = 0 som

ligger innanfor hyperbelns asymptoter.

202. z%(x + y)?> — 2R?xy = 0.

203. mz(zj . 2’22) — (ZC—Z +m?)”.

204. xy — xz — yz = 0 (spec. fallet). Flera fall!

207. = ——=1,x=0.

208. z°> = 4a(a—x), y = 0.
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2009.

210.

211.

212.

213.

214.

215.

216.

218.

219.

220.

221.

225.

226.

227.

228.

34

(-1, 3, 2).

x% 4+ y? = R*> + k? — 2kz.

BZ y2 0(2 }/2 ZZ 0(2 BZ
LGB+ LG h) 5 (5 )
20 oy By —__o® B Y
a2 it T tpaYi T atpta
X2 yZ 22
a*/a? * b2 A/t L

1 1 1

141a?®
3

x% + y? =3a? x? — y? = 2az; Ytan:

x> +y?—yz—ax =0.
Xy +yz+zx =a°.
x%+ %+ 2% = 2(xy + yz + zx) = a?; enmantlig hyperboloid.

Orten ar skiarningslinjen mellan hyperboloiden och ytan

2 24,2 2 2 2,2
2(Z Xy > YoN2 L (XD YTzhN
a(cﬁ_azb2>_b<1_ﬁ) te (E_bzcz)_o

, P a? Y .
sin 2 T @i D@ 1) dar xo ar punktens x-koordinat.
0
2 2 2 2
4
Om paraboloidens ekvation dr y—z - Z—z = 2x, dr ortens ekvation y— - 27 = 75,
14 qa p: 4 Pa

X = ;Z dar S betyder ytan av triangeln.

22+ 22)2 = 2px(¥* + 22 + 2p*(¥* + 23 + p* = 0.

2 2

x% + y2+ 2% +2z(k — p) + k* = 0. Paraboloidens ekvation x? + 3011 =2z,p>q.

(x —a)?’+(y—Db)>+(z—c)>+2Ayz—R*>=0.

x% (0> —cos? 0) + y*(B? —cos? 0) + z°(y? —cos? 0) + 2axBxy + 2ayxz + 2By yz = 0.
Diskussion.

2 y2 ZZ
Visas enklast med en transformation som lamnar formen — 5+ Dz 2 invariant.
Man finner transformationsdeterminanten = *+1. Vid transformatlonen overgar ett
tangentplan i ett annat tangentplan, varvid volymen &r oforandrad pa grund av funk-
tionaldeterminantens varde.
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229.

230.

231.

232.

234.

235.

236.

238.

239.

Jfr. foregaende problem.
Orten for C ar en rit linje; for AB en hyperbolisk paraboloid.

Om linjernas ekvationer aro: v = kx, z = 0 och z = ¢, v = 0 dr orten:
k?x% +9%(1 —A) + z?(k* +1 — A) — 2kxy + 2Acz — Ac?® = 0, dar A = konstant.

X2 y2 22

1+ %)(K2 —a?)

taTKi—a) TRe—ar T

2+ 9> +2Rx =0
Om cirkeln ar Ty * och linjen Xz - 0 ar orten
z=0 13 n
C’x?+C%y? + (82 + n*)z> — 2xzEC — 2yznC + RxC?> — RzEC = 0.

X—-v _y+v

z
-3 34v
).

- 3 ; (x +3)2 = (v —3)? + 12z = 0, en hyperbolisk paraboloid
med vertex (-3, 3, 0

a, dp das
OmA=|bi b2 b3|#0o0chA,,...,C3 dro de mot ai, ..., c3 svarande alg. komple-
Ci C2 (3

menten, ar ekvationen
A(xA1 + yBy +z(Cy) = (xAp + yBy + zCy) (xAz3 + YB3 + zC3)

d.v.s. en hyperbolisk paraboloid. Om A = 0, men nagon underdeterminant # 0, betyder
systemet ett plan. Om A = 0 och alla underdeterminanter = 0, anger systemet en rat
linje.

I en rotationshyperboloid dro de bada generatriserna genom en viss punkt spegelbilder
av varandra med avseende pa normalplanet i punkten.

Jfr. foljande problem. Den givna ytans ekv. K = 0, planets L = 0. Tangerande ytor:
K +AL% = 0.
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