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Topologi
a) Definiera A° och A. b) Bestdm A° och A d& A = {(z,y) : 2% + y*> < 1,2,y rationella}.

Vilka av foljande méngder M &r 6ppna/slutna?
a) {(z,y) € R?:y >0} b) Q = de rationella talen pd R
¢) {(z,y)eR*:0<z<1} d) {zeR:0<zx<1}
e) {(z,y) eR?:0<ax<1l,y=0} f) {(z,y)eR?:2y>1}

a) Giller OM = 9(M)? Bevis eller motexempel.
b) Om A C B giller da A° C B°?

Bevisa att en méngd M &r sluten om och endast om varje konvergent {6ljd av punkter i M
har sitt grénsvarde i M.

Bevisa eller ge motexempel till foljande relationer:
a) (ANnB)*=A°nNnB° b) (AnB)=ANB
c) 0A=0(A° d) 9(AuB)C0AUOB

Visa att méngden av hopningspunkter till en {6ljd {a,}3° ar sluten.

. Elementira funktioner
B1.

Ange pa formen a+ib (a,b € R) virdet av e* for z-vardena  a) im/2, b)im, c¢) —in/2,
d) —in/4, e)2mi/3, f)2+4, g)Inb+3mi/4

Ange pa formen a + ib (a,b € R) talen a) sini, b) cos(2 —i), «c¢) cos(w/4+ i),
d) sin(x + iy)

Los fullstdndigt ekvationen e* = w for a)w =2, b)w=-1, c)w=4, d)w=3—4

Ange pé formen a+ib (a,b € R) talen a) Log(1+1i), b) Log(l1—14)®, c¢)Log(-1), d)
Log(—1).

Los ekvationerna  a) sinz =1, b) cosz =2, c¢) sinz = 100.
Visa att |sin(z 4 iy)|? = sin® z + sinh? y.

Ange alla lésningar till ekvationen e = 1.

Ange viardet av (2—4)* for a)z=1, b)z=2, c¢)z=1-1

Ange tal z, a, f sddana att (zo‘)ﬁ £ 208,

B10. Bestim en gren av z!7¢ for vilken —1 tillhér definitionsméingden. Vad blir fér denna gren

virdet av (—1)1+i?

z

B11. Bestam real- och imaginirdelarna av = a) e®, b) 2%,

B12. Lat z rora sig pa en halvstrale fran origo (arg z = konstant). For vilka riktningar existerar

a) lime®, b) lim(z + e*)?

B13. Visa att |sin(x + iy)| = | sinz + ¢siny|, om x och y ar reella.

B14. Bestidm alla 16sningar till ekvationen cot z = 2 + 4.

B15. Ange den 16sning till ekvationen cos z + sin z = 4, som ligger i 6vre halvplanet och har minst

avstand till origo.



B16. Los fullstdndigt ekvationen tan z = 2i.
B17. Los fullsténdigt ekvationen 5cos z — 3isin z = 2.
B18. Los fullsténdigt ekvationen e*#? = 1.

B19. Los fullstéandigt ekvationen sin(cos z) = 1.

C. Analytiska och harmoniska funktioner

Cl. Visa att om f &r analytisk i ett 6ppet sammanhingande omrade D, och om nagon av |f],
Re f, Im f eller arg f &r konstant i D, sa ar f sjélv konstant i D.

C2. Visa att en analytisk funktion f, vars real- och imaginérdelar uppfyller ekvationen Im f =
(Re f)z, maste vara konstant.

C3. Antag att f och g bada &r analytiska i ett 6ppet sammanhéngande omrade D och att de har
samma realdel dédr. Visa att da &r f och ¢ lika sd ndr som pa en rent imaginir konstant:
f(z) =9g(2) +iK, z € D (K reell).

C4. Antag att f ar analytisk i ett 6ppet sammanhdngande omrade D och lat D* beteckna spe-
gelbilden av D i reella axeln, dvs D* = {z: Z € D}. Definiera funktionen g(z) foér z € D*
genom
Visa att g &r analytisk i D*.

C5. Visa att om v ar konjugerat harmonisk till u sa &r —u konjugerat harmonisk till v.

C6. Bestam alla funktioner som dr konjugerat harmoniska till

a) u=ax>—3xy* + 2xy + b) u=a*—y*+5.

C7. Ange alla konjugerat harmoniska funktioner till

a) wu=sinxcoshy, b) w=e"(ycosy+ xsiny)

C8. Sok alla analytiska funktioner f for vilka Re f + Im f = xy.

C9. Bestam de analytiska funktioner f = u + v, for vilka z - u(x,y) ar realdelen av en analytisk
funktion.

C10. Bestim de analytiska funktioner f = u + iv, for vilka u(z,y) = 2® + xg(y), dir g ir en tva
ganger kontinuerligt deriverbar funktion.

C11. Bestdm alla analytiska funktioner med realdel

ye 2% cos 2y — xe 2% sin 2y.

C12. Antag att u dr harmonisk i ett 6ppet sammanhéngande omrade i planet och att v ar en till
u konjugerat harmonisk funktion. Visa att

i(u@ _ v@) _ Q(U@ u%)
Oz \ Oz ox/)  Oy\ Ox ox/’
C13. Bestdam alla analytiska funktioner vilkas realdel &r

u(z,y) = e~V sin 2xy.

C14. Antag att f = u + v ar analytisk och inte identiskt konstant.



a) Visa att uv ar realdel av en analytisk funktion.
b) Visa att u? 4+ v? inte kan vara realdel av en analytisk funktion.

C15. Bestdm alla analytiska funktioner f vilkas realdel u = u(z,y) satisfierar differentialekvationen
ou
O = —U.

C16. Bestim alla analytiska funktioner f = u + iv sddana att u(z,y) = 2% — 3zy? — dzy + 3y.
(z =z +1y).

C17. Bestam alla analytiska funktioner f = u 4+ v, dir f(0) = 0 och u(z,y) = ¢(x)(1 —y), och ¢
ar en tva ganger kontinuerligt deriverbar funktion pa R.

C18. Bestam alla analytiska funktioner av formen
f(2) = a1z + asy + azz® + asxy + asy® + agz® + ary®

dér a1, aso,...,ar ar komplexa konstanter.

D. Konform avbildning
D1. Bestdm den Mobiusavbildning, som 6verfor punkterna 1, 0 och —1 pé respektive 0, 1 och co.

D2. Sok bilden av z = 0 under den Md&biusavbildning, som 6verfor ¢, co och 1 pa 0, 1 respektive
—1.

D3. Ange en Mobiusavbildning, som overfor omradet |z — i < 2 pa dvre halvplanet och som ar
sddan att imaginéra axeln avbildas pa sig sjidlv och punkten 7 ar fixpunkt.

D4. Stk en Mobiusavbildning, som avbildar linjen genom —i och 1 pa enhetscirkeln och har 0 och
1 som fixpunkter.

D5. En Mébiusavbildning 7" 6verfor vre halvplanet pa sig sjilvt och avbildar cirkeln [z—1] =1 pa
imaginéra axeln, varvid punkten 1+ 4 avbildas pa punkten i. Ange T'. Ar T entydigt bestdmd
av de givna villkoren? Vad ar bilden av linjen Im z = 17

D6. Bestam alla Mobiusavbildningar, som 6verfér omradet |z| < 2, |[z—1] > 1 pa omradet | Im w| <
1.

D7. Ange en Mébiustransformation, som avbildar cirklarna |z| = 1 och [z — 1| = % pa koncentriska
cirklar. Vad blir forhallandet mellan bildcirklarnas radier?

D8. Ange en Mobiustransformation, som avbildar omradet utanfér enhetscirkeln pa vanstra halv-
planet. Vad blir bilderna av cirklar |z| = r > 1 och linjer genom origo?

D9. Ange en Mébiusavbildning som éverfér cirkeln |z — 2 + i| = /5 pa cirkeln |w + 2| = 2 och
avbildar 0 och 1 — i pa 0 respektive —2.

D10. Ange en konform avbildning, som 6verfér omradet |2 + 3| < v/10, |z — 2| < v/5 pa det inre
av forsta kvadranten.

D11. Ange en konform avbildning av omradet |z — 1| > 1, |z| < 2 pa &vre halvplanet.

D12. Avbilda konformt omradet 0 < argz < T, 0 < |2] < 1 (dér a > 1) pa det inre av enhetscir-
keln.

D13. Ange bilden av omradet 0 < Im z < 27 under avbildningen w = e*.

D14. Omréadet |z| > a avbildas genom en Mobiustransformation pa |w| < a sd att en given punkt
p, |p| > a, avbildas pé origo. Bestdm diametern hos bilden av cirkeln |z| = 2a.

D15. Fran det inre av enhetscirkeln borttages de punkter, for vilka Im z = 0 och % < Rez < 1.
Avbilda det aterstaende omradet konformt pa halvplanet Rew > 0.



D16. Bestdm en konform avbildning av det ldngs den positiva xz-axeln uppskurna komplexa planet
pa det inre av enhetscirkeln, s& att punkten —4 avbildas pa origo.

D17. Visa att det finns en Mobiusavbildning som konformt avbildar det genom olikheterna
|z =142 <2v2, |z2—-1-2i] <2V2, |z|>1
definierade omradet pa det inre av triangeln med hérnen w =0, w = 1 och w = 4.

D18. Pa vilket omrade i w-planet avbildar funktionen w = tan z den kvadrat i z-planet som har

tre av sina horn i origo, § och %57

D19. P4 vilket omrade avbildas cirkelskivan |z| < 1 genom avbildningen

1 1
w=F(z) = f(z—i— 7), F(0) = o0?
2 z
(Ledning: Man kan infora hjalpvariablerna W = ﬁ och Z = Z_i J)
D20. Visa att man kan definiera f(z) = log z T sa att f blir en entydig analytisk funktion i
- —

Q={z:0<Rez<1,Imz=0}och s att f(1F*) = . Berikna dérefter f(17*) pa formen
a + ib, dar a och b ar reella.

D21. Bestdm alla Mébiusavbildningar som avbildar 6vre halvplanet pa sig sjivt och har ¢ som
fixpunkt.

D22. Bestédm alla Mobiusavbildningar som avbildar Im z > 0 pa |w| < 1 och z =i pd w = %

D23. Avbilda {z: |z| < 2, och|z—i| > 1} konformt pd {w: 0 < Imw < 7} med en Mébiusavbildning
s& att 0 blir en fixpunkt.

D24. Ty = {z: |z — 2a| = a},a > 0 och I's = {z:|z] = 1} & tva givna cirklar. Bestdm
de védrden pa a for vilka man kan avbilda I'y och I'ys pa tva koncentriska cirklar med en
Mobiustransformation.

D25. Ange en konform avbildning av halvcirkelskivan Q; = {z: |2] < 1, Rez > 0} pa strimlan
Qo ={z: |Rez| < 1}.

D26. Ange en konform avbildning av omradet {z: |z —1| < 2, |z+ 1| < 2} pa det inre av enhetscir-
keln sé att origo avbildas pa origo.

D27. Avbilda sektorn @ = {z: & < argz < 2¢} konformt pé det inre av enhetscirkeln s& att i
avbildas pa origo.

D28. Bestédm bilden av omrédet {z: Rez >0, -5 <Imz < g} vid avbildningen

(=)

z -] .

e* —1

D29. Cirklarna |z — 1| = 1 och |z| = 1 uppdelar planet i fyra omriden av vilka ett innehaller
punkten z = —1/2. Avbilda detta omrade konformt pa 6vre halvplanet.

D30. Avbilda omrddet {z: Rez > 1, |z| < 1} konformt pd det inre av enhetscirkeln |w| < 1 s att

randpunkten z = % overgar till randpunkten |w| = 1.

D31. Bestdm en Mobiusavbildning som avbildar cirkeln |z — 2i| = 2 pa reella axeln och som har
fixpunkterna 1424 och 0. Hur manga Mobiusavbildningar finns det som uppfyller dessa villkor?

D32. Bestdm en konform avbildning av omradet {z: |z| > 1}\]1, co[ pd det inre av enhetscirkeln.
(Tecknet \ betyder méngdsubtraktion och |1, c0[ &r ett intervall pa reella axeln.)

D33. Bestdm en Schwarz-Christoffel-transformation, som avbildar omradet i z-planet pa omradet
i w-planet enligt f6ljande figur:
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D34. Bestdm en funktion som avbildar &vre halvplanet pa det inre av en triangel med hoérnen

w = 0, 1,7 svarande mot z = 0, 1, co respektive.

D35. Bestdm bilden av 6vre halvplanet under avbildningen

E.

El.

E2

E3

E4

E5

E6

E7

ES8

? d
w:f(z):/o z3/4(zi1)1/2’

dar de ingdende potensfuktionerna definieras av w® = exp (a(ln |w| + i arg w)) med —3 <

argw < 5. Svaret kan uttryckas med hjilp av den s.k. betafunktionen, som definieras av

1
Blpa) = [ ol1- 0 ar
0

Dirichlets problem

u &r harmonisk i omradet |z| < 1 och har randvérdena =1 pa {z: |z =1, Rez > 0} och =0
pa {z: |z| =1, Rez < 0}.

a) Bestdm u(0).

b) Bestam ekvipotentialkurvorna fér u, dvs de kurvor ldngs vilka u &r konstant.

. Bestdm en funktion u(z,y) som dr harmonisk i halvecirkelskivan {(x,y): 2% + 4% < 1,y > 0}
och som antar virdet 1 pa den rétlinjiga delen av randen och virdet 0 pa den cirkelbagformade.
I vilken punkt pa imaginara axeln antar u vérdet %?

. Funktionen u &r harmonisk i det inre av enhetscirkeln med randvirdet 1 pa |z| = 1, |arg z| <
7/4, och randvirdet 0 pa |z| = 1, 7/4 < |argz| < 7. Bestdm en sadan funktion w. I vilken
punkt pa reella axeln antar u virdet 1/27

. Bestdm en funktion u, harmonisk i halvbandet Rez > 0, 0 < Im z < 7, med randvéardena 1
for z =4y, 0 <y <m, 0for z=2, x>0, och 0 fér z = = + im, x > 0. I vilken punkt pa linjen
y = 5 har u vérdet %?

. Bestdm en funktion som &r harmonisk i cirkelringen 1 < |z| < 2 och har randvérdena 2 for
|z| =1, och 3 for |z| = 2.

. Bestdm en funktion som &r harmonisk i omradet |z| < 1, [z — 1| > 1, och som antar véirdet 1

pé |z| = 1 samt véirdet 0 pa |z — 1| = 7.

. Bestdm en funktion u(x,y), harmonisk i forsta kvadranten och med randvéirden = 1 pa inter-
vallet |1, 2] av z-axeln, = 0 for 6vrigt. (For full poédng skall svaret vara uttryckt med elementéra
funktioner av reella variabler.)

. Bestdm en funktion u(x,y), harmonisk i omradet {z =z +iy: |z| <1, z #rmed 0 <z < 1},
med randvéirdena u(x,0) =1, 0 <z < 1loch u(z) =0, |z| =1, z # 1.



F. Integration m.m.
F1. Beréikna integralen [, |z — 1||dz|, dar C ér den positivt orienterade enhetscirkeln.
F2. Beriikna [, % déir C &r

a) halvcirkeln i 6vre halvplanet fran 1 till —1,

b) halveirkeln i undre halvplanet fran 1 till —1,

d
F3. Berdkna / : -, ddr C ar den positivt orienterade cirkeln |z — 2 —i| = 1.
cc—1

F4. Berdkna / e® dz, dar C ar halvcirkeln i hégra halvplanet fran —i till 7.
c

d )
F5. Berdkna / ﬁzw dér C &r den positivt orienterade cirkeln a) |z| = 3, b) [z — £| = 1, ¢)
C z
|z| = 2.
. 1—Logz ; . P -
F6. Berdkna — dz, dar C ar kurvan z(t) = 2 + e, -5 <t< 3.
c

z

eZ
F7. Berékna / — dz (positiv orientering).
lz]=1 #

22

F8. Berdkna for olika virden pa det komplexa talet a (Ja] # 1) integralen / = dz, dar C ar

cr—a
den positivt orienterade enhetscirkeln.

2
cos? z
F9. Berdkna integralen / dz (kurvan genomlops ett varv i positiv led).

2|=2 (2 —1)?

2e® + cos z

F10. Om f(w) :jl{ 5~ dz, vad ér da f'(0)?

lz|=1 (z —w)

3

dz, dar C ar den positivt oriente-

F11. Berékna for alla reella @ > 0 (a # 2) integralen / I

o2t —a*

rade cirkeln |z — 1] = 1.
F12. Visa att om w &r harmonisk i hela planet och u(z) > 0 for alla z s& dr u konstant.

F13. Antag att f ar analytisk och |f(z)| < M for |z| < R. Bestdm en 6vre grins for | () (2)| for
|z] <r < R.

F14. Visa att de successiva derivatorna till en analytisk funktion f i en punkt zg aldrig kan uppfylla
olikheterna |f(™ (z0)| > n!n". formulera ett skarpare pastiende av samma art.

F15. Lat f och g vara analytiska i |z|] < 1 och antag att de saknar nollstillen dir, samt att
[f(2)| = |g9(2)| pa |z| = 1. Visa att det finns en konstant o med || = 1 sddan att f(z) = ag(z).

F16. Lat Q vara ett omrade i C. Géller dd att om |f| &r begrdnsad pd randen till Q sd &r f
begriansad i Q27 Bevis eller motexempel! (f antas vara analytisk i ett omrade som innefattar
Q och dess rand.)

F17. Antag att f(z) &r analytisk i |z] < 1 och f(0) = 0. Definiera g(z) = /) for z # 0. a) Visa
z

att g(0) kan definieras s att g blir kontinuerlig fér z = 0. b) Visa att den enligt a) utvidgade
funktionen dr analytisk i |z| < 1. (Ledning: Moreras sats!)

F18. Lat f vara en hel funktion med f(0) = 0. Visa att f &r reell pa den reella axeln om och
endast om f’ ar reell pa den reella axeln.



1
P R— + |2 — 2 —i]) dz, dér kurvan C definieras av
P

F19. Berédkna integralen / (sinz + ze* +—
22 _

) C
2(t) =2 +i+3e, 0 <t < 2m.

3 ; 1
F20. Berikna integralen / (22 sin z + ‘z + f‘ + e % cosz + 7) dz, dar C ar kurvan som
ges av t — z(t) = i(2e2’”t — 3), 0<t<1.
, d
F21. C ar kurvan t — z(t) = e(1+9t 0 <t < 27. Berdikna / e
cz(z+1)
F22. Lat C vara den kurva som definieras av
) t —sint + (1 — cost) 0<t<2or
z =
dr —t +sint — i(1 — cost) 2w <t < d4m.

Berédkna /C %dz.

F23. Integralen ff w™ ! sin w dw tas lings en godtycklig kurva i planet, som ej passerar origo. Visa
att f(z) ar entydigt bestimd for alla z # 0. Ar f analytisk for z # 07 Motivera!

F24. Berékna integralen / 27:, dir C #r kurvbagen z = 2(t) = e, 0 <t < 37”

c R

d
F25. Berédkna integralen / ﬁzl’ dir C #r en kurva som gar fran z = /3 till z = —1 och pa
c <

sé satt att den hela vdgen ligger i 6vre halvplanet och, bortsett fran slutpunkten, utanfor
enhetscirkeln.

F26. Berédkna integralen
2
/C (coszzsinz + Gy — +ez2) dz
dir C dr den slutna kurvan ¢ — 2(t) = (t2 —t + 1)e?™ 0 <t < 1.

2
e

F27. Visa att e®“%% cos(asin f) df = 2 for alla a € R. (Ledning: studera Jo & dz, dar C ar

0
en lampligt vald kurva.

G. Numeriska serier

G1. Undersotk om foljande serier d&r konvergenta eller divergentas:

s Wxlw) x5

n=1 n=1 n=1
Q) i (—1)"sin/n 0 i3"+n222" f i\/nJrlf\/n—l
n=1 (271 + 3)2 n=1 62n —er n=1 \/ﬁ

n=1 ot
. e (_1)7' 00 1n n1/m [e's) . "
DY (e )Y (e g

G2. Antag att Z(fl)”an konvergerar och att 0 < b,, < a,, for alla n. Vad kan sdgas om konver-

n=1

(o)
gensen av Z(—l)"bn? Motivera!
n=1



G3. Bestédm varje reellt tal a sddant att serien

konvergerar.
o0
G4. For vilka reella x konvergerar serien Z nTx"?
n=1
et —1
GbH. Bestdm de virden pa det reella talet a for vilka serien Z ——  é&r konvergent.
- arctane™
oo oo
G6. Berdkna for ¢ > 0 summan Z Z g~ (am+n)
m=1n=1

G7. Visa att det finns ett reellt tal A sddant att

W>IHN_A fOI'N:].72,3,
m n

G8. Sitt U, = Z % Undersdk om Z |U,| dr konvergent.

k=n n=1
oo
G9. Beriakna Z k",
k,n=2
G10. Satt s, = ZZ=1 ar och antag att s, —» s da n — oco. Visa att

. S1ts2+ -+ Sy
lim =3

n—00 n

Diskutera ovanstdende i det fall dd ay = (—1)*.

G11. Lat {a,}22; och {b,}22, vara givna talfoljder. Satt By = Zle bj, Bo = 0. Visa formeln

n—1

Z apbr = ap By — @ Bm—1 — Z Bi(ag+1 —ax), 1<m<n.
k=m

k=m
(Abels partiella summation.) Jimfor med formeln for partiell integration.

G12. Visa med hjilp av Abels partiella summation féljande satser:
Sats a: Om

(i) >°02, up ér konvergent, och
(i) foljden {a,}52 ar reell, monoton och begrinsad,
oo

sd konvergerar serien Z AU,
n=1
Sats 8: Om
(i) delsummorna 22:1 u, av serien Y - u, dr begrinsade,
(ii) foljden {an}o2, av reella tal &r monoton och saddan att lim, o a, = 0,
oo

sa konvergerar serien E Ay Uy -

n=1
o0 Zn
G13. Visa att e*T% = e¢”e¢¥ genom att anvinda att e* = E —-
n!
n=1



H. Funktionsfoljder och funktionsserier

H1. a) Definiera likformig konvergens for en funktionsfoljd {f,}52; pd en mangd M C R.
b) Ar funktionsfoljden {f,}°2 ,, dar f,(z) = ne=""® sin na, likformigt konvergent pa interval-

let [0,1]7
1

¢) Berikna lim ful(z) de.

n—oo 0

H2. Lat fn(z) = n;i T Konvergerar funktionsféljden {f,}52 likformigt pa
a) intervallet 0 <z <1, b) intervallet x > 1 ?
1 1

c¢) Géller att lim fn(z)de = / lim f,(x)dz?

H3. For vilka x existerar lim,_, fn(x) = f(z) och i vilka intervall &r konvergensen likformig, da
fa(2) ges av

77/2[13 1
a) z", b) (1 — a2)", ¢) (1—a2)", d) n3sin3 2 o) %7
n e”L xr __

H4. Ange de méngder M C C i vilka nedanstaende funktionsfoljder konvergerar:

o {2 e o {5}

n!
n ), 4

H5. For vilka komplexa z konvergerar f6ljden {f,(2)}52,, dar

1

= ?
l+z4224-- 420

fn(2)

H6. Visa att f,,(z) = e~"* konvergerar likformigt mot 01 Rez > ¢ for varje 0 > 0. Ar konvergensen
likformigt i Rez > 07

w/2

, 0 <z < m/2. Berdkna lim fu(z) de.

H7. Lat f,(z) = —————
7. Lat fn(x) 2+ (tanz)" W5

HS8. Undersok foljande funktionsserier med avseende pa konvergens och likformig konvergens:

)Y e D) wt-a)
n=1 n=1
H9. Visa att var och en av f6ljande serier representerar en funktion som &r analytisk i hogra
halvplanet:
oo 5 o0 1
a e "= b —_—
2 P

1

H10. Lat fo(z) = 2t 2 (z + 2"

a) For vilka z existerar lim, o fn(2)? Ange gransfunktionen.
2

b) Berdkna lim fn(x)dzx. Motivera ordentligt.

n— oo 1

I. Potensserier

oo
I1. Lat Z un(z — a)™ vara en potensserie och antag att dess koefficienter dr sidana att

n=0

lim LTLH' =
n—o0o |y

Visa att serien har konvergensradien 1/K.



12. Beridkna de tre forsta (icke forsvinnande) koefficienterna i potensserieutvecklingen kring origo
av funktionen

. 1 z zsin z z
a) sin +—, b) exp(1_2>, c)e , d) Log (1 + €7).
oo $4n+1
13. Berdkna summan
= an +1

I4. Hérled en formel for a, i en potensserie >~ a,z", vars summa y(z) satisfierar differentia-
lekvationen zy” + ¥’ —y = 0 med y(0) = 1. Visa att serien ger en lsning pa hela R.

0 n
z
I5. Visa att {or |z| < 1 arlog(1+2) = z:(fl)’”rl —, dér funktionen till vinster ar principalgrenen
n
n=1
av logaritmen. (Ledning: utnyttja satsen om att en potensserie kan deriveras termvis innanfor
konvergenscirkeln.)

o0
16. Visa att for |z| < 1 &r Z ne = —o (Ledning: se foregédende 6vning.)
s (1—2)2
S . . . . 42% 4 w2
17. Ange konvergensradien for potensserieutvecklingen kring origo av prampet
e +e
" e . . . 23 —222+22 .
I8. Bestdm konvergensradien for taylorutvecklingen for funktionen —————— kring punkten
sinmz
1 .
2 + 2.
N . . . . 24+ An?2?
19. Ange konvergensradien for potensserieutvecklingen kring origo av prap—E
e* +e % —

110. Lat f vara analytisk i |z| < 1. Visa att om f(z) = f(—z) for —1 < z < 1, sa innehaller
taylorutvecklingen kring origo av f endast jamna potenser av z.

I11. Lat f vara analytisk i omradet Rez > 0. Visa att det finns komplexa tal {a,}22, sadana att

— (z-n"
f(Z) = 29 , Rez>0.
T; Grom C

I12. Funktionen f &r analytisk for |z| < 1 och f(0) = 0. Sétt f(z) = f(re’) = U(r,0) + iV (r,0),
dér U och V éar reella, r < 1. Visa att

2 2m
/ (U(r,0))° do = / (V(r,0))*do, r<1.
0 0

K. Entydighet, nollstillen

K1. Ange ordningen av nollstéllet z = 0 till foljande funktioner:
a) 22 (ez _ 1) b) esinz _ etanz.

K2. Visa att om f och g dr analytiska i det 6ppna sammanhéngande omradet D och f(z)g(z) =0
for alla z € D, sa ar antingen f eller g identiskt noll i D.

K3. Finns det ndgon funktion f, analytisk i |z| < 1, sddan att

f(%):% f(ﬁ):% k=1,2,3,...

10



K4. Bestdm alla funktioner f som &r analytiska for |z| < 1 och uppfyller

f(%) :]1“%:; k=234, ...

K5. Léat f vara analytisk i |z| < R och sdtt M(r) = supj, =, [f(2)|, 7 < R. Visa att M &r en
vaxande funktion av r och att den &ar strdngt vdxande om inte f &r konstant.

1 1
K6. f ar analytisk i |z| < 1 och ’f()’ < o = 1,2,3,.... Visa att f =0.
n n

K7. Antag att f #r en hel funktion (dvs analytisk i hela C), som uppfyller f(z)f(—z) = f(2?),
z € C, samt f(1) = 1. Visa att f saknar nollstéllen i det inre av enhetsskivan utom mojligen
i origo.

K8. f ar analytisk i hela planet fransett enkla poler i z = 0 och z = 1. Vidare ar f(—1) = 0 och
lim, ,o0 2f(2) = 1. Bestam f.

K9. Funktionen f &r analytisk i hela planet fransett en pol av ordning 3 i z = 2, dértill en pol av
ordning 1 i z = 0 med residu 1. Vidare har f ett nollstélle av ordning 3 i z = 1 och slutligen
giller lim,_,, f(z) = 1. Visa att dessa villkor bestdmmer f entydigt och berdkna f.

K10. Bestam alla funktioner med féljande egenskaper: f &r analytisk i hela C fransett enkelpoler
for z = +i, f(0) =1 och f(z) &r begrdnsad da |z| — co. Slutligen géller

/z=2 f(z)dz =0, /|2=4 2f(z)dz = 4m.

K11. f &r analytisk i hela planet fransett en enkelpol i origo med residu . Vidare dr f(i) = e och
|f(2)] <eY, for |z| > 1, z = z +4y.

Bestam f.

L. Laurentutveckling, isolerade singulariteter

L1. Finn Laurentutvecklingen av f(z) = i0< |zl <1

z(1+ 2)

1
L2. Ange Laurentutvecklingen av f(z) = 179012 i omradet
z z -z

a) 0 <|z] <1 b) 1<zl <2 c) |z > 2.

3
L3. Lat f(z) = Mﬁ Ange den singulira delen (principaldelen) till f i punkten a) z =

-1, b)z=1,

L4. Lat f vara analytisk for Ry < |z —a| < Ry och sitt M(r) = max|,_q—, [f(2)], R1 <7 < Ra.
Visa att om Y a,(z — a)™ ar Laurentserien for f. si géller

M(r
|lan| < ’I"El)7 Ri<r< Ry, nelz.
. . COS T2 ) ) '
L5. Visa att funktionen cot mz = — har enkla poler fér z = heltal. Bestim residuerna.
sin7z

L6. Bestam de singuldra punkterna till funktionen f(z) = (ez — 1)71 och ange deras karaktér.

cosmz — 1
L7. Bestdam alla singulira punkter for funktionen f(z) = ——5——. Ange typen av singularitet
sin® 7z
och bestdm residuerna.

11



L8. Funktionen f(z) = e'/# har en visentlig singularitet i origo. Visa att f antar alla virden utom
noll odndligt manga ganger i varje punkterad omgivning av origo.

L9. Visa att om f &r en funktion som &r analytisk i hela det dndliga planet och som har en pol i
00, sa ar f ett polynom.

L10. Visa att en rationell funktion inte har andra singulariteter &n poler i det utvidgade komplexa
planet.

L11. Visa omvéandningen till foregaende 6vning: om f i det utvidgade komplexa planet inte har
andra singulariteter &n poler, s& ar f rationell. (Ledning: Visa forst att f har hogst dndligt
manga poler i C, subtrahera de singulira delarna fran f och anviand L9.)

L12. Utveckla funktionen f(z) = (2% 4+ 22)~! i en Laurentserie i omradet 1 < |z — i| < V/5.

L13. a) Ange i vilka omraden (z + 3)71(2% + iz + 2) ™! kan utvecklas i Laurentserie kring origo.
b) Ange utvecklingen i det obegrénsade av ovanndmnda omraden.

L14. Visa att funktionen f(z) = cos har en vésentlig singularitet i z = i.

2241

L15. Berdkna residuni z =0 av -
z2¢in z

L16. Funktionen f(z) = —
zsin z

den konstanta termen i denna utveckling.

kan utvecklas i Laurentserie i cirkelringen 7 < |z| < 27. Bestdm

1
L17. Bestdm principaldelen (singuldra delen) i origo av funktionen R —
sinz cosz—1
; . . - . . . z+1
L18. Bestam residuer i samtliga isolerade singulariteter till f(z) = m
z%(e* —

L19. Funktionen f &r analytisk i en cirkelskiva |z| < R, dar R > 1, bortsett fran att f har en
enkelpol i en punkt o med |a| = 1. Visa att

— nf™(0)
OB FeA ()

M. Residukalkyl, berdkning av integraler

1
M1. Berdkna residun av funktionen 2™ sin — i origo,n € Z.
z

iz

M2. Berédkna integralen /
c
a) cirkeln |z —i| =1, b) cirkeln |z 4 i| = 1.

ﬁdz, om C ar
z

M3. Berikna residun av funktionen f(z) = (1 + 2°)~! i punkten z = —i.

M4. Berdkna integralen / —— 5 dz, dir C ér cirkeln [z] = 4.
c 2(z2 —1)?

MS5. Berékna integralen / —dz, dér C ér cirkeln [z = 2.

c(z=1)
M6. Berdkna integralen m, d& C &r den positivt orienterade rektangeln med horn i 2,
c \Z
2+ 24, —2 + 24 och —2.
1 2
M7. Berdkna integralen / %_:_4) dz, dar C &r cirkeln |z — 24| = 1.
e} z

12



w/2
MS. Berdkna integralen /
0

d
x2 a > 0.

. b
a 4+ sin“ x

M9. Berdkna med residukalkyl integralerna

*  dx e dx > 22z
- - - O
) /_oo 1+ 26 b)/o (1+22)3 C)/o @+ 2P a>
> zsinz * cosax
d)[m1+x4dx e)[mx2+b2dm,a,b>0

M10. Berdkna integralerna

oo oo d
a) VT b)/ T 0<a<1
o 1+a3 o (1+xz)xe

M11. Berikna foljande integraler (fran diverse tentamina):

o) . 27 27
rsinx df cosx
—d b - - d
a)/o (22 +4)2 * )/0 2 +sinf + cosf °) 0o V3 +cosx v
0o oS /2 do
d) / _ ¢) / _cosbr g, ) / L
o (a8+1) o (x2+a?) —r/2 2+ sind
~  Jr /2” dz ) /°° z°
V= __d h R — ——dzr, -1 <a<l
g)/ 132 ) o (2+cosz)? i 0o l14+az+22 “ «
0

N. Argumentprincipen, Rouchés sats

N1.
N2.

N3.

N4.
N5.
NG.
N7.

N8.
N9.

I vilka kvadranter ligger rétterna till ekvationen 2% + 23 + 422 422 +3 = 07

Ange antalet nollstéllen i forsta kvadranten till polynomen
a) 25 + 2241, b) 28 + 523 4+ 5.

Ange antalet nollstdllen i hogra halvplanet till polynomen
a) 2t — 22+ 222+ 2 -3, b) 2° — (1 +i)z + .
Visa att bada polynomen har reella nollstéllen.

Visa algebrans fundamentalsats med hjilp av Rouchés sats.
Ange antalet nollstéillen i omradet |z| < 2 till polynomet p(z) = 2% — 223 + 52 + 1.
Ange antalet nollstéillen i omradet |z| < 1 till funktionen f(z) = 22 + e*~ 1.

Ange antalet nollstéllen till funktionen 2% 4+ 4 — 3e%* i den 6ppna kvadrat vars hérn ér 2, —2,
2 + 44 och —2 + 43.

Bestédm antalet nollstéllen i forsta kvadranten till polynomet 27 + 23 + 1.

Antag att f dr analytisk i den slutna enhetsskivan och att Re f(z) > 0 pa randen (enhetscir-
keln). Hur manga nollstéllen kan f ha inne i enhetsskivan?

N10. Bestim antalet nollstéllen i viinstra halvplanet till f(z) = 2%+ 322 + 2z + 1.

N11. Ange antalet nollstiillen i hégra halvplanet till f(2) =2 — 222 + 2% + 77

N12. Bestdm antalet nollstillen for p(z) = 27 + 32° — 622 + 1 i omradena

a) {z:]z] < 1} b) {z: 1 < |z| <2} ¢) {z: Rez >0}

13



Uppsala universitet
Matematiska institutionen

Svar till 6vningsuppgifter i komplex analys
Al. b) A° =0, A= {(z,y) e}R?: 2% + ¢y < 1}

A2. a) oppen, b) varken 6ppen eller sluten, c¢) 6ppen, d) 6ppen, e) varken 6ppen eller sluten, f)
oppen.

A3. a) Nej, inte allmént; b) Ja, alltid.
A4.
Ab5. a) Sant, b)falskt, c) falskt, d) sant.

Bl. a) i, b) —1, ¢) —i, d) % - ﬁ e) —3 +i%, f) e*(cos1+isinl), g) 5= +i-=.

B2. a) f(e—1),b) 1((e+1)cos2+i(e — 1)sin2), c)ﬁ((e—k )y —i(e—1)),

d) sinz coshy + i cosx sinh y
B3. a) In2+n-2mi, b) (2n+1)mi, ¢) (2n+ $)7i, d) In5 —i(arctan 3 +n-27), i samtliga fall n € N.
B4. a) 1In2+4%,b) SIn2+42F, ¢) im, d) —F

B5. a) 2 +mn-2m, b) £(5 —iln(2++5)) + n-2r, ¢) T —iln (100 £ /9999) + n - 27, i samtliga
fall n € N.

B6.

B7. z =In(2km) +i(+5 +n-27), k€ Zy, n € N.

B8. a) 2 —1i, b) 3 —4i, ¢) (2 —1i)exp(—arctan i + 2kw — 1 In5), k € Z.
B9.

B10. Tag den gren som ges av 0 < arg z < 27. D& blir (—1)!1? = —e~7.

x . z T . .
B11. a) Ree® = e ¥ cos (e“C sin y), Ime® =e° “¥Ysgin (e‘” sin y),

b) Re z* = e® M I21=v218 2 cog(y In | 2| + zarg 2), Im 2% = e® 2 12l=v a8 2 5in (y In |2| 4 z arg 2)
Bl12. a) for § <argz < 37”7 b) existerar ej for nagon riktning.
B13.
Bl4. z =

5 ian—l—mr,neZ.

_ T . \/gl
B15. z=—-% +iln \/42: .

B16. z:%—l—%lni%—i—mr,nEZ.

B17. z=+% —iln2+n- 27, n € Z.
B18. Dels finns l6sningarna z = nm, n € Z, dels 16sningarna z = %ln gg:_ﬂ +5+nm,n€Z, me
Z\ {0}.

B19. z =+iln ((Qn—&—%)ﬂ'—k (2n—|—%)27r2—1> +m-m, neZ.

C6. a) v =322y —y3 + 9> +y— a2+ A, Areell; b) v=2xy + B, B reell.

C7. a) v =coszsinhy + A, A reell; b) v = e*(ysiny — xcosy) + C, C reell.



C8. f(z) = 1(1—1i)(22 + A), A reell konstant.

C9. f(z) =iAz+ K, A reell och K komplex konstant.
C10. f(z) = 2% +iaz? + bz +ic, a, b och c rella konstanter.
Cl11. f(z) = —ize 2% + Ai, A reell konstant.

C12.

Cl13. f(2) = —ie*” +iC, C reell konstant.

C14. a) Betrakta %z(f(z))27 b) kan inte vara harmonisk.

C15. f(z) = ae~* + b, a komplex, b reell konstant.
C16. f(z) = 2% + 2i2% — 3iz + ia, a reell konstant.
C17. f(z) = a(iz? 4 2z),a reell konstant.

(2)

C18. f(2) = a1z + as32>.

1—2
D1. T(z) =
() =13
D2. T(0) = —1.
D3. t(z) E elle 3
Ct(z)=—1 r—i
z— 31 1
D4. T(z) = — 2
z—1+1
-2
D5. T(z) = 5 eller =—~. Linjen avbildas pa cirkeln |z +1 —i| =1resp |z — 1 —i| = 1.
—z z
)z — 2a + 2 ~3i)2 — 20— 2i
D6. T(z) = (a+3i)z — 20+ 2% eller (0= 3i)z— 20— 2% (a reell).
z—2 z—2
-2 3
D7. Tex. T(2) = z a \[ forhallandet blir 2++/3 (oberoende av vilen avbildning man viljer).

,2’—2—\/57

1
D8. T.ex. T(z) = # Linjer genon 0 avbildas pa cirklar genom =+1, cirklar |z| = r > 1 pa
z

cirklar i vanstra halvplanet som har +1 som symmetriska punkter.

414 1)z
D9. T(z) = ———.
G =T 3
PN
D10. E lvi — 2iarctanl(z ’L) .
xempelvis f(z) =e 2 PO
. 2miz
D11. Exempelvis w = exp ( 2).
y —

(1+2%)2% —i(1—29)2
(14292 4+4(1 —2z%)%

D12. Exempelvis w =

D13. {z: 0 < argz < 27, z # 0}, dvs hela planet utom intervallet |0, co[ pa rella axeln.

‘p|2 _ a2

D14. Diametern blir 4am.

12 _1y2 —1
D15. Exempelvis w = Z(glﬂﬁ) , dér ¢ = 27-&- och ¢'/2 betdams av 0 < arg( < 27 (dvs
Im¢/? > 0).



1/2 _ %
z ' dir Tm 22/2 > 0.

D16. E lvi = ——
xempelvis w SYCRE

_1+d 3—2

D17. . .
v 3 3+z

D18. Hela forsta kvadranten utom den (slutna) halvcirkelskiva med medelpunkt pa imaginira

14+e—™

axeln, som har en diameter mellan punkterna ¢

D19. Hela C utom intervallet [—1, 1] pa reella axeln.

D20. f(1F%) =i3F (vilj grenen sd att 0 < argw < 2m, dir w = $£;).

zZ—aQa

1
(a reell) samt w = ——.

D21. w=
az+1 z

D22. w= (3a—|—z.)z +d- Z,a, a reell.
(3a—1i)z+3+ia

o
D23. Entydig 16sning: w = me

z— 2

D24. O<a<%ellera>1.

2 i 2
D25. Exempelvis w = S Log (—z(z + Z) )
z

™

3/2 1 iV/3 —
D26.w:<7,déir :Z\[ ZochRe 312 > 0.
3/2
G2 +1 ivV3+z
3 .
D27, w= 21
23—

. 3m
D28. {w: 0 <argw < <}

5 — oim/3 3
D29. Exempelvis w = — () .

2 — e—im/3
3 _ ,in/3
D30. Exempelvis w = i%7 dir ( = ;_%im'
(3—61i)z

D31. Endast en, ndmligen T'(z) =

(3+4i)z+8— 160

() i
D32, w =~ dir Tm/Z > 0.
(V) +i

D33. w = cos % = cosh %

% dz . 3mi ! dzx -1
D34.U/—A021/2(21)3/4,dar14—64</0 W) .

D35. Triangeln med hérn i 0, —i3 och g — i3, dar 8 = B(i, %)

El. a) u(0) =%, D) cirkelbigar genom =i.

2 1—22—y? 1

E2. = —arctan ———— u(0,v2 —1) = =.

u(w.y) = Zaretan ===, u(0, V2~ 1) = 5
1 2492 —-2y2x+1 1 1
E3. = —arct - 2—-1,0) = —-.
u(z,y) —arctan PR — +27u(\[ 0) :



2 2e” si 2 i 1
E4. u(z,y) = ;arctan% = arctan :;ILym, u(ln(v2 + 1), g) =3

1
E5. u:%+2, dir r = |z| = /22 + y2.
n

2—2+4+3 B
272—\/3

1
E6. u(z) = 2+ v3) (ln In(7 — 4\/3))

5r2 —5y? —4— (22 +y?)% 1

1
ET. ,y) = —arct —.
u(z,y) —arctan 6y + 5
2 iz
E8. =—A .
u(2) — Arg N
F1. 8 F2. a)im, b)—in.
F3. 0. F4. 2¢sin 1.
23 1 1
F5 a)0, b)m «¢)0. F6. g(arctan 5735 In 5).
F7.  2mi F8.  2miae® for |a| < 1,0 for |a| > 1.
F9. —27misin 2. F10. 2ms.
o . n n!MR

F14. T.ex.: Det finns inte nagon foljd {a,}>2,, dir a, > 0 och a, — oo, sddan att
| £ (20)| > nlal.

o
F19. % F20. —2mi.
27
P21 2m -l St L F22. —ine.
1 1
F23. Jal F24. 1 (2i arctan 3 + In 3).
o 47
F25. —. F26. —.
12 3
G1l. a) Divergent, b) konvergent, ¢) divergent, d) konvergent,
e) konvergent f) divergent, g) konvergent, h) konvergent,
i) divergent, j) divergent, k) konvergent, 1) konvergent.

G2. Inget bestdmt kan ségas.

G3. a = 4 ger konvergens.

G4. —1 <z > 1 ger konvergens.

Gb5. a < 1 ger konvergens.

G6. Summan blir 1/(2% — 1) (produkt av tva serier).

G7. Gor en uppskattning med en dubbelintegral (eller med tva enkelintegraler). A = In4 duger.
G8. Nej, den divergerar.

G9. Summan blir 1 (summera forst 6ver n for fixt k).

G10. Gransvardet kallas Cesdro-summan for serien och vad som skall visas ar att for en konvergent
serie blir denna summa lika med den "vanliga” summan. Serien Y -, (—1)* &r divergent, men
dess Cesarosumma dr dndlig, lika med —%.



G11. By — Bj_1 = b, inséittes i _ a,by,, och en enkel omskrivning ger resultatet.
G12. «) (Abels konvergenskriterium): Satt By, = Zle u; 1 G11, och visa att Y po ; Bi(agt1—ax)
ar en (absolut) konvergent serie, eftersom dess delsummor blir begrinsade.

B) (Dirichlets konvergenskriterium): By, = Z?Zl u; och sedan ungefir som i a.

H1. b) Nej. c)0

H2. a) Nej. b) Ja. ¢) Ja.

H3. a) Konvergens for —1 < 2 < 1. Likformig i [—a,a], om 0 < a < 1.
b) Konvergens for || < v/2. Likformig i [~v/2 + ¢, —¢] och [§,v/2 — §] om €, > 0.
¢) Konvergens fér x = 0 och |x| > v/2. Likformig for |z| > V2 +¢, € > 0.
d)

e) Konvergens for x > 0. Likformig for |z| > €, om € > 0.

Konvergens for alla « € R. Likformig pa varje dndligt intervall.

H4. a) Konvergens endast for z reell.
b) Konvergens endast f6r z = 0.

¢) Konvergens for alla z € C.

H5. Konvergens for |z| # 1 och z = 1.

H6. Nej.
™
H7. —.
8
HS. Likformig konvergens pa R.

a)
b) Likformig konvergens pa a < |z| < b, dir 0 < a < b < v/2.

H9.
0, 2<—(14+v2),z>v2-1,
1
H10. a) lim fo(2) =1 3, r=v2-1, b) 0.
n—oo
%, “1-V2<ax<V2-1.

2. a)sinl,cosl,(cosl—3sinl, b)1,1,3, ¢)1,1,4 d) 2,

o[

i

INIE

I3. %arctanx + iln 1 i— i, (Jz] < 1).
14. a, = (nl')2

I7. 3?71—

o

19. 27.



K2.

K3. Nej.
142
z+1
244523 — 21224232 -8
K9. f(z) = 22 .
iz?

K11. f(z) =ie % /2.

1
Ll = —1)ntim,
Z+HZO( )z

1 s 1 2n—1
L2. a) o + ; ((—1)" + 4n+1> & 3 (0 pol av ordning 1 med residu %)
e 1)n e z2n—1
DD rmm t s
n=0 n=0
(o)
-1 —4" 1
c) Z ( )4 i (0o hdvbar singularitet).
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L6. Residuerna = —.
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L7. Enkelpoler i 2min med residu = 1 (oo &r ej isolerad singularitet).
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L14. a)|z|<1,1< (2| <2,2< |z <23, |2 > 3.
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b) f(z) = Z (a(=3)" + Bi" + ~v(—2i)") - Zn% dir o = 735(11 + 3i), B = 55(—1 — 3i) och
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v = 35(—2+ 3i).
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L19. z = 2kmwi (k heltal # 0) enkelpoler med residu ByTERcR 1



0, n < 0 eller n > 0 och udda,
M1. Residu = (—1)F
M2. a) 7/e, b) —me.
M3. i/6.
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M4. 27i(1 —cos1 — 5 sin 1).

omi
M5 " forn > 0 och 0 for ovrigt.
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N1. Tva i andra och tva i tredje kvadranten.
N2. a) Ett nollstéalle. b) Tva nollstéllen.
N3. a) Tre nollstéllen i hogra halvplanet, varav ett reellt. b) Sammalunda.
N5. Fem nollstéllen (dvs alla).
N6. Tva nollstillen. (Obs att Rouchés sats inte kan anvéndas direkt.)
N7. Ett nollstélle.
N8. Tva nollstéllen.
N9. Inga.

N10. Tva nollstillen (argumentprincipen).

N1

N12.

1. Tva nollstéllen (Rouché).

a) Tva nollstillen.  b) Fem nollstéllen.

c¢) Fyra nollstéllen.



