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iv

FORORD

Vid omarbetandet av denna problemsamling har vi huvudsakligen an-
vént oss av tva killor: tentamensskrivningar, som givits for tva betyg i
fil. kand.- och @mbetsexamen under de senaste tio aren, och problem,
som sammanstillts for seminariedvningar vid Lunds Universitet. Dess-
utom har utnyttjats ett 50-tal problem ur Matematisk problemsamling,
2-betygskursen (Lund 1942).

Forsok har gjorts att indela problemen i kapitel efter deras innehéll och
kapitlen i orubricerade avsnitt. Ett stort antal problem ligger pé griansen
mellan tvad omraden och kunde kanske lika vil ha hort till det ena som
det andra, men vi har dock ansett att en ansats till systematisk uppdelning
kan vara virdefull.

Till svdra och metodiskt intressanta problem har korta anvisningar
lamnats i samband med svaren.

Lund i januari 1954.

Lars Hormander Lennart Sandgren
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Ekvationsteori och komplexa tal

Om ej annat framgér av formuleringen forutsittes att alla ekvationer i detta avsnitt har komplexa koefficienter .

1. Visa, att om a, b, c, d &r fyra punkter i det komplexa talplanet, vilka ligger pa en cirkel, s& dr dubbelfor-

hallandet =% =4

c—b d-b

reellt. Bevisa ocksd omvindningen.

2. Vilken kurva beskriver punkten w = 11 i lZZ i det komplexa talplanet, d& z genomldper cirkeln |z — 1] = 1?

3. Visa, att da z i det komplexa talplanet beskriver cirklarna |z| = a (a # 1), sd beskriver w = %(z + Z)

1 1 1 1
konfokala ellipser med halvaxlarna 5 (a + 5) och E‘a - 5‘. Vad blir orten for w, oma = 1?

4. a dr ett komplext tal med |a| < 1. Sétt f(z) = 74

az — 1
|z| = 1, samt berdkna f (f (z)).

. Visa, att [f(z)| < L om |z] < 1 och [f(z)] = 1 om

5. Beriikna real- och imaginirdelen av log(1 + z), dir z = e™/3.

6. Visa, att det nodvindiga och tillrackliga villkoret for att de komplexa talen z;, 25, z3 i det komplexa

talplanet skall vara horn i en liksidig triangel ér, att z]2 + z% + z% = 2120 + 2023 + 2321

7. Rétterna till ekvationen x* + 8x> + ax? + bx + 12 = 0 bildar en kvadrat i det komplexa talplanet. Beriikna
a och b.

8. Nollstillena till ett fjardegradspolynom P (z) bildar i det komplexa talplanet en romb. Visa, att nollstillena
till derivatan P’ (z) ligger pa den lingsta diagonalen.

9. Rétterna till tredjegradsekvationen P(x) = x> + px + ¢ = 0 (p och g reella) ir i det komplexa talplanet
horn i en triangel. Visa, att om en ellips inskrives s att den tangerar triangelsidorna i mittpunkterna, s&

dr nollstillena till P’ (z) brinnpunkter i ellipsen.

10. Angiv nddvindiga och tillrickliga villkoret for att ekvationen med reella koefficienter x3 +ax? +bx+c = 0
skall ha tva komplexa och en reell rot, som alla ligger pé en rit linje i komplexa talplanet.

11. Visa, att om alla nollstillen till polynomet P(z) har positiv realdel, s& giiller detta ocksa for P’ (z).

12. Uppdela x** — 2x" cos n¢ + 1 i reella faktorer av andra graden.

2 4
13. Bilda den tredjegradsekvation med hogsta koefficienten = 1 som har rétterna 2 cos —ﬁ, 2 cos —ﬂ, och

7 7
2cos b
7
, 1 1 1 . .
14. Visa, att — 2" w2 3, 2 ar ett heltal och angiv detta.
(s1n7) (sinT) (sinT)
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

Rotterna till en n-tegradsekvation (n > 2) bildar i det komplexa talplanet en regelbunden n-hoérning.
Bestim ekvationen dé ett horn ligger i origo och summan av rétternas kvadrater dr n.
n—1
. . kar n
Visa, att I—[ sin - = T
k=1
Rotterna till ekvationen x” + alx”’l + ... +a, = 0kallas xq, x,, ..., x,,. Visa, att
A+x)(L+x3) - (1+x2)=(1-ay+ag—...)%+ (a; —az +as —...)°
Visa, att om ett polynom P (x) divideras med (x — a) (x — b), s att resten blir lineér, sa &r den
(x=b)P(a) = (x —a)P(b)
a-b
savida a # b. Vad blir den om a = b?
Ekvationen x”* — ax — b = 0 har rétterna xq, x5, ..., x,,.Visa, att
nb
(xp —x2) (x) —x3) - (x —x,) = (n = Da+ Y
for X1 # 0.
Bestiam de positiva hela n for vilka ekvationen

(x+ D)l x4 1 =0

har multipla rotter samt angiv dessa rétter och deras multiplicitet.

av rotterna till ekvationen x3 + 3x + 11 = 0.

x
Berikna den symmetriska funktionen Z £
2+x,
vER
Ekvationen x> + px + g = 0 har rotterna xy, x5, x3. Sok den ekvation vars rotter ir (x; —x,)2, (x5 — x3)2,

(X3 — X1 )2.

Kalla rotterna till ekvationen x3 — 2x2? + 2x + 3 = 0 for x, x,, x3. Bestim den ekvation vars rotter ir

2 2 .2 3.3 1
Xy + X5, X7 + X3, X7 + X5.

3
Berikna vérdet av produkten H (y; — Xz), ddr y; ir rétterna till ekvationen y> + py? + ¢ = 0 och x;
ik=1
rétterna till ekvationen x> + px + ¢ = 0.

3

Sk nodvindiga och tillrickliga villkoret for att en av rotterna till ekvationen z3 + az> + bz + ¢ = 0 dr

lika med produkten av de bada andra.

Sk nodvindiga och tillriickliga villkoret for att produkten av tva rotter till ekvationen x* + ax3 + bx? +
cx + d = 0 ér lika med produkten av de bada andra.
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217.

28.

29.

30.

31.

32,

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

I ekvationen z3 + az? + bz + ¢ = 0 ir koefficienterna reella. Bestidm de villkor som a, b och ¢ skall vara

underkastade for att ekvationens alla rotter skall ha absoluta belopppet 1.

2

n
. . X X N . -
Bevisa, att ekvationen 1 + x + ot = 0 har en reell rot om »n dr udda, och ingen om » &r jamnt.

Visa, att ekvationen apx” + a;x"~! + --- + a,, = 0 med reella koefficienter har minst en rot mellan 0 och
do a wg Gl

1omfornag0tp>0gallern+p er. +p+1 >

X X X y . -
— + =+ + - + — = 0 har en reell rot om » dr udda, och ingen om # &r jamnt.

Bevisa, att ekvationen 1 +
1! 2! n!

For vilka reella p och ¢ giller, att realdelarna av rotterna till ekvationen x3 + px + ¢ = 0 ligger mellan —1
och +17? Tolka villkoret i ett pg-plan.

De 2n talen ay, a,, ..., a,, bildar en monoton talfoljd. Visa att polynomet

(x—ay))(x—az)...(x —as,_1) +b(x—ay)(x —ay) ... (x —ay,)

for varje reellt b har sina nollstillen reella, och att de ar olika om foljden {a;} &r strdngt monoton.

Lat P(x) vara ett reellt tredjegradspolynom med tre isolerade reella nollstéllen. Visa, att ekvationen
P’ (x)2 = 2P(x)P” (x) = 0 saknar reella rotter.

Visa, att om det reella polynomet P (x) har alla nollstillen reella s ar P’ (x)2 — P(x)P” (x) > 0.

Visa, att ekvationen 7" + a;z"~ ! + ... + a,, = 0 har alla sina rotter absolut mindre eller lika med det storsta
av talen 2|a,|, 2la,|'/2, ..., 2la,|'/".
Visa, att x" — |a1|x”’1 - |a2|x"’2 — ... —la,| =0, dir inte alla a; = 0, har exakt en positiv rot x;. Bevisa,

att alla rotter till 27 + a, 2%~ ' + a2 + ... + a,, = 0 har absolutbeloppet < x;,.

Visa, att om ekvationen x3 + 3axZ + 3a%x — x + b = 0 har alla sina rotter reella sd ir differensen mellan
den storsta och den minsta roten mindre in eller lika med 2.

Lt x; < x5 < ... < x, vara nollstillena till ett polynom P(x), och 13t rotterna till P'(x) = 0 vara
Y1 <Yyp < .. Visa,atty; —x; <x, —y,omn > 2.

P(x) &r ett polynom med heltalskoefficienter. Visa, att P(x) = 0 ej kan ha heltalslosningar, om bade P(0)
och P(1) dr udda tal.

For vilka virden pé det hela talet n har ekvationen nx® — 11x* — 5x3 — 11x? + n = 0 nagra rationella
rotter? Bestdm dven dessa.

En kubisk ekvation med reella, rationella koefficienter har en imaginir rot a + bi, dir a och b ir reella
och b idr rationellt. Visa, att ekvationen har en rationell rot.
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Determinanter och lineira ekvationssystem

42,

43.

44,

45.

46.

47.

48.

49.

1 1 1 ... 1 1
by a; a a ap
Berikna |by by a» a, a,
b] b2 b3 bn a,
ri+x a+x a+x a+x
b+x r+x a+x a+x
px)=|b+x b+x rz3+x a+x
b+x b+x b+x r, +Xx
Visa att ¢ (x) &r en linedr funktion av x och med hjilp dérav att ¢(0) = W dir f(x) =
(ri =x)(rp = x) ... (r,, = x).
X a ay .. a,
aj X ay a,
Berdkna|a; a, x a,
aj a das X
a b c d
Visa, att b a —d = (a® + b% + % + d?)2.
-c d a -
-d —-c b a
1 ¢ €2 ¢3
. 1 €2 ¢* ¢° .. f.
Visa att 1 3 6 o |7 125 dir € ér en femte enhetsrot # 1.
1 €t €8 12
Bevisa, att
2cos 1 0 0 0
0 2cos 1 0 0
0 1 2cos b 0 0 _sin(n+1)0
............................................... sin 0
0 0 0 2cos 6 1
0 0 0 1 2cos

dir n = determinantens ordning.

En determinant kallas skevsymmetrisk, om man alltid har a,, =
determinant av udda ordning alltid har vérdet noll.

—a,,. Visa, att en skevsymmetrisk

a; dp ap

" . a, a a,._
Beriikna determinanten | 7 “1 n-1
ay as a
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50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

Berikna den determinant av n:te ordningen, dar
1

Uk = TR (i,k=1,2,..,n).

Berikna den determinant av n:te ordningen, i vilken

ay = (HI;C_ 1) (i, k=1,2, .., n).

a; (1 <i<n,1<k<n)iérelementen i en determinant D. Bestdm det minsta tal m s& beskaffat, att av
ay =0f1fori, k=1, 2, ..., m méaste folja att D = 0.

I en determinant av ordningen # &r alla element = 1 utom n — 1 stycken som dr = 0. Visa, att hur dessa
nollor &@n dr placerade sa &dr determinantens virde 0, 1 eller —1.

Visa, att den matris som framkommer av en matris av rangen r genom strykning av i rader och k kolonner
harenrang > r —i — k.

X1 Y1 4
X2 Y2 22
X3 Y3 23

Anvind den geometriska betydelsen av determinanten D = for att bevisa, att

DI < (0} + 33 +2D) (03 + 33 +23) (03 +)3 + 23).

Nir giller likhetstecknet?

Bestdm for alla virden pa a och b antalet 16sningar till ekvationssystemet
a’x+5y+z=>b
ax+ (a+3)y+3z=0
x+2y+2z=0.

Undersok for olika véirden pé a antalet 16sningar till ekvationssystemet
X+y+z+w=1
ax+y+2z+3w=a+?2
a’x +y+ 222+ 32w = (a+2)>?
Ax+y+232+33w=(a+2)3.

D3 odndligt ménga losningar finns skall dessa anges explicit.

Los for alla virden pa a och b ekvationssystemet
ax+y+z+w=0
b+ 1)x+3y+4z+5w =0
x+by+z+w=0
X+2y+3z+4w =0.

apand by, k = 1, ..., n dr tvé talsviter sd beskaffade, att for varje talsvit x;, kK = 1, ..., n, som uppfyller
villkoret Y| azx; = 0, géller Y. byx; = 0. Visa, att by = Cay fork = 1, ..., n, déir C ér en konstant.
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Derivator

1

60. Funktionen f(x) ir definierad genom f(x) = e > forx # 0, £(0) = 0. Visa, att f (x) har kontinuerliga
derivator av varje ordning for alla reella x samt berikna £ (0).

61. Omf(x) = sin% forx #£0,f(0) = 1,sd dr F(x) = f(;f(t) dt kontinuerlig. Bevisa, att denna funktion ar
deriverbar for varje x och beriikna F’ (0).

2 2
62. Tranformera uttrycket % - % genom att inféra s = x — y och # = x + y som oberoende variabler.
X Y
9%z *x 0’z o ,
63. Transformera uttrycket — + 2——— + —= genom att inféra s = e* + ¢” och t = ¢* — ¢ som nya
x? oxdy = dy?
oberoende variabler.
e e . . . . d(u,v) .
64. u och v dr tvd ganger kontinuerligt deriverbara funktioner av x och y. Om D = a0.y) # 0 visa att
d(D.v) _ oD ’
d(x,y) ~ du’

d(xD,yD, zD,uD)

65. Bevisa, att A0y 210

=3D4% dirD = xu — yzZ.

66. Sattforx; > 0,x; + x5 + ... + X, = E1, X0 + oo + X, = E1E0, o X, = €185 .. &, Berdkna

d(xl,xz,... ,xn)

d(é’l’gZ?""gn).

67. Sittx; =rcosf,x; =rsinf;...sinf;_jcos6;, 2<k<n-1),
X, =rsinfy...sin6,_,sin6,_;. Berdkna

d(xl, XDyees xn)
d(r, 01, ey Hn,l)'
Olikheter
68. Bevisa olikheten y — 1 > logy (y > 0). Anviind denna olikhet pd talen a;, a,, ..., a, (a; > 0), for att visa
n

att om - ,; a; = 1 s dr %fay ---a,, < 1. Bevisa med hjilp hérav olikheten

_aita .. +a,

n al ...an S n
for godtyckliga a; > 0. Nér giller likhet?
69. a;, a,, ..., a, dr godtyckliga positiva tal. Visa, att
ay+a+ ...ty 1
n - l(i L1, L)'
n\a; a, T a,

Nir giller likheten?
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70.

71.

72.

73.

74.

75.

X1, X, x3 drtrereellatal, 0 < x; < 1(k =1, 2, 3). Kan produkterna xx,x3 och (1 —x;)(1 —x,) (1 —x3)

1
samtidigt vara > 3 ?

1 1\x+3
Bevisa olikheterna (1 + ;)x <e< (1 + ;)Hz, dix > 0.

Visa, t.ex. med trapetsuppskattning, att
! + ! < ! + ! + .+ ! +...< ! + !
m 2m?2 m?2 m+D?2 T m+m)?2 T m o m?’

dér m dr ett tal > 0.

. 1 dx .. o . 1
Bevisa, att om f(a) = f ,dirO0<ac<l,sa arf(i) < f(a) <f(0).
O avx+(1-a)l-x
. ) o dx "
Visa, att integralen f, Tx N+ —a) < 2 for alla a.

Funktionen f (x) &r positiv och kontinuerlig for 0 < x < 1 och fol f(x)dx = 1. Visa, att

( folf(x) cos axdx)2 + ( folf(x) sinaxdx)2 <1

for alla reella a.

Gransviarden

76.

77.

78.

79.

80.

n
Berikna gransvirdet lim E arctan — .
n—oo = n2

Bestidm konstanten b sa att

1 1 1 3
—+...+%—b\/ﬁ, n=12 ..

n= =%
i o2

a

blir en konvergent talf6ljd.

) . : 1 “tldx 141 -
a dr ett positivt tal. Visa, att 1 < J - < 5(5 o ) och med hjélp hirav att
r}i_)nolo(l+—+. +——10gn)

existerar och ar storre dn E men mindre dn 1.

1
Beriikna grinsvirdet lim (\/T V24t Jn) en

n
Bestdm talet a sé att lim ne V" Z eV existerar andligt och dr # 0. Beriikna i detta fall grinsvirdet.
n‘oco
k=1
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81.

82.

83.

84.

85.

86.

87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

Ju—

Rétterna till ekvationen e* = nx betecknas med a,,. Visa, att

Jim a, logn = 1.

1 0
Talen 6, ar bestdimda av log2 = 1 — 3 + 3~ + (-1t 7” Visa, att r}l)rgo 0,, existerar samt berdkna
detta gransvirde.
Visa, att lim cOS & - COS = ... COS m = sin 2a
) n—oo a 2 “ee 2}'1 = Za

1 1
Talfoljden a;, a,, as, ... definieras genom a, = 5‘“ +3a,_,4 (ao > _§)' Visa, att talfoljden dr

konvergent och berikna dess griansvirde.

Bevisa, att den talf6ljd som definieras genom x,,,; = T (x; > —1), dr konvergent och berikna dess
n

gransvirde.

Visa, att om a, a,, as, ... ar en talfoljd saddan att r}ggo a,, och r}ggo n(a,,1 — a,) existerar, s& méste det

senare grinsvirdet vara = 0.

ay, a,, as, ... ar en godtycklig talfoljd. Visa, att for varje positivt heltal £k > 1 géller

Jim (a, + a1 + - + ag,) <logk - lim na,

lim (a, + a,.1 + - + ay,) =logk - lim na,.

n—0oo n—0o0

iy
x2 —xy+y?
Angiv nddvéndiga och tillrdckliga villkoren pa p och g for att f (x, y) skall vara kontinuerlig i hela planet.

fx)

X

En funktion f (x, y) definieras utanfor origo genom f (x,y) = och i origo genom f(0,0) = 0.

Funktionen f (x) &r deriverbar for x > x och }131010 f/(x) existerar = A. Visa, att xh_)rgo existerar och dr

=A.

Funktionen f (x) dr deriverbar for x > x och )}Ln(’)lo (f(x) + f/(x)) existerar = A. Visa, att f (x) = A och
f(x) >0ddx - oo.

Funktionerna yq (x), ..., y,(x), ... ir jaimte sina derivator kontinuerliga och uppfyller fo6ljande villkor:
1) y,(0) =0forallan
2) funktionsfoljden yj, (x) + y, (x) konvergerar likformigt mot 0 for 0 < x < 1,dd n - oo.

Visa, att y,,(x) och y;, (x) ocks& konvergerar likformigt mot 0 f6r 0 < x < 1 d&d n — oo.

Bilda funktionsfoljden (x = 0) f| (x) = VX, /> (x) = Vx + VX, f3(x) = Vx + Vx + V... Bestim lir%(nli_)rgofn(x))

och lim (lir% £, (x)). Ar foljden £, (x) likformigt konvergent for 0 < § < x < oo resp. 0 < xco?
= x>

Berikna for p > 0 grinsvirdet lim n” Z k~1-p,
k=n
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9.

95.

96.

97.

98.

99.

100.

101.

102.

103.

Berikna hm a Z 1;
= n(log

a—+0 n)1+a

(e}
Bestim a s4 att x%e* f e~ dt far ett fran noll skilt gransvirde, dd x —» oo, och angiv griansvirdet.
X

Bestim lim fn (1 - f)nx” dx, dér p @r ett positivt heltal
n-co Jo n ’ :

X sin xt

Visa, att 11m f —tzdt =1.

dx.

)
Beridkna hm L fﬂ st nx
~ logn X

Studeta funktionsfoljden f, (x) = ; n=1,2,3,..forx > 0. Visa, att f,, (x)

1 +x?°
funktion f (x) men att konvergensen inte &r likformig. Visa dven att

i [ a0 dx = [ S
En funktionsf6ljd f,, (x) definieras av
n’x for0<x <
- 2 .1
Su(X) =421 - n?x f0r5<x5
0 for 2 <x<1
n

Visa, att f,, (x konvergerar mot en kontinuerlig funktion dd n - oo,
men att lim,,_, fo fa(x)dx # fo lim,,_, ., f, (x) dx. Didremot giller

n_wofbfn x)dx = fa lim,,_, o f, (x) dx for 0 < & < 1.

a
d
Berikna integralen f S N (a > 0). Visa med hjilp av resultatet att
0 Vyx(a—x)

L JOE ),
Y ra-n

om f (x) dr en kontinuerlig funktion.

Funktionen f(x) &r kontinuerlig for 0 < x < 1. Visa, att

lim flf(?zdt — £(0).

x—-+0 Jx

Visa, att om funktionen f (x) &r kontinuerlig och > 0ia < x < b, sd existerar

S

jim ([ v )

och = maximivirdet av f (x) i intervallet (a, b).

konvergerar mot en
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Oindliga serier

104. For vilka védrden pé a konvergerar serien

i (10gn+] a
n=1

105. a och b ér positiva tal. Nér konvergerar serien

X 1,1 1
E a5+b+l +"'+b+n r’

n=0

106. For vilka x och y konvergerar serien

9
Z« 1 +n) log(1+n’y)'
107. For vilka virden pa a konvergerar serien
) : :
1 1
n=

2 (1 +ag Tt n—a)nlogn

108. Ar foljande serier konvergenta eller divergenta?

o0 1 o)
a) Z (logn)logn Z logn loglogn

1

1
+ .+
lom 10" + 1 10m+1 — 1
termer med nimnare, som i decimalsystemet innehaller ndgon nia. Visa med hjilp dérav, att om man i

den harmoniska serien utfoér samma strykning, sé blir den erhdllna serien konvergent.

109. Uppskatta storleken av det tal man far, om man i summan —

stryker alla

1 : :
110. Lét a,, a,, ...vara de positiva rotterna till ekvationen tan 7rx = T och beteckna med {a,,} avstdndet fran
a,, till ndrmaste mindre hela tal. Konvergerar eller divergerar serien

[ee]

D ta,}?

n=1

- 1
111. For vilka a konvergerar serien Z (—l)"( log n ; )a?

n=1

1y

112. Ar serien konvergent eller divergent?

= J_+( 1)n
113. Ar serien i (—1)”ﬂ konvergent eller divergent?
' 27 nr g gent?

114. I den harmoniska serien dndrar man termernas tecken s, att pad p positiva termer foljer g negativa. Belir
den nya serien konvergent eller divergent?

10
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115.

116

117.

118.

119.

120.

121.

122.

123.

124.

125.

126.

127.

128.

Bevisa, att serien
. sin2x sin3x  sindx
sinx — + -

2 3 4

ar konvergent for alla reella virden pa x.

o0

N . . x"logn
For vilka x-vidrden konvergerar potensserien Z ?
n=2

nn+1)°

o] n2
For vilka x konvergerar Z x" (1 + %) ?

n=1

o (2n)!
For vilka reella x konvergerar serien Z (2n) x"?
= (n!)?

o0
ap, as, as, ... ar en foljd av positiva, monotont avtagande tal. Visa, att om Y. a,, divergerar si &r
n=

. ay+az+...+an,_
llm 1 3 2n—1 :1
n=00 dy +dy + ...+ ayy,

[ee] o0
Y a, dr en konvergent serie med positiva, monotont avtagande termer. Visa, att Y na2 ir konvergent.
n=1 n=1

Visa, attoma,, > 0 (n = 1, 2, 3, ...) & monotont avtagande och ’}1_)11010 a, = 0, sa &r serien

i(—l)”al +ay+...+a,

n=1 &

konvergent.

Visa med exempel, att i uppgifterna 119, 120 och 121 forutséttningen om monotonitet 4r vésentlig.

Talen ay, a,, as, ... r positiva. Visa, att de bada serierna ), a, och Y log(1l + a,,) konvergerar och
n=1 n=1
divergerar samtidigt.

o0

. . o o a

Bevisa, att om ) a2 ir konvergent, s& konvergerar ocksi E 7”
n=1

Talen a,, och b,, ir positiva och a,b,, = n~2. Visa, att minst en av serierna ¥ a, och Y b,, ir divergent.

" . . a no. . . . -
Talen a,, &r positiva och lim (—’”1 ) existerar = k. Visa, att serien ) a,, ir konvergent om k < e¢~! och
n—0o0 an

divergent om k > e~ 1.

Uy

. . . 2 o e o o,
En reell serie Y u,, dr konvergent. Visa, att om Y uz; ocksa ir konvergent, sd konvergerar dven Z 5

1+ uj

a
Serien Z e _"n konvergerar for ett visst reellt, dndligt x-vérde. Visa, att serien d maste konvergera for
varje reellt x # positivt heltal.

11
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129.

130.

131.

132.

133.

134.

135.

136.

137.

138.

139.

140.

141. f(x) =

12

. &, x3n 1 2 _x x\/—
Visa, att Z G = §e + ge 2 cos—

Undersok for vilka x serien Z ( + % + ..+ %)x” ar konvergent och bestim dess summa.

o0
Berikna den funktion, som representeras av potensserien Y a,x",dirag =1,a; =2,4a,, = a,_1 —a,_»

n=0
forn =2, 3, ...

Bestdm de positiva virden pa r, for vilka 5t Z r" cos nf dr konvergent, och berikna seriens summa.
n=1

) n
Funktionen f x) har potenserieutvecklingen f (x) = Z a,x" for |x| < R. Sitt s,, = Z a;- Bevisa, att
fx)
Z St = —— for Ix| < det minsta av talen 1 och R. Genom att anvinda denna sats pa en lamplig

funktion f(x), bestdim Z (=)k (Z) , ddr a dr ett godtyckligt reellt tal.
k=0

o0
1
Berdkna summan av serien Z - dar k dr ett heltal > 0.
n=k+1 n k

.. R < 1
Beridkna summan av serien Z _
= n'(n+2)

o0
. o 1 a?
Berikna med anvidndning av att Z il summan av serien

a 1 1 1 1
2 o T3t i3t )

n=1

o0 o0 1
Beridkna summorna Z
n=1

n
————— och —_—.
@n2—1)2 n; n(4n? - 1)2

1 1
Bestim Z Py dédr summationen gar 6ver sddana heltal n, for vilka . har en dndlig utveckling i decimalbrik.

. - -t . , e
Visa, att Z ———— dr likformigt konvergent for x > a > 0 men inte for x > 0.
= xn(lo

logn)

0g1+x )

Visa, att serien 2 ar likformigt konvergent for O < x| < k < 1 och 1 < K < |x|. Undersok

om serien ar hkformlgt for 0 < |x| < L resp. 1 < |x|.

N 1
Z (x +n)?

n=1

1
for 0 < x < 1. Bevisa, att [ f(x)dx = 1.
0
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o0

142. f(x) = )

n=1

logn
n

sin % Undersok om f(x) dr kontinuerlig och om f” (x) existerar.
n

143. Visa, att

[eS) 2 o
144. Berikna med hjilp av att Z iz = % den bestidmda integralen [ log(1 —e™) dy.
n=1" 0

Integraler

[ee]
cosx
145. Visa, att den generaliserade integralen f 5 dx @r konvergent.
b VX

146. For vilka virden pé a dr fx“ sin x dx konvergent, resp. absolut konvergent?
0
T o
147. For vilka virden pa p och g ar f(sinx)l’ (1 — cosx)? dx konvergent? Askéadliggor resultatet i ett pg-plan.
0
S
148. For vilka vdrden pé a dr f % dx konvergent?
b I+x

149. For vilka vérden pé p och g konvergerar f eP*x9 sinx dx?
0

sinx 4 .
dx dr konvergent eller divergent.

150. Undersok om integralen J Y@ —sinx)

151. For vilka virden pa a konvergerar integralen

xa+]

oo
f —zcosxdx?
0 1+ x-@

152. Visa, att om f'(x) — 0 monotont, dd x — co, och fooof(x) dx konvergerar, sd maste xf (x) —» 0, ddx — oo.
Visa didremot att xf (x) - 0 monotont inte medfor att integralen konvergerar.

153. Funktionen f(x) &r deriverbar for x = 0 och kontinuerlig for x > 0. Vidare &r integralen fooo f(x)dx
konvergent. Visa, att

wa(X) AN

0 x4

ar konvergent for 1 < a < 2.

154. Berikna integralen f (exl_ T~ —xZ) dx.
0

13
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155.

156.

157.

158.

159.

160.

161.

162.

163.

164.

14

Berikna integral _ 1).
erdkna integralen J 572 — 27050 (rl # 1)
T 21
Berikna integralerna f L och f - dx —.
i a+ ibcosx o a+ibcosx + icsinx
T 1
Visa, genom att dela upp integrationsomradet i intervallen (0, 1) och (1, o), attf l(jrg x2 dx = 0. Berdkna
b X
med hjdlp hdrav
o~ logx
fo o) dx.
a a
Beriikna integralerna [ logsinxdx och [ logcosxdx.
0 0
Berikna med hjilp av f %C dx = % foljande integraler
0
.2 . 4 . 4
o sin”x o sin” x o sin”x
a d b d c dx.
)f_oox2 x )J._oox2 ' )f—wx4 X

Beidkna med hjilp av fe‘xz dx = g integralen
0

fooo e~ cosh 2x dx.

Visa, att funktionen f (x) = uppfyller integralekvationen
1-x
1 f(x)dx
fy) = ;_J; T—xy
for-1<y<1.
Bevisa, att det existerar en identitet av formen

H 2 X 2 1 2
fe_t 21 dr = CIe" dt — =e ™ P(x),
0 0 2

dir C idr en konstant och P(x) ett polynom. Bestdm C och P(x).

- f(bx)

Funktionen f (x) &r kontinuerlig och f(x) — 0, dd x — oo. Berdkna Frullanis integral ff(ax) T dx
0

sin*

al dx.

(a och b > 0) och med hjélp hérav integralen f 3
o X

Funktionen f (x) ér kontinuerlig for alla reella x. Vidare ir xll)r& f(x) =hoch xl_l;r_noo f(x) = k. Visa, att

I -y =fGc—b)dx = (a=b)(k — h).
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165. En kontinuerlig funktion f (x) (# 0) har egenskapen att integralerna f f(x) dx och f xf (x) dx bada &r

konvergenta och har virdet noll. Visa, att f méste byta tecken minst tvd ganger. Generalisera!

* 1 1/2
166. Visa, att for a > 0 ar fe‘“xz dx = = ( z) och hirav att
5 2\a
sz”e‘xz dx = (2n — 1)!!771/2
on+l !
0
Ange #ven virdet av fxz’” Le=** dx.
0
® e _ ]
167. Berikna integralen f ———dx(az=0).
o X
168. Berikna integralen f arcta—nzax dx (a > 0).
b (1 +x°)x

oo _ a2
169. Visa, att f e cos xtdt = \l?e % (y > 0).

Multipelintegraler

—(x-y)?

170. Berikna integralen ﬂ 1:1(—4_)2 dxdy over hela planet.
x+y

x2
171. Berikna dubbelintegralen ﬂ e (y+7> dxdy over forsta kvadranten.

2_ .2
172. Berikna dubbelintegralen ﬂ Pan dxdy utstriackt over omradet 0 < xy < 3,0<y—-x <2 (x,y = 0).
x2 +y2

173. Berikna integralen ﬂ dxdy over den del av forsta kvadranten dér xy > 1.
(

xZ +y2)xy -1

174. Berikna ﬂ % over omradet utanfor cirkeln x2 + y% = 1.
XT+y

11
B dxdy
175. Beridkna OIJ m

176. Bestim niir [[ ¢~ (Ax*+2Bx+Cy%) dxy konvergerar och beriikna dé dess viirde.

177. Ekvationen Ax? + 2Bxy + Cy? — 1 = 0 betyder en ellips. Beriikna [[ (x> + y?) dxdy dver omrédet
Ax? + 2Bxy + Cy? < 1.

15
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178. Funktionen f(x,y) dr definierad som summan av avstdnden frdn punkten (x,y) till brinnpunkterna i

yz
e e
utstrickt over ellipsen.

ellipsen = 11i ett rétvinkligt koordinatsystem (a > b). Berikna integralen [[ f(x,y) dxdy

179. Berikna [f 02 dxdy, dir D ir en cirkelskiva i xy-planet med radien 1 och g #r avstindet mellan punkten

D
(x,y) i cirkeln och en fix punkt beldgen pé avstandet a fran cirkelns medelpunkt.

180. Med f(x,y,z) betecknas kortaste avstandet frin punkten (x, y, z) till klotytan x% + y? + z2 = 1. Berikna
integralen [[[ f(x,y,z) dxdydz utstrickt ver omradet x> + y? + z% < 1.

181. Funktionen f(x,y,z) definieras som avstdndet fran (x,y, z) till den nirmaste sidoytan av en kub med
kantlingden a. Berikna integralen [[[ f (x,y,z) dxdydz tagen over kuben.

182. I xy-planet idr givet en cirkel med radien a. Fran den variabla punkten (x,y) drages tangenterna till cirkeln,
de bildar vinkeln v med varandra. Berdkna ﬂ' (v — sinv) dxdy utstriackt dver det yttre av cirkeln.

183. Funktionen f (x,y) dr definierad som summan av avstdnden fran punkten (x, y) till punkterna (-1, 0) och
(1,0). For vilka virden pé p konvergerar [[ f (x,y)? dxdy utstriickt dver hela planet.

184. f(x) dr positiv och kontinuerlig for x > 0 och f f(x) dx ar konvergent och har virdet A. Berikna

[ [ f(a®x* + b?y?) dxdy, om bade a och b ir skilda fran noll.
00

185. f(x,y) ar en kontinuerlig funktion, positiv for (x,y) # (0, 0) och positivt homogen av graden k > 0, dvs.
ftx, ty) = t*f (x,y) om ¢ > 0. Berikna

I f (x.y) dxdy
JI dxdy

dir bada integralerna tas 6ver det omrade dar f (x,y) < 1.

1
186. Man vet, att [ f(x) dx = 0. Visa, att di méste fdx f f(x)f (y) dy ocks4 vara noll.
0

1 1 X y
187. Visa, att om [ f(x) dx = 0 och f (x) ér kontinuerlig sé giller [ f(x)dx [ dy [ f(z)dz < 0, sévida inte
0 0 b "0
f(x)=0.

11 11
188. Visa, att om [[ f(x,y) dxdy > 1 s& dr ocksd [[ f(x,y)? dxdy > 1.
00 00

Linjeintegraler
. 2x(1-¢) e .. . . e
189. Bevisa, att dx + dy ir en total differential och berdkna linjeintegralen
(1+x2)2 1 +x2

2x(1 —¢&Y) e’
d
[T v e @

16
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190.

191.

192.

193.

194.

195.

196.

langs en kurva frén (1, 0) till (0, 1).

(y—-1dx - (x—1)dy
X2 +y2—2x-2y+2
ochradiena) = 1,b) = \/5, c)=2.

Berikna linjeintegralen f i positiv led lings en cirkel med origo som medelpunkt

Vilka virden kan linjeintegralen

(LD (x —2y)dx + (2x + y)dy

x2 +y?

(-1,-1)
antaga, om man foreskriver, att integrationsvégen inte skir strdlen y = x, x > 0.
xydx + (1 +x2 -y)dy

V1 +x2

Visa, att f = 0, dér C &r en sluten kurva, som dr symmetrisk med avseende pa
C

y-axeln.

Berikna linjeintegralen

flog(y +yx2 +y2) dx + log(x + x2 + y2) dy,
c

dir C dr en kurva som forbinder (1,0) och (0, 1).

Beriikna linjeintegralen [ (e*Y —y) dx + (¢**Y — 1) dy lings en halvcirkelbdge ovanfor x-axeln fran origo
till (1, 0).

Om funktionen f (x, y) forutsittes, att den pa cirkeln x> + y2 = 1 ir konstant och att den dir satisfierar
. of of N . ¥, af of , .. .
relationen x x +y 3y = 1. Berékna linjeintegralen f ix dy + dy dx lings cirkeln.
. .. o 2 . o . du u
Funktionen u(x,y) dr konstant pa parabeln y = x=, och satisfierar pd denna kurva relationen 9y =

1 + x2. Berikna linjeintegralen f % dx lings parabeln frén origo till punkten (1, 1).

Differentialekvationer

197.

198.

199.

200.

Differentialekvationen y” + yf (x) + g(x) = 0 ir given. Visa, att tangenterna till samtliga integralkurvor i
punkter med samma x-virde gar genom en punkt.

. NPT oy s . . dy X
Bestdm den fullstdndiga 16sningen till differentialekvationen x(x—1) oY TS

1
Visa, att varje partikulédrlosning har ett och endast ett minimum. Upprita den genom punkten (5’ O)

iintervalletO < x < 1.

géende integralkurvan.
Los differentialekvationen y” — 2y” + y = xe~.

Bestim de A-vérden, for vilka ekvationen y” — 2y” + 1y = 0 far en icke forsvinnande 16sning, vilken blir
= 0 for x = 0 och x = 1. Vilka dr motsvarande 16sningar?

17
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201.

202.

203.

204.

205.

206.

207.

208.

209.

210.

211.

212.

18

Bestdm de 10sningar till differentialekvationen

dty d¥y  d*y _dy

— —2—=+4+2—=-2—=+y=0,
dx* dx3 dx? dx "7

som &r begrinsade for alla x och gér genom punkten (0, 0).

Bestim den fullstindiga 16sningen till differentialekvationen

y — (’;)ay(”‘l) + (;)azy“l‘z) — o+ (=D)"a"y = eP*,

dir @ och B ar konstanter.

4 2
Los differentialekvationen dy + 2ﬂ +y = xsinx.
dx*  dx?
2
Los differentialekvationen ng + 2x@ -2y =logx.
dx2 dx
x

Ekvationen y” + f (x)y” + xy = 0 har en 16sning y = ¢ (x) med ¢ (0) = 1 och en annan I&sning y = e? ™),
Bestdm f (x), ¢ (x) och den fullstindiga 16sningen.

Bestidm de funktioner y och z av x, som uppfyller differentialekvationerna
dy
Ir +y-2z=0

dz D A
a+y+4z—e .

Bestim speciellt den 16sning, for vilkeny =z = 0,ddx = 0.

. . . . . %u  0%u  0%u
Bestim alla funktioner u av r = \/xz + y2 + 72, vilka satisfierar ekvationen Au = TSttt =
0x dy 0z

Bestdm dérefter alla funktioner u(r), vilka satisfierar ekvationen Au = g, dér ¢ &r en konstant.

Bestim ortogonaltrajektorierna till kurvskaran e* cosy + x = C, dir x och y ér réitvinkliga koordinater.

Bestim ortogonaltrajektorierna till hyperbelskaran x> — 4xy — y? + Cx = 0. (Ritvinkliga koordinater.)

Det finns en funktion f(¢) sé att

fx=y)((x +3y)dx — (3x + y)dy)

blir totala differentialen av en funktion F(x,y). Bestdm f(¢) och F(x,y).
Los differentialekvationen 1 + y’2 + 2yy” = 0. Upprita den 16sning, som for x = O har y = 1 och y’ = 0.

Bestim de funktioner f (x), som har egenskapen att for varje x foljden f (x), f/(x), f” (x),... bestar av
termerna i en aritmetisk serie.
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213.

214.

215.

216.

217.

Bestdam alla funktioner f (x), som dr kontinuerliga jimte forsta och andra derivatorna och som uppfyller
ekvationen .
£ + 26 () = [(2f7 (1) + £ (1) + 2¢") dt.
0

Angiv speciellt den funktion, for vilken £(0) = f'(0) = 0.
Bestidm den kontinuerliga funktion f (x), som uppfyller ekvationen

) =1-2%-42+ [B+6(x—1) - 4(x - ))f (1) dt.
0

Funktionen f, som ér tva génger kontinuerligt deriverbar, uppfyller funktionalekvationen f (x + y) + f (x —
= 2f (x)f (y). Bestdm funktionen f.

Funktionen y = V1 + x2log(x + V1 + x2) satisfierar en lineiér differentialekvation av forsta ordningen.
Anvind denna till hdrledning av MacLaurins serie for y. Nir konvergerar serien?

Bestdm en potensserie y = Z a,x", som satisfierar differentialekvationen xy” +y’" —y = 0 med

begynnelsevillkor y(0) = 1. Bev1sa att de operationer, som utforts med den oédndliga serien vid koeffici-
entberdkningen, &r tilltna for alla védrden pa x.

Maxima och minima

218.

219.

220.

221.

222.

223.

224,

225.

226.

Undersok den extremala karaktdren i punkten x = y = z = 0 av funktionen 2 cos(x +y +z) + ™ + €Y% + €%,
Bestim extremvérdena av funktionen (x + y + z)e‘<x2+y2+zz).

Vilket plan genom linjen x = 1, y + z = 2 avskér av positiva oktanten en tetraeder av minimal volym?
S6k storsta och minsta virdet av funktionen 3 + x — x2 — y2 i omradet 2x2 + y2 < 1.

Bestim de punkter pa ytan x2" + y2* + z2 = | (n positivt heltal), som ligger pa minsta och storsta avstand
frén origo O i det ritvinkliga systemet Oxyz.
2 22

X
S6k maximum av avstindet mellan origo och en variabel normal till ellipsoiden — + <> 2 +—= =1
a c

(Ritvinkliga koordinater.)

I en rektangel med sidorna a och b inskrives en fyrhdrning med ett horn pa varje sida i rektangeln. Visa,
att de fyrhorningar som har minsta mojliga omkrets, ar parallellogrammer med sidorna parallella med
den givna rektangelns diagonaler. Berdkna den minsta omkretsen.

erikna storsta avstindet fran en punkt pa ellipsoiden x2 + 2y% + 4z = 1 till planetx +y + z = 1.
(Rétvinkliga koordinater.)

Berikna minimivérdet av arean av triangeln OPQ, da hornet O ligger i origo, hornet P &r punkten (1,1, 1)

och hornet Q genomloper skérningslinjen mellan planen x + 2y + z = Soch y — x + 1 = 0. (Rétvinkliga
koordinater.)

19
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Geometriska anviandningar av differential- och integralkalkylen

Om ej annat framgér av formuleringen forutsittes att alla koordinatsystem i detta avsnitt &r ritvinkliga.

227.

228.

229.

230.

231.

232.

233.

234.

235.

236.

237.

238.

239.

240.

20

Bestiim orten for fotpunkterna av normalerna fran origo mot tangenterna till kurvan y = x2. Konstruera
orten och berikna ytan som begrinsas av orten och dess asymptot.

Konstruera kurvan (x2 + y2)2 = axy? och berikna den inneslutna ytan.

2 2

C dr krokningscentrum till punkten P pé ellipsen x_2 + z—z = 1. Q ir en punkt sadan att 00 = PC, dir O
a

ir origo. Bestdm ytan av den slutna kurva, som Q beskriver, di P beskriver ellipsen.

P @r en fix och Q en variabel punkt pa en tva génger kontinuerligt deriverbar kurva. Kordan PQ och

kurvbégen PQ begrinsar en yta Y. Bevisa, att lir% - = 1—K2 dér s dr bagen PQ och K ér kurvans krokning
5s—-0 §

i punkten P.

y = f(x) ar ekvationen for en kurva i ett snedvinkligt koordinatsystem, vars basvektorer har ldngden 1
och bildar vinkeln ¢ med varandra. Bestdm krokningen i en punkt (x,y).

C idr en sluten konvex kurva med kontinuerligt varierande krokningsradie R. Lingden av C dr L. Visa, att

or < maximum av R och att likhet endast intréffar om C &r en cirkel.

Visa, att ytan av en ellips dr mindre 4n eller lika med 7R R,, didr R; och R, ér ellipsens krokningsradier
i andpunkterna av tva konjugatdiametrar.

Frin medelpunkten till en liksidig hyperbel xy = k? drages radius vektor till en rorlig punkt pé lurvan.
Med radius vektor som diameter konstrueras en cirkel. S6k enveloppen till alla s uppkommande cirklar.

Sok ekvationen for och upprita enveloppen till de cirklar, som gar genom origo och vilkas medelpunkter
ligger pa parabeln y? = 2px.

Sok enveloppen for polarerna till punkterna p kurvan y = x% (@ > 1) med avseende pé parabeln 2y = x.
Bestdm ocksa orten for polerna till tangenterna.

Sok enveloppen till de rita linjer, for vilka summan av kvadraterna pa avstinden till punkterna (—1,0)
och (1,0) ar = 4.

Betrakta alla ellipser, som har tvd givna punkter F'; och F, som brinnpunkter. Sok enveloppen for
sammanbindningslinjerna mellan krokningscentra till lillaxelns och storaxelns dndpunkter.

22

B2

Stk enveloppen till de ellipser — + i 1, vilkas yta dr konstant = A.
a

Visa, att enveloppen till alla parabler med fix styrlinje och med brannpunkterna beldgna pa en fix cirkel
ir tva parabler med brannpunkterna i cirkelns medelpunkt.
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241. Berikna den volym, som inneslutes mellan de tre ytorna

x2 y2 )C2 2

z=0, z= —
272 )

m

242. Axlarnatill tva cirkulédra cylindrar med radien r skir varandra under vinkeln . Beridkna den gemensamma
volymen.

243. Beriikna volymen av den kropp, som begriinsas av ytan x> + y? = 5z och planetx + y + z = 1.

244. Beriikna de bada vol innesl Ilan andragrad SR S PR GO S S
. Berikna de bada volymer, som inneslutes mellan andragradsytorna o + %) + 2= oc o + 2 oL
245. En yta alstras av en variabel ellips, som har sitt centrum i origo, sin konstanta storaxel av lingden 2a
utefter z-axeln och stindigt skiir cirkeln z = 0, x2 + y2 = ax. S6k ytans ekvation och storleken av den

volym, som den innesluter.

246. Med V betecknas den del av rymden, diir koorinaterna uppfyller olikheten |z| < (x% + y? + z2)%. Angiv
de vérden pa a, for vilka volymen av V blir dndlig, och berdkna volymen for sidana virden pé a.

Plan geometri

247. P, P, och Py idr tre punkter pd en parabel. Ytan av den triangel, vars horn ér Py, P, och skidrningspunkten
mellan tangenterna i P; och P, kallas T, och analogt definieras 7,5 och T3. Visa, att om P53 ligger

mellan P och P, sd dr

248. Enrit linje [, vrider sig kring en punkt Py, och en rit linje /, vrider sig med samma vinkelhastighet kring
en punkt P,. Vilken &r orten for skdrningspunkten mellan /; och /,
a) om linjerna vrider sig i samma riktning
b) om linjerna vrider sig i motsatt riktning?

249. Betrakta de parabler, som gir genom hornen i en triangel ABC. Bestdm orten for tangeringspunkten pé
den tangent, som &r parallell med AC.

250. En cirkel gar genom vertex av en parabel och skir den i ytterligare tre punkter. Visa, att parabelnormalerna
i dessa punkter rdkas i en punkt.

251. Konstanterna a och b har sddana vérden, att kurvorna y = x2 och xy = ax + b skir varandra i tre reella
punkter. Bestam ekvationen for den cirkel, som gér genom dessa punkter. (Rétvinkliga koordinater.)

252. Visa, att om tva av en liksidig hyperbels skdrningspunkter med en cirkel dr diametrala p& hyperbeln, sa &r
de bada andra diametrala pa cirkeln.

253. Tre icke urartade kégelsnitt gér genom tva punkter P; och P,. Tvé och tva har kégelsnitten ytterligare en
gemensam korda. Visa, att dessa kordor gar genom en punkt eller &r parallella.

254. Visa, att orten for centrum till de kégelsnitt, som gar genom fyra givna punkter, ir ett kdgelsnitt genom
mittpunkterna pa de sex sammanbindningslinjerna mellan de fyra punkterna, tagna tvé och tva.

21
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255.

256.

257.

258.

259.

260.

261.

262.

263.

264.

265.

266.

267.

268.

269.

Visa, att varje kégelsnitt, som gar genom hornen i en rétvinklig triangel och i den réta vinkelns spets
tangerar hojden mot hypotenusan, ér en liksidig hyperbel. Sok orten for medelpunkten.

En parallellogram dr given. Visa, att skdrningspunkterna mellan tva godtyckliga ellipser, som tangerar
alla parallellogrammens sidor, bildar horn i en parallellogram med fixa sidoriktningar.

Bevisa, att tva ellipser med samma medelpunkt alltid har ett par gemensamma konjugatdiametrar.

En ellips tangerar en hyperbels asymptoter och skir hyperbeln i fyra punkter. Visa, att tva av de kordor
som forenar dessa fyra skdrningspunkter &r parallella.

P och Q ir tva yttre punkter till ett kigelsnitt. R dr skdrningspunkten mellan tangentkordorna till P och Q.
Visa, att konjugatdiametern till riktningen PQ gar genom R.

Tva kigelsnitt har en brinnpunkt F' gemensam, / ir en rit linje genom F. Visa, att polerna till / med
avseende pé de bada kégelsnitten ligger pa en rit linje genom F.

Sidorna i en triangel ABC tangerar ett kiigelsnitt i punkterna A”, B’ och C” (A’ p& BC osv.). P ir skir-
ningspunkten mellan linjerna AB och A’B’. Q ir skérningspunkten mellan A’B’ och CC’. visa, att PQ
och A’B’ ir harmoniska punktpar.

Visa, att ett kdgelsnitt dr entydigt bestimt, om man kénner polarerna till tvd punkter i planet och antingen
en punkt pa kigelsnittet eller en tangent till det.

En cirkel C har sin medelpunkt i en parabels brannpunkt. Visa, att polarerna till parabelns punkter i
avseende pé C tangerar en fix cirkel.

Tva koncentriska ellipser 4r givna. Visa, att om P ir en variabel punkt pd den ena ellipsen sa tangerar
dess polar med avseende pé den andra ellipsen en fix ellips.

Konstruera asymptoterna till en hyperbel, om man kinner deras riktningar och tre punkter pa kurvan.
Till en hyperbel kdnner man tre tangenter och en asymptot. Konstruera den andra asymptoten.

Ett kdgelsnitt 4r givet genom fem punkter. Konstruera skidrningen mellan kégelsnittet och en rit linje
genom en av dessa punkter. Anvind detta fOr att konstruera polaren till en godtycklig punkt.

Ett kigelsnitt dr givet genom fem tangenter. Konstruera dess medelpunkt.

Ett kédgelsnitt dr givet genom tre tangenter och pa tvd av dem tangeringspunkterna. Konstruera tange-
ringspunkten pa den tredje tangenten.

Rymdgeometri

Om ej annat framgér av formuleringen forutsittes att alla koordinatsystem i detta avsnitt &r ritvinkliga.

22
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270.

271.

272,

273.

274.

275.

276.

2717.

278.

279.

280.

281.

282.

283.

284.

28s.

En ljusstréle med riktningstalen (1, 2, 2) reflekteras mot planet 3x + 4y + z = 0. Sok riktningstalen f6r
den reflekterade strélen.

Bestdm de rita linjer, som skér linjerna x =y = 0 och x = 1, z = 0 under 60°:s vinkel.

Positiva axlarna i ett rdtvinkligt koordinatsystem projiceras ortogonalt pa ett plan. Ndr kommer projektio-
nerna att bilda lika vinklar med varandra?

Enhetsstrickorna pé de tre axlarna i ett riatvinkligt koordinatsystem i rymden projiceras pa ett plan. Visa,
att summan av projektionernas kvadrater &r 2.

4
uy, ty, uz och uy ir de vinklar, som en rit linje bildar med rymddiagonalerna i en kub. Visa, att 3 cos? u;
1

ar konstant = ‘3—‘.

De tva rita linjernaz = 0, 2x —y — 1 = 0 och z = 0, 3x — y — 2 = 0 projiceras centralt frdn punkten
(1, 0, 1) pa yz-planet. Bestdm projektionernas ekvationer.

Finns det nagot virde pé a, for vilket planen 4x + 7y + z = 3, x + ay — 2z = 2 7x + 10y + az = 4 gar
genom samma réta linje?

F, F,, F5 och F, ér sidoytorna i en tetraeder. Vektorn n,, dr yttre normal till F; och har storleken lika
med ytan av F. Bevisa, attn; + n, + n3 +ny =0

Fran en punkt P pé ytan av en sfdr drages tre kordor PA, PB och PC vinkelrita tva och tva. Visa att
PA? + PB? + PC? ir konstant.

Frén vilka punkter i xy-planet kan man se hela den riita linjen y = 0, z = ¢, om sfiren x? + y? + z2 = r2
(r < ¢) dr ogenomskinlig.

Angiv i determinantform ekvationen for den sfér, som dr omskriven kring en tetraeder med hornpunkterna
(-xia yis Zl)’ l = 192’ 3’ 4~

Bestim ett klot som &r ortogonalt mot de fyra kloten
2 +y2 42 =1, x2+y?+22+27 -2y +4z=3,
x2+y2+zz+2x+2y+2z=9, x2+y2+z2—8x+4y—4z=—3.

2

Bestim ekvationen for den sfir, som gér genom cirkeln x> + y? = 1, z = 0 och skir sfiren x% + y + z2 +

2Ax + 2By + 2Cz + D = 0 langs en storcirkel.

Visa, att punkterna (0, 0, 0), (0, 3, 0) och (0, 0, 6) med en kongruenstransformation kan overforas i
(1,2, 1), (3, 3, 1) och (-1, -2, 3). Bestdm de badda mojliga transformationerna.

(x’,y’, ') ér spegelbilden av punkten (x, y, z) i planet ax + by + cz + d = 0. Uttryck x, y', 2’ i x, y, z.

x-a -b_z-c. e . . .
=7 = —dren linje i ett ratvinkligt koordinatsystem. Angiv analytiskt den kongruenstrans-

l m
formation, som bestér av vridning ett halvt varv kring denna linje.

23
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286.

287.

288.

289.

290.

291.

292,

293.

294.

295.

296.

297.

298.

299.

300.

24

For vilka véirden pa parametern a dr omradet
lax +2y +z/ <3, |(I1+a)x—-3y+z <2, |x-5y—-az <1

andligt, och vad dr dé dess volym?

2 2 2
Ellipsoiden x_2 + Z—Z + Z—2 — 1 = 0 skdres langs en ellips av planet Ax + By + Cz = 0. Berikna ellipsens
yta. a4 ¢
Visa, att orten for mittpunkterna av de kordor i en ellipsoid, vilka gar genom en fix punkt, dr en ellipsoid.

Visa, att tangentplanen till en tvdmantlig rotationshyperboloid skir asymptotkonen i en ellips med konstant
lillaxel.

x2 y2 2
Berikna volymen mellan ellipsoiden — + == + — = 1 och tangentkonen fran en punkt (xq, ¥, 2g)

o a?  b> 2
utanfor ellipsoiden.

Visa, att tangentplanen till en tvimantlig hyperboloid begriansar en konstant volym tillsammans med
asymptotkonen.

. . x? y2 72 . . o .. x-—8
Sok vinkeln mellan de tangentplan till ellipsoiden Ttz v = 14, vilka innehdller linjen — g =

y-3 z-2

3 7 2
Bestidm ekvationen for den kon, som genereras av normalerna frin origo mot de gemensamma tangent-
2y 2 2oy 2
planen till ellipsoiderna ) + 2 + 7= 1 och el + 5 + re i 1

Genom en fix punkt O pa snittlinjen mellan tva givna plan drages tvd mot varandra vinkelrita linjer OA
och OB, en i vardera planet. Visa, att normalen i O mot planet OAB genererar en andragradskon.

Tva ritvinkliga koordinatsystem har samma origo. Visa, att de sex axlarna ligger pa en andragradskon.

Visa, att varje rotationskon med centrum i origo skiir ytan 3x% — y> — z2 — 12x + 9 = 0 i plana sektioner.

En rotationshyperboloid har z-axeln till axel och linjen x = az + b, y = cz + d som generatris. Skriv upp
dess ekvation.

Sk ekvationen for den yta som uppkommer, di kurvan xz = a2, y = 0 roterar kring linjenx = y = z.

En ellips har storaxeln 2a och lillaxeln 2b. Dess medelpunkt ligger i origo och dess storaxel utefter linjen

= = % = % i ett rdtvinkligt koordinatsystem. Sok ekvationen for den yta, som uppkommer, om ellipsen

l
roterar kring storaxeln.
232
Vilken yta alstras av en rit linje, som ror sig sd, att den skiér z-axeln och hyperbeln z = 0, — - o 1
22 a
samt tangerar den hyperboliska paraboloiden 4z = — — b_z?
a
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Svar och anvisningar

Ekvationsteori och komplexa tal
2. Cirkeln |w — 2 +i] = 2.
3. Strickan fran 1 till —1 beskriven tva génger.

4. f(f(2)) =z

5. Relog(l +7) = ~ log3, Imlog(1 +2) = = + 2nar.
£ 2 %% 6

6. Betrakta den ekvation, vars rotter ar zy, z, och z3.
7. a=24,b=32.
9. Satsen dr riktig dven for en allmin ekvation av 3:e graden med komplexa koefficienter.

10. 243 —=9ab +27¢ =0, 3b — a? > 0.

Pl
11. Anvénd partialbréksuppdelningen av 2 ((ZZ)).
n—1
2k
2 _ -
12. l_[ (x 2x cos ((p +— ) + 1).
k=0
2mik
13. x3 +x2 —2x — 1 = 0. — Bilda forst den ekvation, vars rotter ir ye=¢€ 7 ,k=1,...,6,0och observera att
1
Vi + " dr rotterna till den sokta ekvationen!
k
14. 8. — Skri ! = 2 h anvind foregdend ift
. 8. — Skriv T = Sk, Ochanvind foregiende uppgift.

(sin—)2 1 — 08 ——

I5. (1+2)"=1.

n

16. Utga fran uppdelningen av £ i linedra faktorer.

z-1

18. P(a) + (x —a)P’(a).

20. Forn = 3(2k + 1),diark = 0, 1,2, ... har ekvationen dubbelrotterna = _1—
21. 7.

22. y3 + 6py? + 9p2y + 4p> + 274> = 0. — Visa forst, att (x; — x5
23. x3 +16x+9=0.

25
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24. —p3g(1 +p +q).

25. cla-1)2+(b-c)?=0.
26. a*d = c>.

27. c=+1l,la—c| <2,b =ac.
30. Bilda t.ex. derivatan av funktionen e‘x(l + 1 + ..+ —)

31. p+1>ql.

33. Derivera!

’
34. Anvind partialbréksuppdelningen av }; ((;)) .
35. Infor & = x + a.
P’ (x)

38. Anvind partialbréksuppdelningen av

P(x) "
1
40. n=0,x =0ellern = 4,x = 7, x = 2. — Observera, att ekvationen ir reciprok.

2’

Determinanter och lineira ekvationsssystem

42. 11 (ay - by).
k=1
44, (x + iaj)(x —a))(x—ap)...(x —ay,).

45. Multiplicera determinanten med sig sjalv.
46. Determinanten dr en Vandermondes determinant.

47. Induktionsbevis.

49.

—

(al +ar€i+...+a, 6?‘1 ) dér €, dr de n:te enhetsrotterna. Ledning: Visa forst, att alla dessa parenteser

—

i=
ar faktorer.

nl[(n-D1...11]°
2n)!...(n+ 1)!

50. Virdet ar

kolonner.

. — Detta bevisas med induktion genom att man subtraherar rader och

51. Virdet dr 1. — Beviset analogt med foregdende problem, om man anvéinder Pascals triangel.

n - n+
52. m = z + 1 omn dr jimnt, m =

1 ..
5 > om #n dr udda.

26
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55. Likhet dé vektorerna (x;, y;, z;) dr vinkelrdta mot varandra eller ndgon ir noll.

56. En 16sning for a # -2, 2, 3, ingen losning for a = +2, b # 0, odndligt ménga 16sningar for a = 3 och for

a=+2,b=0.

58. Oma # b, b # 1 endast I6sningenx =y =z =w = 0.
Oma # b, b = 116sningarnax =0,y = w, z = —2w.
Oma = b # 1 16sningarnay = x, z = —(4a + 1)x, w = 3ax.
Oma = b = 1 I8sningarna x = z + 2w, y = =2z — 3w.

Derivator

60. £ (0) = 0 for alla n.

61. F'(0) = 0.
3%z
62. 4——
2 2 2
63. 202 072 | pO2

ds2 dsot ar?

66. Funktionaldeterminanten dr = & ’1"1 & 3‘2 &l

67. Funktionaldeterminanten r = 7"~ ! (sin 8 )" 2(sin 65)"~

Olikheter
68. Da alla qg; ir lika.

69. Da alla g; dr lika. — anvind Cauchy-Schwarz’ olikhet.

70. Nej.—Visa attx1x2x3(1 —)Cl)(l —Xz)(l —X3) <

L
64

3..8in0,_,.

73. Visa att f (a) dr konvex och symmetrisk med avseende pd a = %

74. Anvind Cauchy-Schwarz’ olikhet for integraler.

75. For godtyckligt b &r

1 1
cosh ff(x) cosaxdx + sinbff(x)
0 0

Bestim maximum av forsta ledet, da b varierar.

Gransvirden

1
76. 5

1

sinaxdx = ff(x)cos(ax —-b)dx < 1.

0

27
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3
77. b= 3
79. €3/2,

80. a = —%. Grinsvardet = 2.

81. Visa forst, t.ex. med hjilp av figur, att a,, - 0.

1
82. 5

o

83. Multiplicera med sin -

84. lima, = 1. — Visa, att talfdljden dr monoton.

85. limux, = 2. - Visa, t.ex. att x,,, i monoton.

86. Anvind lima,, = a; + i (a,.1 —a,).
n=1

87. Infor b,, = na,,.
88.p=20,g=20,p+qg—-2>0.
91. Bilda funktionsftljden z, (x) = €y, (x).

92. lin(l) (Jim f,(x)) = 1, lim ( liII(l) f.(x)) = 0. Alltsa ar foljden f, (x) ej likformigt konvergent for 0 < x <
X X
oo, ddremot for 0 < § < x < oo.

93.

S =

94.

—_

95. a = 1. Gréansvirdet = %
96. p!.

97. Partialintegrera tva ganger!

1

98. 3

9. fx)y =1for0<x < 1,f(1) = %,f(x) = 0for 1 < x. D& f(x) &r diskontinuerlig dr konvergensen inte
likformig.

Oindliga serier

104. a > 1.

28
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105. a < -.

106. x + [y| < —1.
107. a < 1.
108. a) konvergent. b) divergent.

109. Antalet termer i den angivna summan, vilkas nimnare inte innehéller ndgon nia &r = 8 - 9. Summan av
1

dessa termer dr d& mindre @n § - 9™ - Ton
110. Serien &r divergent.
111. a > 0.
112. Serien dr divergent.
113. Serien dr konvergent.
114. Divergent for p # g, men konvergent for p = g.
115. Anvind Abels lemma!

116. |x| < 1.
117. |x| < l
e

118. —= <x<

FN -
FN -

120. Visa forst att na,, — 0.

121. Visa, att termernas absolutbelopp gér monotont mot noll.

1 1
122. Motexempel till 119: a,; = T G2kl = ek (Grinsvirdet = 0).
1 1
Motexempel till 120: a;3 = 2= forn + k3.
k+1 k

Motexempel till 121: a1 = 0, ayy = g2+ 1) Tog 2k’

124. Anviind \%"\ < %(a% + =)

127. Anvind —2 =y — 0
1+ u? 1+ u?

128. Anvind Abels lemma.

29
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1 -
130. |x| < 1. Summan = log(—x)'
x—1
1+x
131, —.
x2—x+1
-2

132. r<1.S = .
d umman 2(1 = 2rcos 0 + r2?)

a-—1

133. Summan = (—1)"( "

).—Anv’cindf(x) = (1 -x)4.

1,1 1 1
134. —(—+§+...+—).
135. 1.

136. — - 3.
137. 5 och 5 —2log?2.

138. =.
140. Serien &r inte likformigt konvergent for |x| < 1 resp. |x| > 1.
141. Bevisa, att serien ir likformigt konvergent.

142. f(x) dr kontinuerlig och f” (x) existerar och &r kontinuerlig.

2

a7
144, — 7.
Integraler

146. Konvergens for —2 < a < 0 och absolut konvergens for -2 < a < —1.
147. p+2g+1>00chp+1>0.
148. -2 <a<?2.

149. p=0,-2<g<0Oellerp <0, -2 < gq.

2n+1)m

. sinx
150. Divergent. — Uppskatta zf Y@ —sinx) X
nir
151. a< —1lellera > 1.
- - T X i 5 ) _ 1
152. Pastdendet foljer avx/fzf(t) dt > f(x) - 3 Att omvindningen ir fel, visar t.ex. f(x) = GT2)logxt2)’
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154. —log?2.
21
155. —/———.
r2 = 1|
156, — 2 resp. z—ﬂ
Va2 + b? Va2 + b% + 2
157 I logla
2
2
158. —srlog?2 resp. — 5 log 2.
a 2
159. a) JT, b) E, C) T
eJi
160. >

2n—1 2n - 1! 2n— 1!
162. P,(x) = x>~ + ”szn_a bt nzn—l) x, C = ( ”2n AL

2
163. Frullanis integral blir f(0) log g. Den sista integralen = log 2 (sitt t.ex. f(x) = sm_zx’ b =2a=2).
X

165. Tydligen byter f'(x) tecken i minst en punkt a. Bilda integralen av funktionen (x — a)f (x). — Allménnare:
om

[ **f)ydx =0, (k=0,1,...,n),

sé byter f (x) tecken i minst n + 1 punkter.

|

166. Derivera med avseende pd a (visa att detta dr tilldtet). Den sista integralen = 5

167. —Jaur.

a

168. 5

log(1 + a).
Multipelintegraler
3/2

T
170. —
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174. 2.

175.

N

176. Konvergent dd& A, C > 0 och AC — B2 > 0. Virdet ar da L. — Infor t.ex. huvudaxlarna till
VAC - B2
Ax? + 2Bxy + Cy? = 1 som nya axlar.

a A+C
177. il —(AC By

178. 2Tﬁb(B’a2 — b?). — Observera att integranden 4r konstant pa de konfokala ellipserna.

179. JT(CIZ + l)
a
180. 3

181. <.

182. 7242

183. p < -2.

184.

185.

Linjeintegraler
189. Linjeintegralen = e — 1.

190. a)0. b)—m. c¢) 2.

191. +2r.
193. 0.
194. e~ 1 - %.
195. 0.

4 5
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Differentialekvationer

)_Cx. Integralkurvan gir genom (%, 0)daC =0.

198. Fullstindiga I6sningen: y = )_Cx log I )_Cx +C

1 1
3

199. y = ex(% +Ax +B).

200. 2 =1+n?7% n=1,2,3,.... Motsvarande I6sningar: y = Ce* sinnarx.

201. y = Csinx.

ehx ax ax( X" , ”
202. B+ ay= (ﬁ——a)" +e*Px),B=a:y=e (W +P(x)), dér P(x) dr ett polynom av graden n — 1.

x3 x?
203. y = (A + Bx — ﬂ) sinx + (Cx +D - ?) COos X.

logx 1 B .. .
204. y = —— 77 Ax + ok Infor ¢ = log x som ny oberoende variabel.
x2 (x3 +15) x3 (1422)

205. p(x) = 1+ 5. f(x) = —T,y:A(l + 3) +Be\1T9)

206. y = e *+2Ae 2*—Be 3% 7 = Be 3*—Ae2*. Speciella 16sningen: y = e X —2¢ 2 4 ¢73X 7 = ¢72X _ 73,

2

207. u:A+§resp.u:£+A+—.
r 6 r

208. e*siny +y=C’.

209. 4x3 +3x%y +y3 = C.

(x+y)

(x—y)2 + B.

A
210. f(r) = 3 F(xy) =-A

211. +x = Aarcsin % — Vy(A —y) + B. Speciella 16sningen: x = arcsin \fy — yy(l —y) — %

212. f(x) = Ae* + Bxe~.

213. f(x) = e* (x> + Ax + B) — (A + %B + 1). Speciella Iésningen: f (x) = e*(x? — 2x +2) - 2.

214. f(x) = €~.
215. f(x) = cos Ax, dér A4 dr ett godtyckligt komplext tal, eller f (x) = 0.

216. Differentialekvationen: (1 + x2)y” —xy’ = 1 + x2. MacLaurin-serien:

_ N _ n—lw 2n+1
y‘“nzo( D" o

konvergent for —1 <x < 1.

33
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217.

1
Rekursionsformeln a,,,; (n + 1) = a,, ger a,, = e
n!

Maxima och minima

218.

219.

220.

221.

222.

223.

224.

225.

226.

Funktionen har ett maximum = 5 forx =y =z = 0.

3

. . 3.1 1 1 .. L1 1 1
Funktionen har ett maximum = {=— i (==, ——=, —) och ett minimum = —\ — i (—, ——, ——).
v ximum = | 52 1 (. 5 0 mu 2% % TR
Planetx +y+z -3 =0.

13, Ty
Maximum = 7 1(2,0).M1n1mum— 41(—2, iﬁ).

n-1
Minsta avstdndet = 1 i punkterna (+1, 0, 0), (0, +1, 0), (0, 0, +1). Storsta avstandet = 3 27 i punkterna

1\ 2
tx=gy=12=(3)"

Oma > b > ¢ dr maximum = a — c.

Minsta omkretsen = 2va? + b2. — Bevisas t.ex. med spegling i rektangelns sidor.

Storsta avstandet = 2+ ‘ﬁ
2V3
Ytans minimivirde = ‘/TE

Geometriska anvindningar av differential- och integralkalkylen

227.

228.

229.

231.

234.

235.

34

2 1 3
Orten ir y3 + yx2 + = = 0, som har en asymptot y = —~. Ytan ir ..
4 4 64
2
. Jaa
Ytan ar 37
T 4 212 4
%(361 + 2a°b* + 3b%).
d2
—= -sina
dx?
V2 dy 3/2°
(1 + (d—) +2co aa)
(x2 +y2)2 = 4k2xy
3
X
y2=-
X+p
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236.

237.

238.

239. x

241.

242.

243.

244.

245.

246.

a

. X\ a- . . o 2
Orten och enveloppen dry = (a — 1) ( 5) ' — Bevisa direkt utan rikning, att orten miste sammanfalla

med enveloppen.

2
x2 + y? — 1 = 0. —Anviénd ekvationen i linjekoordinater.

Den liksidiga hyperbeln med F; F, som transversalaxel.

_ A
Y=

b a*> b
TGt w)

1613
3sina’

2455

3

%ﬂabc(3\/§ +1).

3

Ekvationen blir (x2 + y2)2 +x2(z2-d%) =0. Volymen = 27;“ .

a < —1. Volymen blir da 2 ﬂ.
3 a+l

Plan geometri

248.

249.

251.

255.

260.

261.

262.

264.

266.

a) En cirkel genom Py och P,.  b) En liksidig hyperbel med P; P, som diameter.

En hyperbel med medianen fran B som diameter och asymptoterna parallella med AB och BC.

x2+y2— (a+1)y—-bx=0.

En cirkel genom sidornas mittpunkter.

Linjen &r vinkelridt mot /.

Visa, att CC” ir polar till P.

Konstruera fem punkter respektive fem tangenter.

Vilj 1ampligt koordinatsystem (anvénd t.ex. uppgift 257).

Konstruera forst tva tangeringspunkter med hjilp av Brianchons sats.

Rymdgeometri

270.

(-2, -2, 1).
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271.

272.

275.

276.

2717.

279.

280.

281.

282.

283.

284.

285.

286.

287.

290.

36

X = iy\/i =1+ z\/E (4 linjer).
Da planets ekvation dr x+y+z=a.
y+z+1=0resp.y+z+2=0.
a=4.

Generalisera satsen till polyedrar.

rc
vl =
2_ 2
2 +y>+z2 x oy oz 1

2.2, .2
xp+yrtzr o xr oy oz 1)

24+y2+2-2x-4y-2z+1=0.

—a>-1=0meda =

1+D-2(A%2 + B2+ C?)

Ekvationen ir x> + y? + (z — a)? 2C

C = 0 finns 16sning endast om 1 + D — 2(A% + B?) = 0 och da #r a godtyckligt.

= +z + 2, 1 +1
TEET T
= Ttg + 1.2 +2
YETR T TS
f= 11 + 2 + 2. 1
=Fzx+zy+3z-L
x =x —2%& och analogt for y och z”.
X =2a-x+ lx - a) }LGi(i)n; -l:)n; nizzo 2! och analogt for y” och z’.
Omradet ar dndligt for a # 0 och —g och volymen ar da L
g 5’ Y 15a2 + 24|’

mabc(VA? + B2 + C2)

VA2a2 + B2b? + C2¢2

2 2 2 2
X , Yo %o 1
PR I R
grabc a b c

3

. (Avbilda affint pé en sfar.)

2 > 2
Y0, Y %
az b2 2

savida C # 0. Ar
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291. Visa, att det finns en affin avbildning med determinanten = 1 som 6verfor hyperboloiden i sig sjélv och
tva godtyckliga tangentplan i varandra.

292. arccos L
85

293. (A% - a?)x? + (B? - b?)y? + (C? - )2 = 0.
207. x2 +y2 = 72(a% + ¢2) + 2z(ab + cd) + b* + d>.

298. xy + yz + zx = a’.

24y2+2 (xl+ym+z)? 11
299- b2 2+ m2 + n? (a_z_b_z)_lzo'
%2 2 ) 2 2
300. i z—z —(z+1)?%= O(samtomradetz =0, 7 )b)—z >O).
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