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Differentialrakning

Upprepade deriveringar

1.

2.

n n—1

ak d log(1
Berikna m((n— D1 -log( +x)).

Bestam en funktion f(x), som satisfierar

eX(x? —6x+1) = fx dufu (u—t)f(t)etdt.

n

d
3. Bestim antalet rotter till — (x3e%**P).
o (xeuset)
Variabelbyten
: *u  d%u - .
4. Hur transformeras ekvationen Fr + Frovie 0 om man infér nya oberoende variabler s och t
genom Y
x =e®cost
y =eSsint
5. z ar en funktion av variablerna x och y, definierad genom.y-= x - f(z) + g(z). Berdkna uttrycket

10.

11.

622(62)2 0%z 0z 0z 622(62)2

72x\3x) “%axayiax ox " 9%y\ox

. (x,¥) och (u,v) dro koordinaterna fér samma punkt i tva ratvinkliga koordinatsystem. F ar en

funktion av x och y. Om man i stallet forx och y.infér u och v i uttrycket

d*F 0°F ( 0*F )2
0%x 92y d0xdy

vad erhalles da?

. T ar en funktion av x och y. I den inf6res nya variabler u och v genom x + y = u, y = uv. Berdkna

%T N 0°T 4 oT
PP dxdy  0dx
uttrycktiu, v och derivatorna av T-med avseende pa u, v.

%V 9%V 0%V

. Transformera differentialekvationen —— + —— — —— = 0 genom inférande av de nya oberoende

0%x 9%y 0%z
. x Ly -1 . 4y
variablernar = 5= t = - och den nya funktionen f(r,s,t) =z -V(x,y,z)e 4 .

2 dy

9% 5
. Ekvationen —2 + 4x=2 + (Ax*+5)y=x3+x2+ R kan integreras om man i stillet for y

dx? dx
i g . 2 . . .
infor variablen z genom y = ze™*". Bestdm den allméinna integralen.

Los differentialekvationen (1 — x2)y” — xy' + a?y = b + cx genom att inféra en ny oberoende
variabel genom x = cos't.
2

d
I ekvationen x* - d_x}Z] =(x3+ 2xy)d—§ — 4y? infores t som ny oberoende variabel och z som ny
beroende variabel genom x = et och y = ze?'. Harled den nya ekvationen och integrera den.
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Differentialekvationer

12.
13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

d
Integrera differentialekvationen % +cosx - cos(y — x) = cosy.

Visa att det finnes en for all positiva x (andlig och) kontinuerlig funktion av y av x, som satisfierar

d
(l—xz)d—i—xy+1=0.

2
Bestam den 16sning till differentialekvationen d_x}zl +y = e* 4+ x? som antager virdet 0 for x = 0

T
ochx = —=.

Bestam en funktion f(x) som satisiferar

4f (x) +8 + 12x — 4x? — 2x3 = Jx(x —tf(t)dt.
0

X
Bestam funktionen f s3, atty = f (x — t)f (t) dt satisfierar ekvationen
0

d’y _dy

— —5— 4+ 6y = x2%.

dx? dx Y%
Bestdam en linjar homogen differentialekvation med konstanta koefficienter, som satisfieras av
funktionen cos® x.
Bestam de funktioner u = f(r) (r =x2+y* 4 ZZ), som satisfierar ekvationen

%u L %u . 0’u

92x 0%y = 0%z
Man skall bestdmma f(x) s§, att ekvationen

y'+f(x)y +xy=0

far en 16sning y = g(x) med g(0).= 1 och en annan l6sning y = e9®), Bestim f(x) och den
allmdnna integralen.

Bestam de funktioner y och z av x, som satisfiera

dy dz 5y X
axtaxtz —% =xe
dy dz vy X
ax ‘ax T 3tr =¢

Om konstanten a véljes lampligt, blir uttrycket
(4x3 + 2xy® + ay?) dx + (3x%y? + 2xy + 3y?) dy

totala differentialen av en funktion f(x, y) som skall bestammas.
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Differentialgeometri

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

Bestam en integralkurva till
m

4y" 4+ 8y" —y' — 2y = 25sinx

som gar genom (0, 0) och dar har krékningscirkeln
32x? + 32y% + 15x + 20y = 0.

Sok de kurvor vilkas tangenter ha den egenskapen, att tangeringspunkten och tangentens skar-
ningspunkt med linjen y = b bilda ett harmoniskt punktpar med tangentens skarningspunkter
med cirkeln x? + y? = 1.

Beteckna med 4, B, C punkterna (—1, 0), (1,0), (0, 1). S6k och diskutera de kurvor I som &r sa
beskaffade, att linjerna PA och PB bilda ett harmoniskt linjepar med PC och tangenten till T'i P,
déar P betyder en godtycklig punkt pa I

Sok en plan kurva med den egenskapen att krokningscirkeln i en godtycklig punkt P pa kurvan
avskdr en tredejedel av radius vektor OP (O = origo).

Lat x cos v + y sin v = p(v) vara ekvationen for en godtycklig tangent till en given kurva. Bevisa att
2

krokningsradien till kurvan i tangeringspunkten ar given genom formeln R = i(p + d_vz) Sok

den kurva, som har krékningsradien (sin2 v+ 1) och som ar symmetrisk med avseende pa x-axeln
och y-axeln. Berdkna den area som omslutes.av denna kurva.

Bestdm krokningsradien till en ellips sdsom funktion.av radii vectores r; och r, fran brannpunkter-
na.

En hyperbel konstrueras s3, att den tangerar en given ellips och gar genom ellipsens centrum
samt har sina asymptoter parallella med ellipsens axlar. Bevisa att krokningscentrum till ellipsen i
kontaktpunkten ar belaget pa hyperbeln:

P, ar krokningscentrum for den punkt pa kurvan y = x™, diar krokningen &r storst. Visa att P,
ndrmar sig ett granslage, da n — oo.

Betrakta en kurva C given av

x =g(s)
¥.= h(s)
Avsitt i tangentens positiva riktning (svarande mot vixande s-varden) et segment av konstant

langd L. Andpunkten av dennastricka beskriver en kurva T, d4 s varierar. Bevisa, att krékningen K
till T sammanhanger med krokningen k till C i motsvarande punkt enligt formeln

(s = baglangden)

- k+ Lk’ + k3L (k’ _ dk)
T (1 + L2k2)3/2 T ds
Fran en given punkt pa en cirkels periferi drages normalen mot en rorlig tangent till cirkeln. Orten

for normalens fotpunkt ar en kardioid. Bestam kardioidens evoluta, visa att den ar en kardioid, och
konstruera de bada kurvorna.

Parallella ljusstralar reflekteras vid en cirkel. Visa, att enveloppen for de reflekterade stralarna
ar en kurva, som beskrives av en punkt pa en cirkel, da denna rullar utanpa en annan cirkel med
dubbelt sd stor radie.

x
Ljusstralar, parallella med x-axeln, reflekteras vid kurvan y = a - log = Sok enveloppen for de
reflekterade stralarna, och konstruera den.
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34.

C ar en sluten konvex kurva, vars tangenter ha ekvationen
xcosV +ysinV —-F{l)=0

dar F(V) ar en given funktion. Fran en punkt 4 i det inre av C falles perpendikeln mot en variabel
tangent till C. Orten for perpendikelns fotpunkt ar en kurva K. Den av K inneslutna arean beror pa
A:s lage. Visa, att de punkter A, for vilka denna area far ett givet varde, ligga pa en cirkel.

Maxima och minima

35.

36.

37.
38.

39.

40.

41.
42.

43.

44.

45.

Konstruera och diskutera kurvan

(3 + x?)arctanx — 3x
= = )
Undersok speciellt kurvans forhallande for x — 0 och x — oo. Bevisa, att kurvan for positiva x har
ett och endast ett maximum.

Undersok kurvan y® + y3 4+ y — x5 = 0. Visa, att mot varje reellt virde pa x svarar ett och endast ett
reellt y-virde. Detta ar en funktion y = f(x), som ar stindigt vdxande. Bestdm inflexionspukterna.
Asymptoter?
Bestim kortaste avstandet fran en punkt pa kurvan x2y+a2 = 0 till en punkt pa kurvan 5x? = 12ay.
I ena dglan av en lemniskata (ekvation 72 = 2a? cos 2v eller (x? + y?)? = 2a?(x? — y?)) inskrives
en rektangel, vars sidor dro parallella med axlarna. Bestdm dess horn, da dess area ar sa stor som
mojligt.
Betrakta
x HxZE a4 %

1+ x2n+1

f(x)=
Bevisa, att f(x) <n,dal < x < oo.

Berdkna, med tva decimaler, ytan till den storsta triangel som har sina hérn belagna pa tre koncent-
riska cirklar med radierna 1, 2 och 3

S6k maximum av x1x,x3, d& (1 — %4)(1 — x2)(1 — x3) = x1x,%3,0ch 0 <x, < 1forp=1,2,3.
So6k eventuella maximi- och minimivarden av x? + y2 + z2, d3 mellan variablerna rida sambanden
x+y+z=1=0, xyz+1=0.

Bestdm maxima och minima av xyz, da

x+y+z=30
1.1 1 3
x y z 5
S6k maxima och minima av P(u) + P(v), dd u?® + v?> = 1,om
4x3 1 0| [3x2 2x ©
Px)=|u* u 1|-|u® u® 1
vt v 1 v v? 1
Bestdm maxima och minima hos
x y z 0
y x 0 z
z 0 x y
0 z y x

ddx +y + z = S och S ar en konstant.
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46.

47.

a och b iro reella eller komplexa tal, som satisfiera |a|?> + |b|?> = 1. S6k maximum av absoluta
beloppet av a? — b? + 2ab.

[ en cirkel med radien 1 ar inskriven en reguljar n-hérning. En punkt P ror sig fran medelpunkten
O langs en radie till cirkeln. For vilket 1age av P blir produkten av avstanden fran P till polygonens
hérn minst? Hur stor ar den d&?

Integraler

Enkelintegraler

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

Vilket dr det minsta viarden som integralen
1
f |t +x? — x| dx
0

kan fa for nagot varde pa t?
f(x) ar deriverbari (0, 1) och f'(x) ar dar > 0. Bestdm/a s3§, att

1
J. la — f(x)| dx
0

blir sa litet som mojligt.

[ee)

log x J
o (1 +x2)* x
1

Beréknaf x-|1—2x| - eXA=0 gx
0

Berdakna

[ee]
Kurvany = J- e~ %! sin xt dt roterar kring x-axeln. Bestim rotationskroppens volym. (a en kon-

stant > 0)

P,(x) ar ett polynom av 4:e graden i x. Pa den kurva det representerar viljas punkterna 4;(x;, y;),
i =1,2,3,4,5, sd att deras abskissor bilda‘aritmetisk serie. En annan kurva y = P5(x), dar P ar
ett polynom av 5:e graden, gdr genom alla punkterna 4;. Visa, att

f J (Ps(x) — P4(x)) dx = 0.

X1

Bestam polynom P, Q'sa, attf 0 log (P +(x+ a)\/ﬁ), da R ar ett polynom givetav R =

—dx =
vR
2 2
(x + ax) + px.
Bestdm det varde x for vilket

fx du _f‘” du
o (L+u2y?)Vi+u2 Je (1+u2y)Vi+u?

da y ar ett givet tal > 0.

1 1 1 1
Hur manga termer ur serien 1 — 7 + T + CTA maste medtagas for att erhélla seriens

summa med ett fel numeriskt mindre dn 1075?
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57.

58.

59.

kr sin 3x
Betrakta F(a) = f e . e dx.Visa att F(a) > 0 for alla reella a och alla positiva hela tal k.
0

Visa, att om f(x) ar en kontinuerlig funktion och

1 1
j F(x) dx =f (f))*dx=b
0 0

samasteb <1.0mb =1sdar f(x) = 1.

f(t) ar en given funktion, som for 0 < t < 1 ar kontinuerlig och > 0. Man betraktar funktionen

COx) = 1 dt
(x)‘fo X fFO+A-2 FAZ0)

for 0 < x < 1.Visa, att antingen ar G (x) > G(1/2) for x # 1/2;eller ocksa ar G (x) konstant. Nar
intraffar det sista fallet?

Dubbelintegraler

60.

61.

62.

63.

64.

65.

Genom varje punktidetinre av férsta kvadranten i ett ratvinkligt koordinatsystem ga tva cirklar, som
tangera koordinataxlarna. Deras radier betecknas med R och 7 (R > r). Man betraktar integralen

/= ff (1+flgd(}l;—r)

utstrackt over forsta kvadranten. Visa, att /| = dar L ar omKkretsen av lemniskatan QZ =

L
82’
2 cos 2¢ (o, ¢ polara koordinater).

Berikna J- J- e~ 224 vy dxdy,

Beriakna dubbelintegralen
ﬂ- —a dxdy
T+5+%

x
utstrackt over ellipsen =z % 2]—2 <1

Berdkna J J f(x,y) dxdy utstrackt 6ver en reguljir n-horning, da f(x, y) = kortaste avstandet fran
(x,y) till n-hérningens begransning.

K ar en kvadrat i xy-planet med sidan a. Fran punkten (x, y) fallas perpendiklarna mot kvadratens
sidor. F(x,y) ar den langsta av dem, f(x, y) den kortaste. Berdkna

_UK\/mdxdy.

Ett rektangulart falt med sidorna 2a och 2b skall bevattnas fran en brunn i diagonalernas skar-
ningspunkt. Kostnaden per ytelement ar proportionell mot dess storlek och mot dess avstand fran
brunnen. For ytenheten pa avstandet 1 ar den k kr. Berakna kostnaden for hela faltet.
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66. 1 xy-planet ar givet en cirkel med radien a. Fran den variabla punkten (x, y) dragas tangenterna till
cirkeln; de bilda med varandra vinkeln V. Berdkna

J- (V —sinV) dxdy

utstrackt 6ver den del av planet som ar utanfor cirkeln.

67. I ett ratvinkligt koordinatsystem betraktas parabeln P : y? — 2px = 0 med brannpunkten F. Q 4r

4 utstrackt 6ver omradet mellan

en annan parabel, likstilld med P i avseende a F. Berdakna f f
P och Q, da R = avstandet fran punkten (x, y) till F.

68. Visa, attomradenad: 0 < x <yochB : & > 0, n > 0 svara punkt for punkt mot varandra genom
sambanden

RZ

2x = (ef - e‘f) -, 2y = (ef + e‘f) .

Anvand denna transformation for att berdkna
ff (y —x)dxdy
a (x+ ) +y* - x%)?

X
69. Berdkna J- f ﬁ dxdy utstrackt 6ver ett omrade D.i forsta kvadranten som begransas av

kurvornaxy = 1,xy = 4,x2 —y2 = 1,x%2 — y2 = 4,

70. S ar en kroklinjig fyrhérning i halvplanet y > 0, begransad av parablerna y? = 4x +4,y% = 2x + 1,
y? =9 — 6x,y? = 4 — 4x. Berikna

ff ydxdy
s(@A+x)J1+x:/x%+y?

Konvergens
71. For vilka varden ar integralen

® sinx - sin kx
—dx
0

X
konvergent? Vad ar da dess varde?

72. a4, a,, ... ar en foljd av positiva, avtagande tal med a, — 0. I ett ratvinkligt koordinatsystem
sammanbindas punkterna (n, 0) och (n + 1, 0) med en parabelbage, som har toppeni (n + %, a).
Denna konstruktion gores forn =0, 1, 2, .... Da erhélles kurvan y = f(x). Undersok konvergensen

hos - -
f f(x)dx och f f(x) - sinmxdx.

0 0
Grdansvardesproblem
Odndliga talféljder

73. Undersok konvergensen av talfoljden aq, ay, ..., a,, ... da
1 1 1 1
Any1 = E(an + a—n), a; = E(a + a), och a>0.

Bestam det eventuella gransvardet.
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74.

75.

76.

77.

78.

79.

80.

81.

82.

83.

I foljden av positiva tal u;, uy, us, ... aru; = a > 0 ochu?,; = 1 + u,. Visa, att talféljden har ett
gransvarde och bestam detta.

Utfor ett bevis for att talféljden x4, x,, ... har ett gransvarde, da

Xy = V7, Xp =7 + Xp_1.

ag och a4 dro givna tal. Man definierar a,, as, ... genoma, 1 = (1 — k)a, + ka,_,n=1, 2,
dar |k| < 1. Visa, att 11m a, = Z existerar. Om k = r(cosv + isinv),0 <r <1lochv genomloper

intervallet (0, 2m), samt Z = x + iy, sa ligga punkterna (x, y) ocksa pa en cirkel.

Betrakta talfoljden s, s4, S5, ... definierad genom

1
So =2, Snt1=7—, S;m =2+ :
Son Son-1 — 2

o
Bevisa, att lim s, existerar, samt undersok, huruvida serien Z (s2n — 1) konvergerar.
p—00
n=1
Betrakta de tva talfoljderna a4, a,, ... och by, by, ...;som definieras genom

1
a, = E(a"_l + bn—l)

1,1 1
bn E(an—l v, bn—l)

= 1, 2, 3.... dar ay och bg dro tva givna positiva tal, Bevisa, att talfdljderna konvergera mot
samma gransvarde.

Visa, att talfoljden u,, uy, , ... har ett andligt gransvarde, da
1 1 1 1
Up=—=+—=+—=++—=-2Vn
VI N2 3 Vn
Undersok, om gransvardet

1
li —logl
nl—r»glo(ZIOgZ N 3log3 ot nlogn 8 ogn)
existerar.
Undersok konvergensen hos serien Z Uy, da
u, = (—1)n(3\/1’l +1- %)

) 1 1 1 1 o . o
Serien 1 — E + § - Z + g — ..., vars summa ar log 2, omordnas s3, att 2 positiva termer ga fore en
negativ:

1 1 1 1 1 1 1 1
1+ —c4+-+o——F+-+——=+..

3 2 5 7 4 9 11 6
Visa, att denna serie dr konvergent och berakna dess summa.

[ ien 1 1 1 + ! + ! + 1 1.1 ! —+..h t tt t teck
serien >~ 3t2tsts 77879 10 5 ar en grupp termer ett visst tecken.

P4 den foljer en grupp med motsatt tecken, vars antal 4r 1 storre dn foregdende grupps, o.s.v. Ar
serien konvergent?
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84.

85.

86.
87.

88.

89.

90.

Undersok konvergensen av serien
P 1,1 1
Z TS 4o+t
n(logn)?
Undersok, huruvida serien
n
> e-— (1 + l)
z n
T, 1 1
e o I S e

konvergerar.
Skarningspunkterna mellan kurvan y = tan x

Bevisa, att talfoljden
2:2 2:2-6:6 2:-2:-6-6-10-10

1-3’1-3-5-7"1-3-5-7-9-11"7"

konvergerar.

Undersok den absoluta konvergensen av den odndliga produkten

ﬁ 16n5/2 f” dx
3. Jo (x%+n)3)

n=1

Undersok huruvida 1_[(1 — u?) 4r konvergent; nir
2

S (=D
= )
v=n
1 1

Om —3 <a,< 5 och Z a? ar konvergent, s dro serierna Z a, och Z (\/1 +a, — \/1 — an)
samtidigt konvergenta eller divergenta.

Potensserier

91.

92.

93.

94.

1 1
Om —5 <x< 5 sdar —Bx? < log(1 + x) — x < —Ax?, dir A och B dro konstanter. Visa detta och
angiv sifferviarden for A och B. Harled som foljdsats: om a, &dro reella tal, alla > —1 och sadana,
att z a? ar konvergent, s& 4ro serierna z a, och Z log(1 + a,) konvergenta eller divergenta

samtidigt.
7

Visa att si 8x+x 25 + 5x2| < al for 0 < <z
isa att |sin x 3 3 X 1200 or x < >
x x?
Visa,att — > 1+ —,0<x <.
sinx 6

[ uttrycket y = vz + 1000 ar z endast approximativt kdnt; man vet att z = x + 6§, dar |§| < 0,005.
Dessutom vet man, att |z| < 8. Bestdm ett polynom i x, som giver vardet av y med ett fel numeriskt
mindre dn 5 - 1074,
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95.

96.

97.
98.

99.

100.

101.

102.

103.

[ee] [ee)

Undersok konvergensen hos serierna Z a,x™ och Z b,x™ da
1 1

1 1 1 1
=+l n+2 2n’ " n+vn+2
Utveckla i MacLaurins serie
1+x
f(x) =x-log 1= 2xarctan x + log(1 — x*).

Nar konvergerar serien?

1+x
Utveckla (1 —x?2) - log e i MacLaurins serie, och angiv de x-virden for vilka utvecklingen géller.

Funktionen y = (arcsin x)? satisfierar en linear differentialekvation. Anvand den for att hirleda
MacLaurins serie for y. Nar konvergerar serien?

Bestdm den losning till ekvationen y’ + 2xy = 1 som blir =0 for x = 0. Visa, att fér denna l6sning
har xy ett gransvirde, da |x| — oo. Utveckla y i MacLaurins serie och undersok konvergensen.
Bestam summan av serierna

2 x4— 6

S =1+ al + + ad +
=1+ a+tg it
och
oy =14
@=1tg ottt
m ®© b xm
Berikna Z x™"1 cosnz, diarav Z x™~1 cos mz och slutligen Z —cosmz. Harled hirav att i
n=1 m=1 m=1

. . . c 1 bym
en triangel ABC, i vilken a > b gillerlog i —Z E(E) cosmC.
1

l och m &ro tva rata linjer som rakas under rit vinkel i A. B ir en punkt pé [ och P; en punkt pa m sa
vald, att ABP har en given storlek v. Genom P, drages normalen P, P, till BP4; P, ligger pa l. Genom
P, drages normalen P, P till P{P5; P ligger pa m. Sa fortsattes konstruktionen obegransat.0m
alla strackor raknas positiva, skall man underséka nar

AP; — 1AP3 + lAPS — 1AP7 + ...
3 5 7
far en dndlig summa och bestamma den.
Visaattfor —1 < x < lédre* — 1 = x + x?, dér |#| < e — 2. Anvind detta for att undersoka om
serien Z U, ar konvergent, da u,, = (eg — 1).

Andra funktionsserier

104.

10

Undersok konvergensen hos Z Uy, da

n-u,=1+
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x
105. Visa, att serien Z G —D+Dom+ 1) ar konvergent for x > 0. Berdkna seriens summa. Visa,

att serien ar likformigt konvergent fér x > k, om k ar ett godtyckligt tal > 0, men déremot ej
likformigt konvergent fér x > 0.

106. Undersok konvergensen hos Z Uy, da

un= (1= 5)" o]
107. Bevisa likheten

1 cos (Zn - %)x
cos x — cos 2x + cos 3x — cos 4x + -+ + cos(2n — 1)x — cos 2nx = 3 T, 1.

2 cos ~x
2
Harled harav att likheten
. sin 2x N sin3x . sin4x + = X
sinx > 3 2 =3
giller for —m < x < m.
Obestiamda uttryck
. . (sinx)* + (arcsin x)* — 2x*
108. Berdkna lim S .
x—0 X
109. Betrakta Taylorutvecklingen
h hZ hn—l " ) h"
— _ o - n—1 ___fn
fla+h) = f(@) + @ +gpf" @+ + s fO@ + M@+ 6

Bevisa att im0 = ——.
h—0 n+1

110. En funktion f(x) har kontinuerliga derivator av till och med fjarde ordningen. Betrakta en kurva av
formeny = cq + c1x + c,x%+ ¢3%3, som tangerar kurvan i punkterna med abskissorna x = a och
x = b (a < b); 1at dess ekvation varay = g, ,(x). S6k

b
Il)i_rg(b —a)™>- f (F () = gap(x)) dx.

1
111. Beridkna lirr(l) pry ff (Zex siny — e¥ sin x) dxdy da integralen ar utstriackt dver omradet 0 < y < x,
a—
0<x<a

112. Visa, att serien Z u, ar konvergent, nar

n
—_n2 2
u,=e " f e* dx.
0

n 2

AL
113. Visa, att Z (1 — F) har ett gransvarde for n — oo, och bestam detta.

v=1

11
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114. Man betraktar en plan kurva och tva narbeldgna punkter P och Q pa denna; tangenterna i P
och Q rakas i T. Man betraktar vidare cirkeln, vidskriven triangeln PT(Q, som tangera PQ och
forlangningarna av TP och TQ. Sok gransvardet for denna cirkels radie, dd Q — P.

115. A &r arean av cirkeln x> + y? = a?, B dr arean av den yta som begrénsas av a’y?(x — b)? =
(a? — x?)(a? — bx)?, b > a.Sok
L A=B
pab—a

116. C4, C,,...dr en f6ljd av cirklar med vaxande radier som tangera en given parabel i tvd punkter; Cp, ;4
tangerar C,,. Berakna forhallandet mellan arean av C; + C, + -+ + C,, och arean av det omrade som
begransas av parabeln och tangenten till C,, i dess beréringspunktmed C,, 1. S6k limes for detta
forhallande, da n — oo.

Algebra

Determinanter

x, e 1
117. Omx; < x, < x3sddr|x, e*2 1[>0.

x3 e 1

1-x 1 1 1

. 11—y 1 1

118. Berdkna 1 1 1—7 1
1 1 1 1-u

119. I en determinant av ordningen 9 betecknas elementen pa vanligt sitt med a;,. Om

ajg =afori+k=>5
=cfori+k=10
=bfori+k=14
=0 for ovriga i, k,

vad ar dd determinantens varde?

120. Beridkna determinanten

2.3 4 .. (n—-1 n
2 3 4 5 .. n 1
3 4 .. . . 1 2
n.1 2 .. n-2) n-1

121. Betrakta determinanten av ordningen n

x b b b
a x b b
D, = (:1 a x b
a a x b
a a a x

b(x —a)™ 4 a(x —b)"

Bevisa att D,, = b —a 2=

12
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122.

Lata, # 0 (v =1, 2, ..., n). Bevisa

e 2 G4 G n
Ao a a; as an-1
a;
- z 0 0 0
a 1 n
a2 — n-—-v
0 -—— z 0 0 |= P
a
: ! : % v=0
z 0
ap-1
— z
an—2

Symmetriska funktioner

123.

124.

125.

126.

127.

128.

129.

130.

N

Rétterna till ekvationen x3 +px+q = 0 betecknas med a, b.6ch c. Berdkna kvadraten p&

[EEEN—
a o Q
a o Q
N

uttrycktip och q.
Angiv de reella virden pa a for vilka
xt+y+z=a
x% + 9%+ 2% = a?
X+y3+z22=7a-6
satisiferas av reella 16sningssystem x, y, z..

Los ekvationssystemet
x+y+z=40
x*+y*+ 2" =50
x> +y° +2z° = —50
Om x3 —3px? + 3qx —r = 0 har tre reella rotter, s& kan skillnaden mellan tva rétter aldrig dverstiga

v 12(p? — q), och skillnaden mellan den stérsta och minsta roten dr minst 3/p? — q.

[ ekvationen x* + ax3 + bx? + cx + d = 0/dr a®d = c?. Visa, att ekvationen da har tva rotter, vars
produkt ar lika med produktenav.de andra tva. Omvandningen?

Om ekvationen x™ + nx™ 1+ a,x" "2+ azx™ 3 + --- + a, = 0 har uteslutande reella negativa rotter,
sa giller relationerna

n
ax < <k>; k=2,+3, .., n

Bevisa detta.

Berikna den symmetriska funktionen Z x2x3 d& x;, X5, ..., xg aro rotterna till x® + px® + ¢ = 0.
7

X1, X3, .., X7 dro rotterna till x” + x + 10 = 0. Beridkna 1_[(612 + x2).

v=1

Rotternas antal och lage

131.

X
X1, X2, X3 dro rotterna till ekvationen x3 + yx2 + 24x 4+ 12 = 0. Bestam y s3, attz x -|-1x =0
2 3

Angiv for y exakta varden och ndrmevarden med tva sikra decimaler.

13
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132.

133.
134.
135.

136.

137.

138.

139.

140.

Vad ar villkoret for att ekvationen med reella koefficienter
B +axl+bx+c=0

har en icke-reell rot med absoluta beloppet = 1?
Visa att ekvationen x° + x + 1 = 0 har en reell rot och berikna den pa 10~3 nir.
Los ekvationen x* + 6x? + 11x + 9 = 0 genom att bilda den kubiska resolventen.

Man kan finna sddana varden pa p. att ekvationerna

x6—10x3-2=0
x3—px—2=0

ha en gemensam rot. Bestdm dessa, och 16s ekvationerna for dessa p-varden.

Undrsok antalet reella rotter till ekvationen
x*+2ax® +2bx+ab=0

for olika varden pa a och b.

Rétterna til z* — 4a;z3 + 6a,z% — 4a,z + ay = 0 utprickas i det komplexa planet. Vilka villkor
maste koefficienterna uppfylla for att rotterna skola bilda en kvadrat?

I ekvationen <

S = =

= e ®

a o R
Il
o

iro a, b, c reella och a? < b < a. Visa att ekvationen‘har atminstone en reell rot mellan 0 och 1.

. Pr(x)
112 kan skrivas y(™ = A+ 22t

ett polynom av graden n. Harled relationen Pyyq = (1 + x?)P;, —2(n+ 1) - x - P,. Visaatt P,, = 0
har n stycken reella rotter, en mellan tva konsekuttiva rotter till B,_; = 0, en storre dn den storsta
roten till B,_; = 0 samt en mindre dn den minsta.

Derivatan av ordningen n for funktionen y = dar P, ar

n

d
Visa,att P(x) = ex'dx”

(x”e'x) ar ett polynomi x av graden n med positiva och distinkta nollstéllen.
Visa vidare, att

f P (x) Pp(x)-e*dx=0 omm #n.
0

Enhetsrotter

141.

142.

14

x7 =1

Uppdela polynomet i'tva faktorer av tredje graden, av vilka den ena har nollstéllena r, 2,

Y —
r* varvidr” = 1ochr # 1.

o

. 2r .
Bevisa, attom x = - sa ar

1
cosx+c052x+cos4x=—z och
1
sinx + sin 2x + sin4x = E\ﬁ
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Trigonometriska uttryck

143.

144.
145.

146.

n—1
. mn
Berdkna l—[ cos (v + 7)
m=0
Om cos v = x, sd ar cos(nv) ett polynom i x av graden n. Hur lyder motsvarande sats for sin(nv)?

Man betraktar sddana ekvationer av formen
a+bcosx+csinx+dcos2x +esin2x =0

som ha 4 rotter i intervallet 0 < x < 2. Visa, att om tva sddana ekvationer satisfieras av samma 4
st. varden pa x, sa dro de identiska.

1 1 1
x och y dro tva godtyckliga tal. Man satter x + i a,y+ ; =bxy+ E =. Vilken relation galler

2

mellan a, b och ¢? Visa, att om a, b, ¢ iro reella, s dro a2, b2, c? antingen alla > 4 eller alla < 4.

a__ ,1-a
147. Om0<a < 1,x>0,s§éir? = (2a—1)9,0<9 <1.
Talteori
148. Om p och q forutsattes, att de aro hela positiva tal utan gemensam faktor och att intet av dem ar

149.

150.

kvadraten pa ett helt tal.Man betraktar talen av formen

a+ b\p + c\/Jq +dypq

dar a, b. c och d aro rationella tal. Visa, att om

ay + biyp + c1/q + di\Dq = a3 + bon/p + c23/q + dan/Dq

Sé méste a, = day, bl = bz, Cq1 = Cy, d]_ = dz.

Summan av de n forsta termerna i'féljden 1, 3, 32 33 3% .. divideras med 5. Vad blir resten?

45
Talet 172°  divideras med 13. Vad blir resten?

15




