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Algebra

1) Visa att polynomet (x — 1)*" — x?" 4+ 2x — 1 4r delbart med polynomet 2x> — 3x? + x. (D

2) Visa att division av polynomet x> + x?™ + x™ + 1 med polynomet x> + x% + x + 1 ger resten

0 nar m 4r udda, resten 4 nir m = 4k och resten 2(x> + ) narm =4k — 2 (k = 1,2,...). (D

3) For vilka hela tal m (m > 1) ar polynomet (x+y)™—x™—y™ delbart med polynomet x2+xy+y??
Nir ar polynomet delbart med (x? + xy + y%)?? (I-1I)

4) For vilka virden pa a och b har polynomet x3 + ay® — 3axy + b en egentlig divisor? (I-11)

5) Bestim alla virden pé a for vilka polynomen x* — x? —ax+1 och x* + x? — x —a fi en gemensam

divisor, som ej ar en konstant. Vilka bli da de gemensamma divisorerna? (I-11)

6) Visa, att det kubiska polynomet X+ gx —r, dar g och r ar hela tal, r # 0, saknar rationella
nollstillen for g > |r| och for g < —2 —r?. (I-1)

7) Bestam koefficienterna a, b och c i ekvationen
x> —10ax? + 5bx —c =0

sa att den far en trippelrot och dessutom roten x = %(—3 +iV15). Angiv ekvationens samtliga

rotter. (D
8) Bestam det reella talet A sa att ekvationen

A+3)x3 A2 —(A+2x+1=0

far en komplex rot av absoluta beloppet 1. Los sedan ekvationen. (D

9) For vilka virden pa a har ekvationen
xt*—4xd +dax-1=0
en dubbelrot? Los ekvationen for dessa a-virden. (I-11)
10) Lat x; (i = 1, 2, 3,4) vara rotterna till ekvationen
xt—2x* —3x% +ax—4=0.

Bestam a sa att xyxy + x3x4 = 0. Los sedan ekvationen. (I-11)
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11) Man vet att ekvationen
4x% — 45x% +20x +21=0

3
har tva rotter vilkas skillnad ar lika med 7 Los ekvationen. (I-11)

12) Vilken relation méaste finnas mellan koefficienterna i ekvationen trad+bx* +ex+d =0,
for att summan av tva rotter ma vara lika med summan av de bada andra? (I-11)

13) Man vet att ekvationen
x° +6x° +27x +54 =0

har tva rétter x; och x, som uppfylla villkoret 2(x; +x,) = x;x. Visa att ekvationen har endast
en reell rot och framstill denna med radikaler. (Im

14) Bevisa att ekvationen
x° +45x +54=0

har tre rotter vilkas summa &r lika med 3; solvera ekvationen. (I)

15) Om ekvationen
X -xt—axd+ax+2x—-1=0

vet man att den har tre rétter vilkas produkt ar lika med —1. Los ekvationen. (I
16) Berikna summan av kvadraterna pa inversa virdena av rotterna till ekvationen x* + ax> +
bx? +cx+d =0. (I-11)
17) L&t xq, x5, x3 beteckna rétterna till ekvationen
X —6x% +11x — 6 = 0.
Uppskriv den tredjegradsekvation som har rétterna
1 1 1
(I-11)

bl bl
x2+x27 x4+ x2 X+ x?

18) Xy, Xy, X3 4r rotterna till ekvationen x* + ax? + bx + ¢ = 0. Uppskriv den tredjegradsekvation
vars rotter ar

1 1 1
XoX3 + —, X3x1 + —, XX + —. (I-11)

X1 X2 X3
19) Om xq, Xy, X3 4r rotterna till den kubiska ekvationen x* 4+ ax + b = 0 och man har xf - x22 =q
vilken relation maste dé finnas mellan talen a, b och ¢? (I

20) F(x) och G(x) &r tva polynom som satisfiera identiteten

\/1—F2:G\/1—x2.

I polynomet F(x), som ar av graden n, ar koefficienten for x” positiv. Visa att man da maste
ha identiskt F’(x) = nG(x). (I-11)
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21) Lat f(x) vara ett polynom av graden n (n > 3) med enkla reella nollstillen, av vilka a och b
(a < b) ar tva pa varandra foljande. Enligt Rolle’s sats har da f”(x) ett enda nollstélle ¢ mellan
a och b. Bevisa att

b—a b—a
<c<b- .
n n

a+

(I-10)

22) Lat f(x) vara ett reellt tredjegradspolynom med tre distinkta nollstéllen. Visa att ekvationen
(f' )P = 2f()f"(x) = 0

har tva och endast tva reella och distinkta rotter. (I-11)

23) Lat f(x) vara ett polynom med nollstéllena x;, x, ..., X, av vilka x; ar ett enkelt nollstalle,
som gor f”(x) = 0. Visa att man da har

zn: = 0. (I-T0)

= X1 X

1

24) Bevisa foljande sats: Om f(x) 4r ett polynom med exakt v rella nollstéllen och sadant att f(x)
har exakt p reella nollstillen, s maste u + 1 — vvara ett jimnt tal > 0. Varje nollstélle raknas
med sin multiplicitet. (Im)

25) Bevisa att ekvationen
nZ" 1+ (n—1D2"2+(m-2)2"3+...+322+2z4+41=0
saknar reella rotter, om n 4r udda, och har endast en reell rot z = z, om n 4r jamnt. Visa att
for n > 4 giller olikheterna

1 1
——1<zy<—=. (In)
n 2

26) Visa att varje rot till ekvationen
a4 a4 tayz4a,=0

dér a, # 0, satisfierar olikheterna

< lz] < 2M.
2M’
. . . . —p| ., R
dar M 4r maximum av !’Hap| och M’ maximum av ? , da p genomloper talen 0,1,2,...,n
an
(@ =1). (I-11)

27) Hur manga reella rétter har den kubiska ekvationen
x4 2ux + 1 — 10u + u? =0,

dér u ar en reell parameter? For vilket virde pa u har ekvationen sin st6rsta rot? Berdkna
denna rot. (I
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28) For vilka reella varden pa u har ekvationen
¥} =3ulx+2 —u+1=0
tre reella rotter? (Im)
29) For vilka vérden pa u har ekvationen
3 —3ux+2-2u+2u® =0
en dubbelrot? (1)

30) Hur manga rella 16sningar x har ekvationen

1 a+1 T
> + arctan — = —,
a+x a+1+x 4

arctan

dar a ar ett positivt tal? Visa att losningarna ligger i ett av a oavhangigt intervall [b, b + E]

254
Los ekvationen for a = 5 16sningen &r da rationell. (1)

31) Hur manga reella rétter har den kubiska ekvationen
4ax® —9x® + 6x—1 = 0,

dér a ar en reell parameter # 0. Separera rotterna i det fall da alla tre 4r reella och distinkta.

1
Visa att a > — 4r det noédvandiga och tillrackliga villkoret for att den mellersta roten ska vara

> iy
> (IT)

32) Hur manga réatvinkliga trianglar finns det, i vilka hojden 6ver hypotenusan har lingden A och
bissektrisen till en av de spetsiga vinklarna har langden b? Angiv nédviandiga och tillrackliga
villkor f6r talen h och b. (Ir*)

33) Hur manga reella rétter har ekvationen
X +xd—ax+a>=0

dér a ar ett reellt tal? For vilka varden pa a har ekvationen en dubbelrot? (II)

34) Hur manga reella (positiva resp. negativa) rétter har ekvationen
x° +ax? —(2a+5)x+a+5=0,

dér a ar ett reellt tal > —10? (I

35) Bestdm antalet positiva resp. negativa rotter till ekvationen
x” +7ax* +(28a—T)x+6—3a =0

for olika varden pa den reella parametern a. Berdkna de reella multipelrétterna. (In)
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36) Hur manga reella rétter har ekvationen
3x* + dax® — 12a*x* + 12c = 0,
dér a och c aro rella parametrar? (I
37) Vilka villkor maste de reella talen b och c uppfylla for att polynomet
xt+(@2b-2)x* +4bx+c=0
ma vara > 0 for alla reella x? (I

38) Betrakta ekvationen
(X —x+1P —yx’(x—1)? =0,

dér y ar en parameter. For ett visst varde pa y dr x = a en rot. Vilka dro da ekvationens &vriga
fem rotter? For vilka y dro alla rétterna reella? (1)

39) Ekvationen z° — 2z* + 11z° — 14z% + 34z — 10 = 0 har en rot z = x + iy som ligger pA rita linjen
y = x + 1idet gaussiska talplanet. Bestaim ekvationens samtliga rotter. (In)

40) For vilka reella a och b har ekvationen

1 +ix\n
( - ) =a+ib
1—ix
n st reella rotter? Bestdm dessa rotter. (D
41) Vilken andragradsekvation med rationella koefficienter har roten

T 21 45

(a) X = sin = sin — sin —
7 7 7
och vilken har roten
T 2 4
(b) x = tan — tan — tan — (In)
9 9 9
42) Foljande tal x, y och z dro rotter i var sin fjardegradsekvation med rationella koefficienter:
® 2c05 =
a X =2cos —;
10
o) 25in
= 2sin —;
Y 12
© -
c X = cos —.
15
Bestam ekvationerna och uppskriv deras samtliga rotter. (In)
43) Talen
@ tan -
a X = tan —,
9
/s

b = 2sin —
(b) x s1n9

ar rotter i var sin sjattegradsekvation med rationella koefficienter. Bestdm ekvationerna och
uppskriv samtliga deras rotter. (In)
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44) Vilken sjattegradsekvation med rationella koefficienter har roten

21 21
(a) x=2cos?+4cos?+1,

och vilken har roten

27 TT\2
(b) x=2cos—+4(cos—) —2?
7 8
Uppskriv ekvationernas samtliga rotter. (I)
45) Bestidm den sjattegradsekvation med rationella koefficienter som har roten
x=y+&-2,
T
dar y ar en rot till ekvationen y* —3y + 1 =0 och £ = tan - Uppskriv ekvationens samtliga
rotter. ()

46) Bevisa likheterna

3r b8
(a) tan7—4sin;=\ﬁ

T 2r 4 \/§
8

b sin — sin — sin — = I
(b)  sin s sin - sin m
47) Bestam talen
T\ —2 27\ -2
Ct)l:(Slng) +(sm?) ;
T\ —2 27T\ 2 3\ —2
a)zz(sm;) +(s1n7) +<sm—) ;
T\ —2 27T\ —2 45\ -2
w3 = (sm 3) + (sm ?) + (sm ?) (In)
48) Bevisa medelst fullstandig induktion formeln
Z\r/\p=r] \p)
Man kan antan > m, n > p. (D
49) Verifiera identiteten
1 1 1 1 1 1
l—— 4 —— e — = + ot —. @
2 3 2n n+1 n+2 2n

50) Lat f(xq,xo,..., %) vara ett homogent polynom i x, x5, ..., %, av graden n. Bevisa medelst
fullstandig induktion fran rtill  + 1 Eulers identitet
of of of

X1 — + Xo— + -+ X
6x1 8x2 6xr

nf.

Visa att denna kan besta endast om far homogent. (I-1II)
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51) Ien aritmetisk serie av tredje ordningen, vars alla termer
Yo» Y15 Y25 o5 Yoo -
aro positiva, kdnner man fyra konsekutiva termer:
323, 489, 703, 971.
Bestdam y, sa att y, far minsta mojliga vérde. (D

52) Man uppdelar de udda positiva talen 1, 3, 5, 7, 9, 11, ... i grupper, av vilka den 1:sta bestar av
talet 1, den 2:dra av de tva talen 3 och 5, den 3:dje av de tre talen 7, 9 och 11, osv. Berdkna
summan av de n talen i den n:te gruppen. 0]

53) Berdakna
Fn)=1>+3%+5% + ..+ (2n+1)%.

Solvera sedan ekvationen F(x) = 0. (1)

54) For vilka a 4r ekvationssystemet

ax+7y—6z+7 = 0,
4x+ay+3z+2 = 0,
3x+27+az+2 = 0,
5x+2y+3z+a= 0
l6sbart? Bestam losningarna for dessa a-vérden. (Im)
55) Los ekvationen
x a b ¢
p=* " ¢ Yo (m
xX) = =
b ¢ x a
c a x b
A
56) Berdakna forhallandet 5 da
a® a* 4 a a
A=p® bt Pb?, B=1|b* b
& P 2
och a, b och ¢ dro rétterna till ekvationen x> + px? + gx +r = 0. (I
57) Beridkna numeriska virdet av determinanten
So S1 S2
S1 S22 3
2 53 54

dér s = ak + bk + ¢k och a, b, ¢ aro rotterna till ekvationen

WO+xl—4x+1=0 (Im)
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58) Berdkna

2
a b A
@ B 3,
4 g4 4
dir a, b, ¢ iiro rotterna till ekvationen x> + px+q=0. (I

59) Lata, b, c(a < b < c)vara rétterna till ekvationen x> + 4x% — 1 = 0 och sitt f(x) = x° +2x? +1,
g(x) = 4x* — 8x, h(x) = 3x? — 1. Berikna determinanten

f@ f®) flo)
gla) gb) gl). (1)
h(a) h(b) h(c)

60) Atskilj med anvindande av Sturms teorem de reella rétterna till ekvationen
xt—4x*+ x> +6x+2=0 (II-110)

61) Solvera ekvationen
xt—5x+5=0

genom att bilda den kubiska resolventen. (II-111)
62) Uppskriv rotterna till ekvationen
W +x+6x’—2x*+6x3+x2+1=0. (I-11I)

63) Iekvationen cos® x +acos x +b = 0 betraktas a och b som koordinater fér en punkt i ab-planet.
Bestam det omrade i vilket punkten (a, b) maste ligga, for att ekvationen ma ha tre reella

rotter x. (1)
64) Pa vilken kurvbage i det komplexa z-planet ligga de imaginira rotterna till ekvationen z> —
qz + q = 0, nér den positiva parametern g varierar sa att diskriminanten ar negativ? (I)

65) Rotterna till ekvationen 22 4+az+b = 0, dir a och b ir reella, b > 0 och diskriminanten negativ,
ligga pa en cirkel med radien 1 i det komplexa z-planet. Uppskriv relationerna mellan a och b.
Om a och b betraktas som cartesiska koordinater for en punkt, definiera dessa relationer en
kurvbage B, tillh6rande en kurva Ci ab-planet. Bestam kurvan C och bagen B. (I)

66) Pavilken kurva i det komplexa z-planet ligga de imaginira rétterna till ekvationen z*+pz—3p =
0, nér den reella parametern p varierar? (In)

67) Bestdm de nddvandiga och tillrackliga villkoren for att ekvationen med reeella koefficienter
ax® + 3bx?y + 3cxy? + dy® = 0 ma representera tre (rella) linjer i 120° vinkel med varandra,
néar koordinaterna #ro ratvinkliga. (D

68) Visa att de bada liksidiga hyperblerna x — y? = a? och xy = %az ha exakt tva gemensamma
reella normaler. Bestdm deras ekvationer. (I
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69) Undersok huru antalet gemensamma reella normaler till kigelsnitten xy = ¢? och y* =
2p(x + p) varierar med p och c. (IT)

70) Visa att kigelsnitten x? — 2p(y — p) = 0 och 16xy + ap? = 0 ha exakt tva gemensamma reella
tangenter for alla positiva eller negativa varden pa p och a. Berdkna den spetsiga vinkeln
mellan dem, néir a = 9. (II-111)

71) Visa att kurvan

x—1
y= x—1
icke har nagon reell inflexionspunkt pa andligt avstand. (I)
72) Visa detsamma for kurvan
7 — 7
Y
=1 (IT)
X—y

73) Bestdm antalet gemensamma reella normaler till ytorna
x?+y?—2px=0 och y>—xz-p?=0. (I
74) Hur manga gemensamma reella normaler har ytorna
x*—y*—2pz=0 och x*+y*-z*+a*=0?
Diskussion for olika positiva varden pa a och p. (IT)

75) Visa att paraboloiderna x? — y? = 2pz och y? — z% = 2px ha exakt tre gemensamma reella
normaler. Bestdm deras ekvationer. (Im
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Differentialkalkyl

Funktioner; maxima och minima; gransvirden m.m.

76) Bevisa foljande olikheter:  (I)
(a) x < %tanx+ gsinxft')r 0<x< %n.

. . .. 1
(b) 3xcosx < sinx + sin 2x for 0 < x < P

x(x + 6) log(1 4 x) x4 (550 .
— < <1
(c) o og(1+x a0 or0 < x
77) For vilka x galla olikheterna
x—3)(x—4 5x +13
(a) ( X ) + <0. (I

x—2 x+2
(b) f(x)=ex"D/x_x2 <0 (I-I

78) For vilka vinklar xi 1:sta kvadranten géller olikheterna
(a) 4sinx(3sinx —sin3x—2)+3>0. ()
(b) f(x)=¢€*cosx—1>0. (I-II)

79) Visa att funktionen

1 1 3
+—-cosx— =
2

f(x) =x—tanx +
cosx

ar positiv, andlig och icke avtagande fo6r 0 < x < %7[. @
80) Undersok hur funktionen
. 1 . 1 .
(a) f(x) =sinx + 5 sin 2x + 5 sin 3x
varierar i intervallet [0, 2;7] och hur funktionen

(b) f(x) = x(tan x + cot %x - gx)

: .. 1
varierar i intervallet [0, 571]. M

10
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81) Undersok hur funktionen

. 1 3
f(x)zxcosx—smx+1+5coszx—gcosx

varierar i intervallet [0, %77.']. Uppskatta med 1 saker decimal det x-varde xg, for vilket f(x) ar
maximum. (I-11)

82) For vilka x i intervallet [0, 2;7] har funktionen
f(x) =ée*sinx
maximum, minimum resp. inflexion? (D

83) Funktionen y = x%* studeras i intervallet 0 < x < co. Bestdm for varje reellt virde pa a
gransvardena av n:te derivatan y(”), nir x — oo och niar x — +0. Beskriv hur y varierar i
intervallet for a < 0, fér a = 0, f6r 0 < a < 1 och for a > 1. Angiv eventuella maxima, minima
och inflexioner. (D

84) Bestam for var och en av foljande funktioner f(x) det storsta virde pa den reella parametern
a for vilket funktionen 4r monotont vixande i angivet intervall

(a) f(x) =tanx — x — x> i intervallet [0, %71'] (D

(b) f(x)=x—sinx — %a(l — cos x) sin x i intervallet [0, %n]. §)
ax?

(¢) f(x)=arctanx — Tz 1127 i intervallet [0, o). (M

(d) f(x) = arcsinx — x — ax® i intervallet 0 < x < 1. (I-11)

85) Bestim maximum och minimum av funktionen

9x + 7x3
f(x) = ———————~ —arctanx.

(1+x2)(9 + x2)
Huru manga reella rotter har ekvationen f(x) = 0? Angiv en 6vre och en undre grins for
dessa rotter. (I-11)

86) Visa genom att studera kurvan y = x° + bx — a, dir a och b 4ro positiva tal, att ekvationen
x° + bx — a = 0 har exakt en reell rot x = £ Lat a variera, under det att b hlles konstant. Visa
att £ da ar en kontinuerlig och monotont vixande funktion av a. Berdkna gransvardet

5
lim 5— (I-11)

a—oo g

87) Visa att funktionen
ax

f(x) = arctanx — m

11
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icke har nagot positivt nollstélle for a < 1, men exakt ett sadant x = £f6r a > 1. Visa att £ ar
en kontinuerlig och monotont vixande funktion av a, som gar — oo, nir a — oo, men sa att

3
lim —
a—>00 a
ar en dndlig storhet. Berdkna denna. (II)
88) Visa att ekvationen xcotx = @, dir 0 < @ < 1, har en och endast en 16sning x i intervallet

1 . .
[0, Eﬂ] och att denna satisfierar olikheterna

.20 .
arcsin — < -7 — @ < arcsina. (In)
/s

89) For vilka reella varden pa parametern « har ekvationen

sinx 2a%+2

x  a’+3
: . 1
losningar x i intervallet 0 < x < Eﬂ? (Im

"tan x

90) Visa medelst fullstindig induktion att kan skrivas som ett polynom i y = tan x. Av

vilken grad ar detta polynom P,(y)? Bestéi)rcn polynomet for n = 1, 2, 3, 4, och 5. Visa att det
innehaller endast jamna potenser av y nir n ir udda, och endast udda potenser av y nir n 4r
jamnt. Visa att ekvationen P,(y) = 0 saknar reella rotter, bortsett fran roten y = 0 for jamnt n.
Beridkna koefficienten for hogsta potensen av y som funktion av n. (I-11)

91) Visa att funktionen f(x) = log(e + ax) — sin x har ett och endast ett minimum m(a) i intervallet
[0, ], nidr 0 < a < e. Beridkna sedan

lim ™. ()
a—>0 a
n
92) Lat ay, ay, ..., a, vara n positiva tal sddana att Z ar = 1. Bevisa att
1
n
Z arlog g +logn > 0. (I
1

93) Bestdm maximum och minimum av funktionen
2,2 2,2 2.2
u=(ax+by+cz)e** —By-v'e

dar a, b, coch a, f, y dro reella tal. ()

Berikna gransvirdena 94-108. (I)

arcsin(tan x) — arctan(sin x)

94. lim 3

x—0 X

12
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tan(arcsin x) — sin(arctan x) + 2(arctan x — arcsin x)

95. lim 3
x—0 X
log(log(1 — x))? — log(log(1 + x))?
96. lim .
x—0 X
1 —cosx —xcotx + xcosxcotx
97. lim 5
x—0 xlog(1 + x) arctan(x?)
1 x
cotx — —+ —
98. li x_3

50 sin(x?) log(1 + x)

e 1\x
— et (142)
: X X
7 S (s

—log(1+ -
x x

. cos3x—3cos2x+3cosx—1

100. lim -
x—0 sinxy2 1

1-— ( ) - g(smx)2

X

1 1
101. lim — .
x=0 (kz sin?x  sin? kx)
~ ktanx — tan(kx)
102. lim

x—0 x(arctan x)2

_ sinx-sin2x--- sinmx
103. lim .
x—0 log(1 + arctan x™)

3
104. lim Y1+ n3log (1 + —)
n—eo J1+n+n?

- log(1+€™)
105. lim (1 + sin —) )

n—>0o n

T

cot —
2 n
106. lim (1 + log(l + —))
n—oo n

. Yo cos(2k — 1)x — Y p_; cos(4k — 2)x

107. li -

X—0 exsinx _ 1

4
" [(k 1

108. lim ) [(—) - —].

n—eo = [\n 5

1
109. Berdkna lim f(n+ 1) — f(n), dir f(n) = n'ta (I-11)
n—o0

13
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110.

111.

112.

113.

114.

115.

116.

117.

118.

119.

14

.. . f(x) —2x 2 2
Berikna lim ———— dir f(x) = log(log(1 — x))* — log(log(1 + x))*. (I-11)

x—0 x3

En aritmetisk serie (av forsta ordningen) och en geometrisk serie har bada forsta termen = 2
och sista termen = 1 samt lika méanga termer. Vad blir férhallandet mellan seriernas summor,
om termernas antal vixer obegrinsat? (D

Vilken relation bestar mellan talen a och b, nar

1
lim <i/x3—ax2+1—3/x3—bx1+l)=§? @
X—00
Bestam talet p sé att
log(1+x%)—2+2cosx
m
x—0 sin? x — xP
blir andlig och # 0. Vad ar da gransvardet? (D
Bestam talen a, b och c sa att
i ax™ —bx" 1+ ex" % 4 x
pat] (1—x)?
far ett andligt varde (n helt tal > 4). Berdkna detta varde. (I-11)

For vilka varden pa a, b, ¢, ay, by, ¢ existerar
) an® +bn+c \"
lim | ————
n—co \ a;n® + bin + ¢;
med ett andligt varde # 0? Angiv gransvérdet i dessa fall. (I-II)
Lat x = g(y) vara den rot till ekvationen
B tax® +bx—y=0
som for y = 0 reduceras till x = 0. Bestim gransvardet

. bg(y) - by +ay?
m .

| I-II
y1—>0 y3 ( )
Visa att varken log(1 + €*) eller arctan e 4ro rationella funktioner av x. (M

Bevisa foljande sats: Om funktionerna f(x) och g(x) aro kontinuerliga fér a < x < b och
f(x) = g(x) for varje rationellt x i detta intervall, s ar f(x) = g(x) for alla x i intervallet.

(I-1n)
Visa att man for x > 0 kan skriva
1\" A B+6
1+ - =e+—+ —
x x x
dar A och B éro konstanter och dar 6§ — 0, ndr x — co. Berdkna A och B. (I-11)
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120.

121.

122.

Betrakta funktionen f(x) = (cos x)°°t2 X Visa att den dr av formen f(x) = a + xPg(x), dir
a#0, p>0samt g(0) = b ar andlig och # 0. Berdkna a, p och b. (I-1)

Vilka hopningsvarden har funktionen

sin (7[\/ n® — n)

da det hela talet n vaxer obegréansat? (Im)

Vilket ar det storsta gransvardet for

sin (\/ﬁ + %)7{

da det hela talet n gar — oo? (Im)

Geometriska tillimpningar

123.

124.

125.

126.

127.

128.

129.

130.

131.

132.

Vilken likbent triangel av arean T har den minsta omkretsen s? Berdkna denna. (D

I vilken likbent triangel har férhallandet mellan den inskrivna cirkelns periferi och triangelns
omkKrets sitt storsta varde? Bestam detta. (D

I en triangel ABC ar vinkeln A given. R 4r den omskrivna, r den inskrivna cirkelns radie. S6k

r
maximum av forhallandet 7 och angiv for vilken triangel detta maximum uppnas. (D

I en triangel ar en vinkel (= 2a) och den inskrivna cirkelns radie (= r) givna. S6k minimum av
triangelns area T, och angiv for vilken triangel detta minimum uppnas. (I-1II)

I en variabel triangel ha tva sidor langderna a och b. Berdkna den tredje sidan (c), nar forhal-
landet mellan den inskrivna cirkelns area och triangelns area 4r maximum. (I-11)

Vilken av alla trianglar med arean T och en vinkel = a har den minsta omkretsen? Berakna
triangelns sidor som funktioner av T och a. (I-11)

Vilken av alla trianglar med omkretsen s och en vinkel = « har den storsta arean? Berdkna
maximiarean som funktion av s och a. (I-11)

Bestdm en fyrsiding med tre sidor av langden a och den fjarde variabel, sa att arean blir
maximum. (I1)

Man betraktar en i en given cirkel inskriven n-horning vars sidor icke skira varandra. Om en

sadan n-hornings omkrets betecknas med s och dess area med A, vad blir da minsta méjliga
2
$
vardet av forhéllandet Z? (Im)

Bestam forhallandet mellan hojd och basradie i en rat cirkular kon av given volym, nar den
omskrivna sfirens volym dr minimum. (D

15
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133.

134.

135.

136.

137.

138.

139.

140.

141.

142.

143.

144.

145.

16

Bestdam forhallandet mellan hojd och basradie i den rata cirkulara kon av minsta volym som
ar omskriven kring en given sfar. (I-11)

I en stympad kon (rotationskon med cirkuldra basytor), 4r den storre basradien dubbelt s&

stor som den mindre. S6k maximum av konens volym V, nér dess totala yta halls konstant

=F (I-II)
F3

Bestdm det minsta virde som kvoten — kan ha, nér Vbetecknar volymen och F totala ytan

av en regelbunden n-sidig pyramid. Vad blir resultatet, om n vixer 6ver alla granser? (I-II)

En pyramid av hojden h har som bas en likbent ratvinklig triangel med hypotenusan a. Berdkna
minimum av totala sidoytan som funktion av a och h. (Im)

I en stympad kon (rotationskon med cirkulédra basytor), &r summan av den buktiga ytan och
den mindre basytan given = S. Bestdm konens hojd h s att volymen blir maximum. (I

Pa rata linjen L dro tva punkter A och B givna. P4 den med L parallella linjen L’ 4r punkten
C given. En rit linje genom B skir linjen ACi X och linjen L’ i Y. Sitt AB = a, AC = b och
AX = x. Nér 4r summan av areorna av trianglarna ABX och CXY minimum? (D

Genom punkten P(a, b) i ett ratvinkligt koordinatsystem (dér O &r origo) drages en variabel
rit linje, som skar x-axeln i A, y-axeln i B. Sok minima (#0)

1:0 av strackan AB,

2:0 av triangeln AOB,

3:0 av den kon som uppstar, nar AB roterar omkring y-axeln. (D

Cirkeln C, tangeras innantill i O av cirkeln C,. Berdkna maximiarean av triangeln OAB, da A
ar en punkt pa C, och B en punkt pa Cp,. (In)

En triangel har ett fast horn i punkten (0, 4); de bada andra &ro variabla och ligga pa var

sin av de bada cirklar med centrum i origo som ha radierna \/ 5++7 och \/ 5 — /7. Berikna
maximum av denna triangels area. (I

Berdkna arean av den storsta triangel som har ett fast horn i punkten (0, b), medan de bada

andra variera pa cirkeln x% + y? = a2, (I

Sok maximiarean av triangeln ABC, da punkterna A och B variera pa cirkeln x = 1 + cost,
y = sint och C &r en variabel punkt pa y-axeln. (In)

En vinkel a (0 < @ < 7) och en punkt P i vinkelfaltet 4r givna. En rat linje genom P skér
vinkelbenen i punkterna A och B. Visa att det finnes ett enda minimum av strackan AB, nér
linjen AB varierar. (I

Lat A(a, 0) vara en punkt pa positiva x-axeln i iett ratvinkligt koordinatsystem, dér O &r origo.
Fran den variabla punkten P pa parabeln y? = 2px (p > 0) ser man linjestycket OA under
1

vinkeln ¢; nar P faller i origo, definieras ¢ = 57 Bestdm maximum och minimum av ¢, nar P
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146.

147.

148.

149.

150.

151.

152.

153.

154.

155.

156.

157.

rOr sig pa parabeln. (I-11)

Lat Foch F’ vara brannpunkterna till ellipsen x? + 2y? — 2 = 0, och lat M vara en punkt pa
kurvan sidan att perpendikeln i F/ mot rita linjen MF’ tréffar fokalradien MFi Q. Berikna
maximiarean av triangeln FQF’. (D

_ 11
Bestdm maxima och minima av avstandet PM fran punkten P(E’ E) till en punkt M pa ellipsen

x = V3 cost, y = sint. (D

Lat FM och FM’ vara tva mot varandra vinkelrita fokalradier i ellipsen

p
r= .
/4
1+ ecos (v — —)
4
S6k maximi- och minimiareorna av triangeln FMM’. visa huru arean variera med v. (D

Beridkna maxima och minima av summan av tva mot varandra vinkelrata fokalradier i en
ellips med parametern p och excentriciteten e. (I-11)

En ellips med parametern p och excentriciteten e dr given. Bestam ldngderna av den storsta
och den minsta korda som fran en av brannpunkterna synes under rét vinkel. (I

Lat P(¢) och M(u) vara punkter pé ellipserna x = acost, y = bsintresp. x = bcosu, y = asinu.
Berikna maximum av avstandet PM. (1)

I den slinga som bildas av kurvan y? = x> + x? inskrives en rektangel s att dess sidor blir
parallella med koordinataxlarna. S6k maximum av rektangelns area. (I-1II)

Lat (x, y) vara en punkt pa kurvan
(2x? + y*)? — 2a%(2x? — y*) — 8a* = 0.

Berikna arean av den storsta rektangel vars hornpunkter aro (x, y), (—x, y), (x, —y) och
(=x, =y). (I-10)

I den krokliniga konvexa tvasiding vars hogra sida ar en bage av ellipsen x? + 3y? = 3 och
vars vinstra sida ar en bage av hyperbeln x? — y? = 1 inskrives en rektangel s att dess sidor

blir parallella med koordinataxlarna. Berikna maximum av denna rektangels area. (I
Berikna arean av den storsta triangel som kan inskrivas i en slinga av lemniskatan r? =
a? cos 2v sa att en hornpunkt faller i origo. (In)

Berikna arean av den storsta triangel som kan inskrivas i den till kurvan y? = x> + x? hérande
slingan (a) sa att ett horn faller i origo, (b) sa att ett horn faller i punkten (-1, 0). ()

Bevisa, att av alla trianglar som kunna inskrivas i en given cirkel har den liksidiga den storsta
arean.! (D)

'Med hjilp av de i uppgifterna 157 och 158 framstillda satserna erhilles enkla 16sningar till féljande problem: att

17
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158.

159.

160.

161.

162.

163.

164.

165.

166.

167.

168.

169.

170.

Bevisa, att av alla trianglar som kunna omskrivas kring en given cirkel har den liksidiga den
minsta arean. (D)

Bevisa, att av alla manghorningar som kunna inskrivas i en given cirkel har den regelbundna
den storsta arean. (I

Bevisa, att av alla manghdrningar som kunna omskrivas kring en given cirkel har den regel-
bundna den minsta arean. (Im)

S¢k maximi- och minimilingderna av en korda genom origo i kurvan x?" + y?" = 1, dér n ar
ett helt tal > 2. (D

Bestim den 6ver huvud taget lingsta kordan i kurvan x?" + y?" = 1, darn > 2. (In)

I kurvan x?" + yzn =1, (n > 2), drages en korda fran punkten (0, 1). Visa att kordans langd
blir maximum for x = +x; (y < 0), dar

1 1

1 — —

2n _\2n
(5)" <= <(3) ()
S6k maximi- och minimildngderna av en korda K genom origo i kurvan x* + by? = ¢, dar b
och c &ro positiva tal. (I-11)

Man betraktar alla kordor i kurvan x* + by? = ¢, dar b och ¢ 4ro positiva tal. Visa att de bada
langsta kordorna g& genom origo. (In)

Man betraktar alla kordor i kurvan x** + y? = 1, (n > 2), som &ro parallella med en given
riktning. Visa att den langsta kordan gar genom origo. (In)

I kurvan x* + 3% = 1 drages en korda fran punkten (0, 1). Visa att kordans lingd blir maximum

for x = +x4 (y < 0), dér
1 1
— <xp < - )

75 2

Vilken &r den ldngsta korda som kan dragas i cardioiden
r=1+cosv

och huru lang ar den? (I)
Berikna lingden av den langsta kordan i kurvan y* = x* + y*. (IT)

P4 tangenten i en variabel punkt M pa en kurva C avsittes en konstant lingd MP. Orten fér P
ar en viss kurva C’. Visa att normalen i P till kurvan C” gar genom krokningscentrum i M till
kurvan C (D

bestdmma arean av den storsta (resp. minsta) triangel som kan inskrivas i (resp. omskrivas kring) en ellips med given
area. Om dessa och andra mera speciella extremuppgifter for kégelsnitt se kap. V, §1. - Om maximi- och minimiproblem i
kombination med integraler se kap. III, §3.

18
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171.

172.

173.

174.

175.

176.

177.

178.

Lat M vara en godtycklig punkt pa kurvan
1
r=—.
1+ cosv

Om O ér origo, C det till M hérande krékningscentrum och P den punkt dér perpendikeln i O

MC
mot OM rakar MC, bestam da férhallandet i3 (D

ax(x — 3a)

Bestam krokningscirkeln till kurvan y? = 2
—4a

i de punkter dér kurvan skér x-axeln.
(I-T0)

Lat M vara en punkt pa cardioiden r = a(1 — cos v). Man betraktar den cirkel som tangerar
kurvan i M och gar genom dess spets. Visa att forhallandet mellan denna cirkels radie och
cardioidens krokningsradie i M dr en konstant, och bestdm dess virde. (I-11)

Lat Pvara den punkt i forsta kvadranten, dir evolutan till ellipsen x = acost, y = bsint skires
av rita linjen ax = by (a > 0, b > 0). Bestim maximum och minimum av radiusvektor PM, da
punkten M genomléper ellipsen. (I-II)

Bevisa att krokningsradien i en punkt (x, y) pa kagelsnittet
f(x,y) = Ax? + 2Bxy + Cy? + 2Dx + 2Ey + F = 0

kan skrivas
(2 + f2?
RN

dar

(I

>
I
O W >
O W
oD

Studera krokningen hos kurvorna
(@) y=x%
(b) 9y = x> + 6x,
(c) y=x*+x2%
For vilka x ar krokningen maximum resp. minimum? Bestdm maximi- och minimivirdena. (I)

Studrea krékningen av kurvan
y =alogx — bx,

dér a och b dro positiva tal. For vilka x ar krékningen maximum resp. minimum? @
Bestam maxima och minima av krékningen hos kurvan
y = ae* + be™ ™,

dér a och b dro positiva parametrar. (I-1In)

19
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179.

180.

181.

182.

183.

184.

185.

20

For vilka x dr krokningen maximum resp. minimum pa kurvorna
(a) y = atan(bx),

dar a och b éro rella tal? (1)
(b) y = atanx — bx,

dir a och b iro reella parametrar, forbundna medelst relationen 2a® +ab —b*> —1=0? (Il

Bestam maximum och minimum av krokningen hos foljande kurvor, dar a och b éro rella
parametrar:

(a) y = barctan x — ax,
dir 2a® +ab—b* +2=0. (1)

(b) y=ax—b sin x,
dir a® —3b* +1 = 0. (1)

Lat M och M’ vara tva narbeldgna punkter pa en kurvbage med kontinuerligt varierande
krokning # 0. Genom M och M’ och genom skdrningspunkten mellan tangenterna i dessa
punkter ldgges en cirkel. Bestdm forhéallandet mellan denna cirkels radie och krékningsradien
i M, nar M’ - M. (D

Tangenterna i tva narbeldgna punkter M och M’ pa en kurvbage (med kontinuerligt varierande
krokning # 0) skdra varandra i en punkt P. Bestdm gransldget av hojdernas skarningspunkt i
triangeln MM’P nar M’ — M. (D

Normalerna i tva narbelagna punkter M och M’ pa en kurvbage (med kontinuerligt varierande
krokning # 0) skédra varandra i en punkt N. Bestdm granslaget av medianernas skarningspunkt
i triangeln MM’N, nar M’ — M. (D

Lat y = f(x) vara ekvationen i ratvinkliga koordinater for en kurva, som tangerar x-axeln i
origo O; f(x) antages ha kontinuerliga derivator upp till 2:dra ordningen i omgivningen av
x = 0. Normalerna i O och i en narbeldgen punkt P pa kurvan skira varandra i N. I triangeln
OPN betraktas 1:0 medianernas skdrningspunkt O, 2:0 den omskrivna cirkelns centrum C,
3:0 medelpunkten M till den cirkel som tangerar PN samt forlangningarna av OP och ON. Lat
Qo Cy och M vara vara granslagena av Q, C och M, nar P — O. Visa att ordinatorna for M,,
Cp och Qg dro konsekutiva termer i en harmonisk serie. (I-11)

Kurvan y = f(x) tangerar x-axeln i origo O med kontakt av 1:sta ordningen; f(x) antages ha
kontinuerliga derivator av alla ordningar i omgivningen av x = 0. Lat M vara en annan punkt
pa kurvan och sétt bagen OM = s (s > 0). M antages ligga sa ndra origo att dess koordinater x
och y kunna utvecklas i potensserier av s. Pa x-axeln tages en punkt N, vars abscissa ar lika
med s. Rita linjen NM triffar y-axeln i P. Berdkna }1_r)r(1) OP. (I)
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186.

187.

188.

189.

190.

191.

192.

193.

194.

195.

En kurvbége definieras for x; < x < xp av ekvationen y = f(x), dar f(x), f’(x) och f”(x)
antagas kontinuerliga. En rét linje skér bagen i exakt tre punkter med abscissorna a, b, ¢
(% <a < b<c<xy). Visa att kurvan har atminstone en inflexionspunkt vars abscissa ligger i
intervallet [a, c]. Verifiera satsen

l:o for kurvan x?y + y — 2 = 0 och rita linjen x — 5y + 4 = 0.
2:0 for kurvan (x + y)? — 4xy? = 0 och rita linjen x — 9y + 8 = 0. (IT)

Bevisa foljande satser:

I. Genom en (reell) inflexionspunkt pa en kurva kan en rt linje dragas, som skar kurvan i
minst tva andra (reella) punkter.

II. Om en tredjegradskurva har en sluten gren, kan ingen inflexionspunkt ligga pa denna

gren.
Konstruera kurvan
x(x? —9)
y= x2—-1
Huru manga tangenter med vinkelkoefficienten m kunna dragas till kurvan. Diskussion for
olika varden pa m. @

Konstruera kurvan

y? = x> +ax,
dér a # 0, med angivande av extrem- och inflexionspunkter. @
Visa att kurvan xy — sinx = 0 har oédndligt manga inflexionspunkter som allaligga pa en

algebraisk kurva C av sjatte graden. Uppskriv ekvationen for C och bestdm dess inflexions-
punkter. 4y

Konstruera kurvan
y(e¥—1)—xe* =0.

Visa att kurvan ej har ndgon tangent parallell med x-axeln. (D

Konstruera kurvan

y=¢e"+ax
for olika varden pa a. Angiv for vilka a kurvan rakar x-axeln. 0]
Konstruera kurvan
logy —3x=0.
Bestam inflexionspunkterna. (D
Konstruera kurvan x = te!, y = (t + 1)e’. (I-11)

Konstruera kurvan

(1-xHlogy—x=0.
Har kurvan asymptoter? Bestdm tangenterna i de punkter dar kurvan rakar x-axeln. Undersok
kurvans konkavitet. (Im)

21
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Integralkalkyl

Obestimda och bestimda integraler

Bestdam integralfunktionerna F(x) i uppgifterna 196-2014 (1)

196) F(x) J Cdx
x)= | —.
J(@ —x2)3
4dx
197) F(x))J .
Vx? —1
198) FQo) = [
x) = .
J 1+ x2
199) F(x) = [ —2
x)= | —.
J V1+sinx
x? dx
200) F(x) = ( —, dér a och b éro rella tal.
Y (a+bx)1
201) F(x) = [x“_l(log x)*dx, dar a ar ett reellt tal och n ett helt tal > 0.
J
202) F) = | = dir asir ett recllt tal
x = | e ar g ar ett reellt tal.
[ dx y .
203) F(x) = | <@ dar a ar ett reellt tal.
208) FGo) = | —— dar a och biro reclla tal
x) = | ———, ddr a och b iro reella tal.
J x2{(a + bx)3

205) Bestdm den primitiva funktionen F(x) till

x—2

U (x + 2)Jx(x = 1)(x —4)

22
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x—2 1
genom att gora substitutionen 5 =V Berikna sedan integralerna I; = L f(x)dx och
= L G dx )
206) Bestam den primitiva funktionen F(x) till
1
f) = —.
V1 + e
Berdkna sedan integralen I = J f(x)dx. @
0

207) Bestam den primitiva funktionen F(x) till

f(x) = arcsin xlog x.
1
Berikna sedan integralen I = J f(x)dx. (D
0

Evaluera f6ljande bestamda integraler (uppg. 208—222): (I)

208 Jw dx
o X2+ xfx+x+Jx

© 3yt dx

J (1+x3)3%
[

209.

sin? xdx
210.

5— dédr a och b &ro positiva tal.
0 (a?cos? x + b? sin” x)?

® (ax3 + bx? + cx +€) dx
211. J

DL ,ddr a, b, c och e dro godtyckliga reella tal.
0 X

212.

1 xarctan 3x 3x
dx.

0

213.

Jollix/\CJZ

1
214. J x~ 108X~ 1106 xdx.
0

215. dx.

J \/l—stx
0

COS X

21e. dx.

J cosxNv4—5 s1n2 X

23
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[SHE]

217. J (\/cosx — cos3x+ Vsinx + sm3x) dx.
0

218. J sin xlog sin xdx.
0

® 1
219. J (— —arctanxz)dx.
0 2

Loy arccosx

[
[

220.

1+ x)logx
( )gd

221.
0 V1 —x

X.

222J J4— 8x + 3x% + 2x3 — x4 dx

223. Bestam funktionen

o) = J‘” 4tdt.

|
1
Berikna sedan I = J g(x)dx.
0

Evaluera foljande bestamda integraler (uppg. 224-228): (I-1I)

224 Jm dx
e xt =32 —x 41

1 log(1 — sinx
g( ))dx.

225. + 7

sm X sin” x

— x%)1og(1 + x?)
(1 + x2)2

227.

xlog x _ xlogx
a-nz-x""

229. Berdkna

228.

[

226. J logxlog(x+\/ﬁ)dx
[,
[

Jb dx
a \/6x2—x4—ax+b

da man vet att ekvationen x* — 6x? + ax — b = 0 har en negativ trippelrot.

Evaluera foljande bestimda integraler (uppg. 230-232): (II)

24
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230 Jl dx
’ 0 (1 _x6)1/6‘

1 xlog(1 + x?) — arctan x
231. X.

0 x(1+ x%)
1 x2"arccos x o
232. ————— dx dir n ar ett helt positivt tal.
-1 1— X2
Berikna integralerna 233-234 som funktioner av den reella parametern a. (I)

/2
233. J log(a® + tan? x) dx.
0

234 J‘X’ arctan x p
. ——dx.
o (@ +x%)x

Berikna integralerna 235-237, dir a, ¢ och 4ac — b? iro positiva. (II)

235 J"" x? dx
“Jo a+bx?4cext

236 Jw dx
" Jo (@+bx?%+cext)?

237 J‘X’ x? dx
" Jo (a+bx?+cext)?

238. Bevisa likheten

T
J log(1 + cos x) dx = —rlog2. (IT)
0
239. Bevisa likheten .
J e+ big(e®* + e %) dx = ey (ID)
0

Evaluera foljande dubbelintegraler (uppg. 240-244): (1)

0T dxdy
240. J J .
) J JE2+ 92 +2)(x% + yl +1)3

25
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dxdy 5 5
243. ﬂ ———— dédr D &r det omrade som begransas av kurvorna x“ + y° = 5 och y* = 4x.

D
dxdy
244, ﬂ ,diar Dér detav 0 < y < x < 1 definierade omradet.

b x(1 -y N1 -2
Jlj dxdrydz,

245. Berikna trippelintegralen
dar r ar avstandet fran punkten (x, y,z) till origo och D ar det omrade som omslutes av
2 2 2
o Xy oz
sfaroiden = + 7z + == 1(a>0b). (I

Diverse integrationsproblem

246. Bestam alla deriverbara funktioner f(x) sddana att

F&) + f(y) = fxy). @
247. Bestim ett polynom P(x) av femte graden sadant att P(x) + 10 r delbart med (x + 2)* och
P(x) — 10 med (x — 2). §)

248. Bestidm ett polynom P(x) av den jamna graden n sadant att P’(x) ar delbar med P”(x), P(—1) =
0 och P(0) = P(2) = —1. @

249. Bestam ett polynom P(x) av graden 2n + 1 sadant att P(x) + 1 ar delbart med (x — 1)**,
P(x) — 1 med (x + 1)""!. Huru manga reella rétter har ekvationen P(x) = 0? (I-10)

250. Man skall bestimma alla polynom P(x) med féljande egenskaper: 1:0 P(x) dr delbart med
P”(x); 2:0 P’(x) ar delbar med P”’(x); 3:0 P(x) har endast enkla nollstillen. Bevisa forst att
gradtalet maste vara 4 eller 3. Bestam sedan polynomens allménna former, varvid koefficienten
for hogsta potensen av x kan sittas = 1. (I)

251. Lat m, n och p vara hela tal > 0. Visa att polynomet

(3mHL | 3n+2 | 3p+3

ar delbart med x? + x + 1. Berikna med hjilp hérav integralen

dx. 1)

1
; J (x— D3 +3x2 +5x+ 1)
B X +x+1

-1

252. Uppdela polynomet

P(x) = x* — 4x3 cosa cosb + 2x*(1 + cos 2a + cos 2b) — 4xcosa cosb + 1

26
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253.

254.

255.

256.

257.

258.

259.

i reella faktorer av 2:dra graden. Berdkna sedan integralen

1

I J dx )
= | 5
J P
Visa att for u > b > e? giller olikheten
b
dx 2u
J' < —é. (D
logx logu

u

Lat F(x) vara primitiva funktionen till f(x) och lat x = g(y) vara den till y = f(x) inversa
funktionen. Framstéll den till g(y) primitiva funktionen G(y) medelst funktionerna F och

g (D)

1
Berikna F’(a), nar F(x) = J f(xt+a(1—t))dtoch f(x) éar en for x > a kontinuerlig funktion,
0

deriverbar for x = a. (D
Bestam ett polynom P(x) av lagsta mojliga grad sddant att

P(x)
R = | e o

blir en rationell funktion av x. (D

Vilka tredjegradspolynom P(x) ha den egenskapen att

xdx
F(x) = J 70
ar en rationell funktion av x? (D
F(x)
Berakna G = )1(11)1’%) 5 dar
arcsin x arctan x
F(x) = J ytanydy — J ysinydy. (D
0 0
Betrakta integralerna

X X
L = J cos’tcos3tdt, I, = J cos 2t cos® tdt.
0 0

Bestam talet A sa att differensen I} — AL blir odndligt liten av storsta mojliga ordning p, nar

x — 0. Berakna sedan
[ i Ak ,
xlir%) xP ( )

27
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260.

261.

262.

263.

264.

265.

266.

28

Beridkna ;
lim nJ f(x)e”(x_b) dx,
n—oo
a
dar 0 < a < bsamt f(x) och f’(x) aro kontinuerliga i intervallet [a, b]. (I-11)
Visa att relationen
x y
J dx J dy
Jx(1—x) Jy(—y)
representerar en algebraisk ekvation i x och y. Framstéll den i rationell form. (I-1II)

Lat f(x) vara en for alla reella x kontinuerlig funktion, som satisfierar villkoren lim f(x) = A,
X—>—00

lirJrr1 f(x) = B. Existerar integralen
X——400

[ s - ey ax

och vad éar i s4 fall dess virde? (Im)

Bestam en funktion f(x) saddan att

Fa) = J fx)a—x)"Y3dx
0

blir oberoende av a (= en given konstant C). (I

Visa att integralen
[o¢]

J’ dx
(1+ [xD(A + [x —al)

—00

ar konvergent for alla a. (Im

For vilka reella varden pa a och b ar integralen

[o¢]

J dx
|sin x|*(1 + x?)

0
konvergent? (D)
Berdkna
n 3
3
lim n(—) J' f(x)(arctan x)" dx,
n—oo T
0
dar f(x) och f’(x) dro kontinuerliga for 1 < x < /3. (IT)
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267.

Satt

A

dx

J = F(A).

! Jx(x—1DA —x)
Berédkna gransvardena

lm FO)=G och lim ot _ (1)
mtros T 0 S e TS

Berikna grinsvirdena 268-271. (I)

268.

269.

270.

271.

272.

273.

274.

275.

n—1
lim Z dér x och y aro positiva tal.
n—eo =0 NX +ky

fim 3,

T
k=0 kmr
cos —
4n

4
1 & km
lim - tan — | .
n—oon Z ( 4n)

k=0

1
Lim ;d(n + p)(n+2p)...(n + np).

I ett ratvinkligt koordinatsystem ar B en punkt pa y-axeln med ordinatan b samt A och A,
tva punkter pa x-axeln med abscissorna a och —a. Linjestycket AA,, delas i n lika delar av
punkterna Aq, A, ...A,_;. Berdkna

n—oo n

13
lim — " BA;. @
k=1

Genom ena brannpunkten Fi en ellips av givna dimensioner dragas n angulért ekvidistanta
réta linjer, vilka skéra ellipsen i punkterna M;, M,, ..., M,,. Berdkna

n
lim kZ::l FM;. @

A ar en punkt pa avstandet a fran medelpunkten till en cirkel med radie r (a < r). Av punkterna
My, M, ..., M,, delas cirkeln i n lika delar. Berdkna

18
lim — " A0, (I-T)
k=1

n—oo pn

Beriakna

n—1 k
lim E (1 + F) (I-11)

29
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276.

277.

278.

279.

280.

281.

282.

283.

30

Beridkna 0
1
lim - Ym. II
Jim ~ m; m. n
Beridkna
n—1 x
li 1+ ,
dm 11 ( - k)
dér x ar ett positivt tal. (II)
Existerar
ind 1
li _
et ’;2 n(log n)1+*
och vad éar i sa fall dess virde? (I)
1—-cosx
Betrakta funktionen f(x) = ———— och sitt definitionsvis f(0) = 0. Visa att for alla reella x
x
1 2
ar | f(”)(x)| < det minsta av talen och —. (In)
n+1 |x|
log(1 + x)
Betrakta funktionen f(x) = ————— och sitt definitionsvis f(0) = 1. Visa att for alla x > 0
x
gilla olikheterna
n!log(1 + x) n!
< (1) fWx) < ————— II
ot Dalog+ay = C V@< ey @

Bevisa att det existerar en identitet av formen
X X
J et = ¢ J e dt — le_sz(x),
0 0 ?

dar C &r en konstant och P(x) ar ett polynom. Bestam C och P(x). ()

Visa att man har
J x" arcsin xdx = P,(x) arcsin x + Q,(x)V1 — x% + C,

dar P,(x) och Q,(x) dro polynom i x. Bestaim sedan dessa polynom (genom derivering). (II)

Bestdm polynomen P,(z) och Q,(z) i identiteten

1

J (1 — x*)*cos zxdx = Z%!H(Pn(z) sinz + Q,(z) cos z). (In)
1
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Bagliangder, areor och volymer

284.

285.

286.

287.

288.

289.

290.

291.

292.

293.

294.

3

1 T
Berikna baglangden av kurvan y = log tan 7% mellan x = n ochx = e (D

Berikna baglingden s(x) av kurvan 8a?y = x* + 6a®x? fran origo till en punkt med abscissan
X. (I-1)
Beridkna totala ldngden av kurvan

x = (1+cos’t)sint, y= sin? tcost. (Im)

2

/1
Lat A och O vara de punkter pa kurvan r“ = cos 2v, vilkas polarvinklar dro 0 och 7 Lat vidare

M; och M, vara tva punkter vilkas polarvinklar uppfylla villkoren

0<v; << Z COS V] COSVy = %
Bevisa att bagen AM; &r lika lang som bagen OM,. (D
x3
Betrakta cissoiden y* = ——. Lat s vara baglingden, riknad fran spetsen till den punkt i Gvre
halvplanet vars ordinata ar y . Berdkna
lim (s — ). (D

y—00

5p 4
Berdkna lingden av den minsta bidge som en korda genom punkten (Ip ?p> avskar av

parabeln y? = 2px. (In)
1
Bestam ekvationen y = f(x) for den kurva vars baglangd ar s = Elog tan y, rdknad fran

/s
unkten | 0, — |. Konstruera kurvan. (D
P 4

Undersok om det finnes nadgon kurva f(x, y) = 0 med foljande egenskaper: 1:0 Kurvan skall
g& genom punkten A(a, 0); 2:0 om M dr en punkt pa kurvan och O &r origo, sé skall langden
av kurvbédgen AM ha samma maétetal som arean av sektorn OAMO. (I-11)

Vilken kurva har den naturliga ekvationen s® + 4R? = 36a?, dir s = baglangden, R = krok-
ningsradien och a = konstant? (I

Lat F(x, y) vara en algebraisk form av graden p och sadan att kurvan F(x,y) = 1 gor en
slinga. Om dennas area ar Aj, berdkna da arean av den motsvarande slingan pa kurvan

F(x,y) = a. (D)

Lat M och M’ vara tva punkter pa kurvan (x +y)? = 2a(x —y) med de positiva ordinatorna AM
och A’M’. Berakna maximiarean av det omradde AMM’A’ som begréinsas av dessa ordinator,
bagen MM’ och linjestycket AA’, nar detta halles konstant och = a. (D

31
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295.

296.

297.

298.

299.

300.

301.

302.

303.

304.

305.

306.

307.

32

Berikna arean av det omrade i 1:sta kvadranten som begrinsas av kurvan y3 — x3 + x% =0
och x-axeln. (I-11)

Beridkna arean av det omrade i 1:sta kvadranten som begransas av kurvorna xy + y = 1 och

Wx?+y? =1 (I-1In)

Fran medelpunkten O i en ellips med halvaxlarna a och b (a > b) dragas réta linjer OP till
storlek och riktning lika med ellipsens krokningsradier. Sk orten fér P. Bestam ellipsens
excentricitet (e) sa att ortkurvans area blir dubbelt sa stor som ellipsens. (I-11)

a
Berdakna J. ydx, nér (x, y) ar en punkt pa kurvan
—a

¥} = (x — a)*(x +a). (I-11)

I en likbent triangel med basen 2a och héjden h mot basen ar inskriven en parabel, som tangerar
triangelns ben och vars axel ligger utefter hojden. Berdkna maximiarean av det omrade som
begriansas av parabeln och triangelns bas. (D

M ar en punkt pa ellipsen b%x? + a?y? — a?b? = 0, A och B de niarmaste andpunkterna av
axlarna. Nar 4r sammanlagda arean av ellipssegmenten BMB och MAM minimum? @

Tvé foranderliga parabler dro underkastade f6ljande villkor: 1:0 De ha parallella axlar pa
avstandet 2b fran varandra; 2:0 de skéra varandra vinkelritt i tva punkter. Berdkna minimiarean
av det omrade som omslutes av de bada parablerna. (I-11)

Den givna ellipsen b?x? + a®y? — a®b® = 0 skires av den variabla cirkeln x* + y? —r? = 0 i
fyra punkter, varigenom fyra manskirsformade omraden uppstéa. Berdkna storsta och minsta
vardet av dessa omradens totala area, da b <r < a. (Im)

Vilken ellips med given omkrets har den storsta arean? (Ir)

Berikna medelst en integral volymen av den rotationskropp som uppstar nar kurvan (bx +
ay — ab)? — abxy = 0 roterar omkring y-axeln i ett ratvinkligt koordinatsystem. (D
Bestam ekvationen y = f(x) for den kurva som gar genom punkten (0, 1) och vars tangent

har vinkelkoefficienten y,/1 — y? i punkten (x, y). Konstruera kurvan med angivande av
inflexionspunkterna. Berakna arean av det omrade som begransas av kurvan och x-axeln samt
volymen av den rotationskropp som uppstar, nar kurvan roterar omkring x-axeln. @

Berikna volymen av den rotationskropp som uppstar, nir kurvan x° —2x° +x* —2x%y+y? = 0
roterar omkring x-axeln. (I-11)

Visa att fotpunktskurvan med avseende pa centrum till en ellips med storaxeln 2a och excent-
riciteten e har ekvationen i polédra koordinater

r? = a?(1 — e? sinv).

Berdkna volymen V av den rotationskropp som uppstar, nir denna kurva roterar 1:0 kring

ellipsens storaxel (linjen v = 0); 2:0 kring ellipsens lillaxel (linjen v = %71') (Im




“Gellerstedt_lua” — 2020/2/25 — 20:32 — page 33 — #39

308.

309.

310.

311.

312.

313.

314.

315.

316.

317.

318.

319.

Ett cirkelsegment har som korda sidan i den liksidiga triangel som &r inskriven i cirkeln (vars
radie 4r = R). Segmentet roterar kring kordan, varigenom en rotationskropp uppstar. Berdkna
arean av dennas buktiga yta. (D

Parabeln y? = 2px skires av linjen 3y — 4x = 0 i punkterna O och A. Parabelbagen OA roterar
kring kordan OA. Berdkna arean av den genererade rotationsytan. (I-II)

Berikna arean av den buktiga yta som genereras, nir den slutna grenen av kurvan 4y? =

x3 — 4x? + 4x — 1 roterar kring x-axeln. (Ir*)

Berikna volymen av den kropp som begransas av xy-planet och den del av ytanz = xy\/1 —x — y
for vars punkter x och y dro positiva. (In)

Berikna volymen av den kropp i 1:sta oktanten (x > 0, y > 0, z > 0) som ligger utanfor
cylindern x? + y? = 1 och som begrinsas av planen x = 1, y = 1, z = 0 och ytan z =
X

(I1)

1+x2+y%
Ett prisma, vars sidor aro planen x =

z = x\/x? + y? och nedtill av planet z = 0. Berikna prismats volym.

0,y = 1 och y = x, &r upptill avskuret av ytan
(I

. . . .. 1
Ett variabelt prisma, vars sidor dro planen y = 0, x = cosaoch y = xtana (0 < a < 57[),

ar upptill och nedtill avskuret av sfiren x? + y? + z2 = 1. Bestidm det virde pa a for vilket
prismats volym blir maximum. (I

Beriékna volymen av den del av 1:sta oktanten (x > 0, y > 0, z > 0) som begréinsas av

koordinatplanen och ytan
e
a b c

dér a, b och c dro positiva tal. (I)
2y 2

Beridkna volymen av den del av ellipsoiden E = — + 7 +— —1 = 0 som ligger inom cylindern
a c

C =b*x? +a®y® —axb? = 0 (s at E < 0,C < 0). ()

Berikna volymen av den del av cylindern C = x% + y? — ax = 0 som ligger inom konen
K=9+22-k?’x*=0(saatt C <0, K <0). (1)

Berikna volymen av cylindern x?+y? = b?, da den upptill och nedtill 4r avskuren av ellipsoiden

x2 y2 22

a—2+b—2+c—2:1(a>b>c). (1)
2oy 22
Berékna volymen av den kropp som begrinsas av ellipsoiderna E; = — + 7z +—5-1=0
a c
PR R
ochEy=—+>5+—=5—-1=0@>b>c),saattE; <0, E; <O. I

2 b g

33
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320.

321.

322.

323.

324.

325.

326.

327.

328.

329.

330.

331.

o
no

2

x z
Berékna volymen av den kropp som begrénsas av ytorna £ = — + Z_z +—5 —1=0och
a c
PR R o
H=c—2+b—2—a—2—1=0(a>b>c),saattE<0,H<0. I
Sfaroiden c?(x? + y?) + a®z% — a®c®> = 0 (a > o) avskires av planet az = c¢(x — a). Berdkna
volymen av det avskurna (mindre) sfaroidsegmentet. (Im)

Berikna volymen av den kropp som begrinsas av paraboloiderna x% + y? = 2z och y? + 2% =
2x. (II)

Berikna volymen av den kropp som begrinsas av paraboloiderna P; = x? + y? +z -2 =10
och P, = x? — y2 — z = 0 samt xy-planet, sa att i varje inre punkt P; <0, P, < 0,z >0. (II)

Beriikna volymen av den kropp som nedtill begrinsas av sfiaren S = x* + y* + z2 — 2z = 0 och

upptill av paraboloiden P = x? — y? — z = 0 (sa att S < 0, P > 0). (In)
2 2 2

Beriikna volymen av den del av cylindern C = x3 + y3 — a3 = 0 som ligger inom sfiren

S=x?+y?+2z2—a®=0(saatt C <0,S<0). (Im

Berikna volymen av den del av sfiren S = x? + y? + z2 — 4a® = 0 som ligger inom cylindern
C=x*+y?—ax)’ —a®(x* + y*) = 0 (sa att S < 0, C < 0). (1)

Man betraktar en rit cylinder, vars spar i xy-planet ar den till kurvan x> + y = 3xy horande
slingan. Cylindern begriansas nedtill av xy-planet och upptill av planet y — z = 0. Berdkna
volymen. (Im)

En rat cylinder, vars spar i xy-planet ar den trespetsiga hypocykloiden x = a(2 cost + cos 2t),
y = a(2sint — sin 2t), 4r upptill och nedtill avskuren av sfiren x? + y? + z% = 94%. Berikna
volymen. (1)

En rit cylinder, vars spar i xy-planet ér cirkeln x? + y? — ax = 0, avskires av konen c(x? +
y?) — a%z% = 0. Berikna volymen av den salunda stympade cylindern. Beréikna dven arean av
dess buktiga yta. ()

Berikna arean av den del av den sfariska ytan x% + y? + 2% = a?

omslutes av kurvan

vars projektion i xy-planet

2(x% + y%)? = a®(2x? + y2). (I1-111)

Berikna arean av den del av ytan cx? = (x + y)?, som avskires av xz-planet, yz-planet och
2c

planet x + y = 3 (I1-11)

Differentialekvationer

Bestam den allménna integralen till differentialekvationerna 332-340 (alla uppgifter om differentia-
lekvationer &ro for tva betyg; kursbeteckningen (IT) har darfor icke utsatts).

332.

34

2y —y=x—x+1.
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333.

334.

335.

336.

337.

338.

339.

340.

341.

342.

343.

344.

345.

346.

347.

, ax+y
y =

x—ay
xy +my + (n—m)x"y? = 0.

2y +xy = 1.

y” +n?y = x? cos ax.

y/” _ y” _ y/ +y= XZex'
y” +y = logsinx.
3.7 2., _
x’y" +3x°y" +xy =1
x*y” +xy’ —y=x"
Betrakta differentialekvationen
y” —y’ cotx + ysin x = 0.

Infér u = u(x) som ny oberoende variabel och bestim funktionen u(x) sé att koefficienten for

Yoo . .
o forsvinner. Integrera sedan ekvationen.
u

Integrera differentialekvationen
xyy” —x(y' ) +yy =0

genom att medelst relationen x = ye? infora z som ny och av y beroende variabel.
d4
Bestam den integralkurva till differentialekvationen o +4y = 0 som i origo tangerar kurvan
x

x* + 4x3 — 3y = 0 med kontakt av 3:dje ordningen.

Bestam konstanterna a och b sa att differentialekvationen
Y’ +ay’ + by = xe*

far partikularlosningen y = xe*. Bestdm sedan allménna integralen till den salunda erhallna
ekvationen.

Uppskriv de linedra differentialekvationer av 3:dje ordningen med konstanta koefficienter
som ha partikularintegralen e* sin x.

Uppskriv en linedr differentialekvation av 2:dra ordningen med konstanta koefficienter, vars
hégra membrum ar en linear funktion av sin x och cos x och vilken har cos® x som partiku-
larintegral. Integrera denna ekvation.

Framstall polynomet

P(x)=x"+nx"1+n(n—Dx" 2+ +nlx+n!

35
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348.

349.

350.

351.

352.

353.

354.

355.

36

under integralform genom att integrera den lineédra differentialekvation av 1:sta ordningen
som P(x) satisfierar. Visa med hjalp harav, att P(x) icke har nagot reellt nollstélle, nar n ar
jamnt, och endast ett, nér n ar udda.

Betrakta differentialekvationen (E) P(x)y” — P’(x)y = Q(x), dar P och Q aro polynom, av vilka
Phar endast enkla nollstallen. For att integralerna till (E) mé vara polynom, &r det nodvandigt
och tillrackligt att polynomet P'Q” — P”Q ar delbart med P. Visa detta.

I formeln for medelvardessatsen

flx+h) = f(x)+hf'(x + 6h)

ar storheten 0 i allmanhet beroende av savéil x som h. Bestam alla (tre ganger deriverbara)
funktioner f(x), for vilka 6 ar oberoende av x.

Visa att integralen

o) oosintd

= t

Yx Ix+t
0

ar en for x > 0 kontinuerlig funktion, som satisfierar differentialekvationen (E) : xy” +xy =1
samt villkoren:

"(x
y(0) = %n, lim )

=1.
x—+0 logx

Undersok om y(x) ar den enda integral till (E) som satisfierar dessa villkor.

Genom en godtycklig ordinar punkt P pa en kurva Ci ett cartesiskt koordinatsystem drages en
rét linje parallell med y-axeln, och genom origo drages en rit linje parallell med kurvtangenten
i P. Lat Q vara den punkt, dir dessa linjer skdra varandra, och 1at M vara mittpunkten av
linjestycket PQ. Bestam kurvan C sa att orten for M blir en kurva med ekvationen y = f(x),
dar f(x) ar en given integrabel funktion.

Samma uppgift som i féregdende, nér linjen genom P drages parallell med x-axeln.

Tangenten i en punkt M pa en kurva i ett ratvinkligt koordinatsystem skir x-axeln i T, och
normalen i samma punkt skir x-axeln i N. Bestdm kurvan sa att mittpunkten av linjestycket
NT faller i origo och sé att kurvan skir y-axeln for y = a.

Bestam alla kurvor med foljande egenskap: Om MT ér tangenten i en punkt M pa en av kurvorna
och M’ ar skirningspunkten mellan MT och polaren till M med avseende pa parabeln y? = 2px,
sa ligger punkten M’ alltid pa réta linjen x = a.

Uppskriv ekvationen i ratvinkliga koordinater f6r en kurva som uppfyller foljande villkor:
1:0 Lat O vara origo och M en punkt pa kurvan. Om N &r den punkt dir kurvnormalen i M
skéres av perpendikeln i O mot radiusvektor OM, sa skall mittpunkten av MN vara det till M
hérande krékningscentrum. 2:0 Kurvan skall skira x-axeln for x = a och tangenten skall dar
bilda en vinkel av 135° med positiva x-axeln.
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356. Bestam de ortogonala trajektoriorna till ellipserna

x y_2_1
a? ’

_l’_
a?+1

dér a ar en parameter.

357. Bestam de ortogonala trajektoriorna till parablerna
y2 = 2ax + a®
dér a 4r en parameter.
358. Integrera differentialekvationen
x(x—a)y — (x +a)y + b =0.

Visa att integralkurvorna aro hyperbler med ena asymptoten fix och den andra gaende genom
en fix punkt.

359. Visa att allménna integralen till differentialekvationen

y1=x2 = 1-y2 =0

kan skrivas under formen f(x, y,c) = 0, dér c ar en integrationskonstant och fér ett polynom
i x, y och c. Studera integralkurvorna och bestdm deras envelopp.

37
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Talfoljder, serier och produkter

Talfoljder och serier med konstanta termer

360. Om ay, ay, ..., a,,... dro vixande tal sidana att
. An+1 — dp—1
lim —— =g,
n—ee ay —dpq
vad kan da sdgas om konvergensen av talféljden a,? (D
361. Latay, ay, ..., a, ... vara en talfoljd sddan att bade lim a, och limn(a,,; — a,) 4ro andliga och
bestimda for n — co. Visa att det senare gransvirdet da maste vara lika med noll. (D

362. For vilka reella virden pa a och b konvergerar talféljden

n

U, = Z m*l4+bn* (n=1,2..)? (I-11)
m=1
n! fe)"
363. Visa att lim —(—) existerar med ett dndligt varde. (I-11)
n—oo \/ﬁ n

364. Visa att gransviardet

: 1 1 1
JLIEO(E+E++E_2\/E)

3
existerar och ligger mellan 5 och —1. (In)

365. Visa att gransvardet

1 1 1
G=1li + + ot —logl
nglgo(zlogZ 3log3 nlogn o8 ogn)

existerar. Angiv en undre och en 6vre gréns for G. (I)

Konvergera eller divergera de oandliga serier vilkas allmdnna termer u, ha foljande varden: (uppg.
366-369): (I)
1 1

366. u, =1— —cot-.
n n

38
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367. u, = net+ — 1,
368 1 1 n+1
. u, = — —|lo
n \/ﬁ g n
369 1 !
. U, =1-—.
Aro de serier konvergenta eller divergenta vilkas allménna termer ha féljande virden (uppg. 370-375):
W)
370 !
. Uy = —————.
" ninlog(n+1)
1\" e
371. U, =|1+-] —e+ —.
n 2n

1 .
372. U, =—|1—-27[sin— ).
n n

n
1 1
373. u, = (e - (1 + —) ) log (1 + arctan —).
n n
niw .onr niw
374. U, = cot — sin + cos .
4n—2 2n+1 2n+1
o—loglog(2+n)
375. Uy, =

nlog(1+n)
Konvergera eller divergera de serier vilkas allménna termer u, dro (uppg. 376-379): (II)
T
*[sin —
376. u, = n
T
n?lognlog(1 + \/n) log (1 + tan —)
n

B (1+ en)log (1+sin f)

377. U, = .
nlog(1 ++/1 + n?)
378. u, = 1+ sin(\/4n? — 2n).
s

sin —
379. u, = L

1 1
1+ -4+ -
2 n

R

39
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380. Konvergerar eller divergerar serien

(o]
> e

n=1
dar

1 1 1
anzg 1+5+~-+;—10gn ?

381. Bestam talen p och g sa att funktionen

F(x) = J(xz + px+q)e *dx

(IT)

far det dubbla nollstéllet x = 1. Konvergerar eller divergerar den serie vars allmdnna term ar

u, = F(n)?

()

Konvergerar eller divergerar de serier vilkas allménna termer u, definieras av foljande bestaimda

integraler (uppg. 383-388): (I-1I)

1
383. U, = ( 1
.(J) Og .X'
384. U, = (
J 1+ x°
n
385. u, = [e_x dx.
n+1
J' sin® x 4
386. u, = X.
" 1+ x?2
n
(n+Drm 2
sin® x
387. U, = dx.
x
nim

n
388. Uy = Jlog(1+ ) ~logx gy

1

389. Konvergerar eller divergerar den serie vars allminna term ar

cot(rr/n) 4

u, = W, dar f(n) = !

40

2+1

(I-10)
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390. Konvergerar eller divergerar den serie vars allminna term ar

I mlog(1+ n)?

= 0, T a1

Aro de serier absolut konvergenta, betingat konvergenta eller divergenta, vilkas allménna termer u,
ha foljande varden (uppg. 391-395): (I-1I)

(M +n+Dr
391. U, =sin ———
n+1
D" (1
392. U, = 2 + cosa + cos2a + --- + cosna |, dar a ar ett reellt tal.
n
(-1)" 11 1
393. U, = 14+ —4+ -4
n+1 2 3 n
(n+1rx)
sin x
394. U, = J dx
log x
ni
395. u, = sin(ren!).

396. Bevisa utan anvandande av kriterier att serien

1 1-3 1-3-(2n—1)
1+ —+ + ot + ...
2.3 2.4-5 2-4--2n(2n + 1)
ar konvergent. (Im)
397. Lat ug, uq, Uy, ..., Uy, ... vara de av kurvan xy = sin x och x-axeln inneslutna areorna i inter-

vallen [0, ], [, 2], [27, 3], .... Visa att serien
Uy —up +uy — -+ (=D"u, + — ...
ar konvergent. (I-11)

For vilka reella varden pa a konvergera de serier vilkas allménna termer u, dro (uppg. 398-399): (I)

vn+2—+n—2
398. Uy=—— =
na
w/n
399. u, = n? J sin® xdx.
0

For vilka reella varden pa a konvergera de serier vilkas allmanna termer u, dro (uppg. 400-401): (I-1I)
n
a a n—?
400. un=<cos—+sm—) —e n.
n n
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[ 7 log(an)
401. U, =1-7[sin — — g .
n n

For vilka reella varden pa a konvergera de serier vilkas allménna termer u, dro (uppg. 402—-403): (I)

402, un=3/n3+an—\/n2+b.
403. u, =n+a—In® + bn.

For vilka reella varden pa a och b konvergera de serier vilkas allménna termer u, aro (uppg. 404-405):
(I-T0)

b 1\"
404. up=a+-—(1+-].
n n
1 ) m\"
405. u, =a+barctan— —[1+sin—| .
n n

406. Bestam talen a, b och c s& att den serie konvergerar vars allmidnna term ar

c 1\"
U, =|na+b+-—-nl1+ -
n n

407. Betrakta den serie vars allmanna term ar

e—\llog(2+log n) (I—H)

n+1 b
u, = (—1)"n?| log 7]
n_

For vilka reella virden pa a och b ar serien konvergent resp. absolut konvergent? (I-II)

408. I den konvergenta serien Z ay, aro alla a, positiva och = (k + 5)7[, k=0,1, 2,.... Visa att aven
1

(o)
serien Z tan a, konvergerar. (D
1
(o]
409. Om a,, ay, ..., ay, ... ar en reell talfoljd sadan att serien Z a,zl ar konvergent, konvergerar eller

1
divergerar d& den serie vars allminna term ar

U, = (an — arctan a,,)z/g? (D

oo

410. Om Z a, ar konvergent och alla a, > 0, konvergerar eller divergerar da den serie vars

1
allmanna term ar
U, = 2710t @l iy

42




“Gellerstedt_lua” — 2020/2/25 — 20:32 — page 43 — #49

411.

412.

413.

414.

415.

416.

(o8]

Om Z a ar konvergent och alla a, > 0, konvergerar eller divergerar da den serie vars

1
allmanna term ar

u, = 3aya,41 sina,? (I-11)

Lat Z vara en konvergent serie med positiva och monotont avtagande termer. Bevisa att
1

(o8]

o0

1
lim na, = 0. Visa med hjilp hirav att dven serien Z Jazn 2 konvergerar, om ¢ ir positivt.

n—oo

1
Visa med ett exempel att satsen icke giller allmént for € = 0. I

Bevisa Cauchys olikhet

n n
Z ai Z b]% 2 (a1b1 + a2b2 + -+ anbn)z,
1 1

[o¢]

dar ai och by dro reella tal. Bevisa med hjalp hirav foljande sats: Om serien Z a? ir konvergent,

1
sa konvergerar dven serien

00 1 1
> ak 2(logk) 2
2
absolut for € > 0. (In)

Visa att varje naturligt tal p kan pa ett och endast ett sitt skrivas under formen
P=a2"+a, 12"+ + a2 +ap,

diara, =1lochag =0eller1fori=0, 1, 2, ...,n— 1. Sifferkonstellationen a,a,_1a,_5 ... a;ay ar
da det entydiga uttrycket for talet p i detta dyadiska system. Uppskriv uttrycken for de atta
forsta naturliga talen. Lat Py, P, P,,... vara de naturliga tal, ordnade efter vixande storlek,
som i systemet framstéllas med enbart ettor. Konvergerar eller divergerar serien

L )
n=0 Pn
Lat q, q, ..., gy, ... vara en oandlig f6ljd av positiva vixande tal med foljande egenskap: om
X
antalet ¢; som dro < x betecknas med A(x), sa ar for x > x;: A(x) < 1—2 dar k ar en positiv
og” x
konstant. Konvergerar eller divergerar serien
> 1
> =2 (1)
1 n

1
Man betraktar en serie av positiva termer a; + a; + -+ + a, + ... dér @, = — forallan = 2™
n

1
(m=1,2,..), mena, = 5 for n = 2™. For vilka « och f dr denna serie konvergent? For vilka
n
a och f ar villkoret lim na, = 0 uppfyllt? Giv exempel pa konvergenta positiva serier, for
n—oo

vilka lim sup na,, ar andlig och # 0 resp = +oco. (IT)

n—oo

43




“Gellerstedt_lua” — 2020/2/25 — 20:32 — page 44 — #50

417.

418.

419.

For vilka varden pa r konvergerar serien

> 1 x\
Z— sin — |,
n:lQn n

dar g, betecknar den reella roten till ekvationen x> + nx — n? = 0? (I

Visa att ekvationen x" + x — 1 = 0 (n naturligt tal) har en och endast en positiv rot g,.
Konvergerar eller divergerar serien

1-0p
g log(1 + n)? ()

1 1
Visa att ekvationen xcot x = — (n > 1) har en och endast en 16sning x = g, i intervallet [0, 57[].
n

For vilka rella m och n konvergerar serien

1

3 (G vm ) (3= er) 2 m

Visa att serierna 420-422 aro konvergenta och beridkna deras summor S. (I)

420.

421.

422.

423.

424.

425.

44

> 4n-—3
Z:n(r12—4)'

n=3

°°l 1 !
ngzog -=)

arccot(n® + n + 1).
n=0

Lat y, vara allminna termen i den aritmetiska serie av 3:dje ordningen vars fyra forsta termer
(n=0,1,2,3)éaro 1, 4, 10, 20. Bevisa att serien

|

n=0 yl’l

ar konvergent och berdkna dess summa S. (D

For vilka varden pa det naturliga talet p konvergerar serien Z uy, dar
1

1+2+-+n
1P 420 4P

Up

Berdkna seriens summa S for p = 3. (I-11)

oo 1

Betrakta serien Z uy,, diar u, = J x" sin rxdx. Visa att serien dr konvergent och att dess
0 0

T sinu

du. (ID)

summa &r integralen J
0 u
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426. Lat y = f(x) vara den integral till differentialekvationen
2y” =5y +2y=0

som satifierar villkoren f(0) = 3, f'(0) = 9/2. Bevisa att serien

ad 1
Z arctan )
n=0 f (O)
ar konvergent och berdkna dess summa S. (Im)

427. Bevisa att serien .

Z(—l)”(" - 5)
n=1 n
ar konvergent och berdkna dess summa S. (I

428. Bevisa formeln

0 l oo
n; fl % Z:: iz - %(log 2)%. (1)
429. Bevisa att identiteten
L G ) LA O DL O G O
z:: mzzzl mZ::1 m n;n n

giller dven for N — co. Berdkna med hjalp hiarav summan

(-1)" & D"
2

m=1

d& man vet att

i 1 72 )
=om? 6
430. Bevisa formeln )
® 1 1 (logz)?
Z—3=—J(g)dz- m
i 2 1-z
0
Funktions- och potensserier
431. Berdkna
B nsm 2nx
500 = Z( G d 0

Undersok for alla reella x konvergensen av de serier vilkas allménna termer w, dro (uppg. 432-433):
(I-11)

45
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n
3n+4/x*+x-2
432. U, = 5 .
n x+1
n2x
433, = —
x"+logn

For vilka reella x och y konvergera resp. divergera de serier vilkas allménna termer u, dro (uppg.
434-435): (II)

434. Uy, =x”(1+sinj—/)<1 + sin X)(l + sin X)
1 2 n

(x+1D02x+1)...(nx+1)

435, Un = (y + 1)(2y +1)... (ny + 1).

436. Visa att serien

Z(x+1)(x+2) (x+n)

ar likformigt konvergent for x > § — 1, dér § ar ett godtyckligt litet men fixt positivt tal. Bestdm
seriens summa i form av en definit integral med x som parameter. (I)

437. Bevisa att serien
=1 X
D, gtan g
=02 2
ar likformigt konvergent i varje reellt intervall av x (dar termerna dro dndliga) och lika med

1
funktionen — — 2 cot 2x. (1)
x

438. Betrakta serien Z u,(x) dar
2

x
log(1 I 1-
og( + %) 0g( 1+nx)

log(1 + nx)log(1 + (n — 1)x)’

Uy (x) =

[o¢]

Visa att serien konvergerar for varje positivt x och att 4ven serien Z lin}) uy(x) ar konvergent.
X—>
Berédkna seriens summa S. Undersok om konvergensen ér likformig i intervallet 0 < x < 1. (II)

For vilka reella x konvergerar potensserien Z apx", dar (uppg. 439-441)

1 f dy
439, = = J (I-11)
n® J logy
2
1
440. = J(ylog y)\tdy. (IT)
0
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441.

442.

443.

444.

445.

446.

447.

B (n—1)

n"logn’

Bestam konvergensradien R for serien Z apx", dar

= (cos(%nﬂ\/m»zn. (In)

n=1

) d"x ) © on1
Berdkna T ,NAr y = Z xR, (D
Y y=0

oo

Bestam koefficienten ¢, i potensserien x = Z )" sé att

n=0
2n+1
y= Z 4 (2n+1)!
och sa att mot varje reellt virde pa y svarar ett rellt varde pa x. (I-11)

For vilka reella x kan polynomet 2x3 + 6x2 + x + 1 utvecklas i en geometrisk serie vars forsta
term ar 2x? (D)

Funktionen

fx) =

9
(x=7)(x—1)(x+2)
kan pa tva olika satt utvecklas efter bade stigande och fallande potenser av x. Skriv upp
serierna och abgiv for vilka reella x utvecklingarna gilla. (I)

Utveckla funktionen

1
y = —(1+ x?) arctan x
x

i serie efter stigande potenser av

(3]

1+x

Bestam konvergensradien. (Ir*)

Utveckla foljande funktioner f(x) i serie efter stigande potenser av x (uppg. 448—452). Bestam
koefficienten ¢, for x" som funktion av n. For vilka reella x giller utvecklingen? (II)

448.

449.

450.

451.

452.

1
oy = 220,

f(x) = (arctan x)?.

£(x) = log(1 + x) arctan x.

£(x) = log(1 — x + x2).

f(x) = log ( sin(arctan x) + m)
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453.

454.

455.

456.

457.

458.

48

Utveckla funktionen
y(x) =\-x+x?+1

i Maclaurin-serie genom att forst soka den differentialekvation av 2:dra ordningen som y
satifierar. For vilka rella x galler utvecklingen? (I)

Beridkna summan y(x) av potensserien

x4 x8 x4n

T+—+—++
41 (4n)!

+... (1)

Summera potensserien

0oy Am KAm+1 xAm+2 yAm+3
s(x) = Z —+ — — :
poi\4m  4m+1 4m+2 4m+3

Visa sedan att serien

1
i (_1y36D)
k=1 k
ar konvergent och berdkna dess summa S. (Im
Betrakta potensserien Z apx", dar
0
16
9= T8 10210
16n* —40n= + 9
Bestdm den funktion f(x) som serien representerar. Berdkna med hjalp hirav Z ay. (I)
0

visa att serien

n=1
ar konvergent for |x| < 1. Bestdm den funktion f(x) som serien representerar. Berdkna seriens
summa for x = 1 och fér x = —1. (Im)

o0

Betrakta potensserien Z r"x"~1, dar n ar ett fixt naturligt tal. Visa att nir denna serie konver-

r=1
gerar dr dess summa f,,(x) av formen

Pp1(x)
Ja(x) = m,

dar P,_; &r ett polynomi x. S6k en lineér relation mellan P,, P,_; och P,_;. Bestdm Py, P, P3 och
Py. Av vilken grad ar P,? Berdkna koefficienten for hogsta potensen av x samt koefficienterna
for x°, x! och x2. Visa att P, ir ett reciprokt polynom. Bevisa att polynomet P, har n distinkta
negativa nollstillen. (I




“Gellerstedt_lua” — 2020/2/25 — 20:32 — page 49 — #55

Rekurrenta talfoljder och serier. Oindliga produkter.

459.

460.

461.

462.

463.

464.

I den reella talfoljden uy, uy, ..., U, ... galler rekursionsformeln

Upy1 = log(1 + u%)

Existerar lim u,, och vad ar i sa fall dess varde? (D
n—>oo
I en oandlig foljd av positiva tal uy, uy, ..., Uy, ... giller rekursionsformeln
2

Uy = ;arcsm Uy,.

Visa att varje sddan talf6ljd ar konvergent, bestdim lim u, och angiv vilka véirden u; kan
n—oo

ha. @

Betrakta talfoljden ug, uy, ..., 4y, ..., dir uy = a (givet reellt tal) och de 6vriga talen bildas
enligt rekursionsformeln

1
3 2
Un+1 = E(un — Un)-

for vilka a existerar lim u,? Bestim gransvérdet i de olika fallen. (I-11)
n—>oo
I den oandliga foljden av positiva tal uy, u, ..., u,, ... giller rekursionsformeln

Uy = Ymu, —m+ 1,

dér m ar ett jamnt naturligt tal. Visa att talfoljden ar konvergent, bestdam lim u, och angiv
n—oo

vilka varden u; kan ha. (II)

Lat f(x) vara en for alla x kontinuerlig (reell) funktion, satisfierande villkoret
lf'(x)|<k<1.

Visa att ekvationen x — f(x) = 0 har en och endast en reell rot x = a. Man bildar talféljden

x1 = f(x), X = f(x)s oy X = (01D e

dar xg ar godtyckligt valt. Visa att lim x, = a. (I
n—oo
Man betraktar en foljd uy, uy, uy, ..., ty,... dar 0 < yy < woch u, = u, ;sinu, ; férn =
1, 2, .... For vilka u, i det givna intervallet existerar lim u,, och vad ar da dess varde? (1)
n—>oo

[e¢]

For vilka reella x konvergerar potensserien Z a,x", nér a; > 0 och de 6vriga g, bildas enligt f6ljande

rekursionsformler (uppg. 465-466): (1)

465.

466.

an+1 = log(1 + ay).

a,+1 = arctana,.

49
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(o)

For vilka reella x konvergerar potensserien Z apx", nar a; > 0 och de 6vriga a, bildas enligt

1
rekursionsformlerna 467-468? Diskussion for olika positiva varden pa a;. (II)

467.

468.

469.

470.

471.

472.

473.

474.

50

1
dpy1 = an\b(an +1).

B 2log(l + ay,)
n+1 = anW‘

(o8]

For vilka reella x konvergerar potensserien Z apx", dar koefficienterna a, dro positiva tal,

1
bildade enligt rekursionsformeln

2
ay,q1 = — arcsina,? (In)
Vs

(o]

For vilka reella x konvergerar potensserien Z apx", dar
1

4a,
i1 = - arctana,?

Diskussion for olika reella virden pa a;. (Im)
For vilka reella x konvergerar potensserien

ay +apx + -+ ax" + ...,
dér ay ar ett godtyckligt reellt tal och

a; = €0Say, Ay = COS Ay, ..., 0y = COS Gy 1, ... 7 (In)
[o¢]

Betrakta potensserien Z a,z", daray = 0,a; = 1,ay = 0, a3 = 2 och a,3 = a,.1 — a,_; for

n=1,2, .... Bestim denofunktion F(z) som serien representerar. Berikna sedan a, och angiv
seriens konvergensradie R. (I
o
Betrakta potensserien Z a,z", dir ay = 2, a; = 5 och
0

apy1 = 5a, —6a,_; forn=1,2, ..

Bestédm a,, med hjalp av en integral y = y(x) till differentialekvationen y” —5y’+6y = 0 (eller pa
annat satt). Angiv konvergensradien R och berikna den funktion som serien representerar.

(I)

Lat rq, ry och r3 vara rotterna till ekvationen

x3+px+q=O,
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[o¢]

dar p och g aro givna reella tal, och betrakta potensserien Z a,2", dar a, = r{' +rj +r3. Visa

0
att det existerar en lineér relation mellan fyra pa varandra féljande a,,. Bestim den funktion
F(z) som serien representerar. Angiv de nédvandiga och tillrickliga villkor som talen p och ¢
maste uppfylla for att seriens konvergensradie méa vara = 1. (In)

Berdkna de odndliga produkterna 475-477. (I-1I)

* log(n—1)
475. 11 o
3 logn
0 3
n -1
476. .
g nd+1
hnd 5 4
477. H(l——+—).
2 4
n=3 n n
478. Lat ay, a4, ay, ..., a,, ... vara positiva icke vixande tal sidana att
[Ja+aw
n=1
ar konvergent. Visa att lim (1 +a,) = 1. (I1-111)
n—oo
479. Visa att produkten
15
e e"+1
ar konvergent. (II-111)

480. Visa att en oandlig produkt vars allménna faktor 4r
X X
cos — — sin —,

n n

tenderar mot 0 for alla positiva x. (II-111)

Undersok for alla reella x foljande produkter (uppg. 481-483) med avseende pa konvergens och
divergens: (II-1II)

hnd x
481. Hcos -.
n=1 n
hnd x
482. 11 (1 + tan —).
n=1 n
0 2n
X+ x
483. _—
:n[]l 14 x2n
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484. For vilka reella varden pa a, b och c konvergerar produkten

485. For vilka reella varden pa m och r konvergerar produkten

ﬁ(l . (n+ 1)m—nm)?
nr

n=1

486. I vilka reella intervall av x ar produkten

lj (1 + xzn)

likformigt konvergent och vilken funktion representerar den?

52

(II-110)

(II-TIT)

(II-11I)
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Plan geometri

Kigelsnitt

487.

488.

489.

490.

491.

492.

493.

494.

Vad slags kigelsnitt representerar ekvationen
x2—2txy+ty2 +2x—4y=1
for olika varden pa parametern t? Bestim medelpunkt och axlar. @

Uppskriv ekvationen for det kdgelsnitt som gar genom punkterna (0, 0), (—1, 2) och (a, a) och
som tangerar linjen 2x + y — 5 = 0 i punkten (2, 1). Vad representerar ekvationen for olika
véarden pa a? (D

Uppskriv ekvationen for det kiagelsnitt som tangerar x- och y-axlarna i punkterna (1, 0) och
(0, —1) och som gar genom punkten (&, 1) pa rata linjen 3x — y — 1 = 0. Nar ar detta kagelsnitt
en ellips? Bestdm dennas area som funktion av & (D

Uppskriv ekvationen for det kagelsnitt som tangerar linjen y = 2 i punkten (0, 2) och linjen
x = 11 punkten (1, 0) och som gar genom punkten (cosa, sin@), dir 0 < a < 27 Vad
representerar denna ekvation for olika virden pa o? (D

Man betraktar i ett ratvinkligt koordinatsystem ett kagelsnitt K som tangerar y-axeln i origo,

¥
b—z—l.

Undersok huru kagelsnittet K varierar, nir M genomloper ellipsen E. (D

som gér genom punkten (g, 0) och vars medelpunkt M ligger pa ellipsen (E): — +
a

Man betraktar i ett ratvinkligt koordinatsystem de kdgelsnitt som ga genom punkterna (a, 0)
och (0, b) och som ha en brannpunkt Fpa cirkeln x? +y? = ¢? med den till Fhérande styrlinjen
gaende genom origo. Bevisa att intet av dessa kagelsnitt kan vara en ellips. (D

Man betraktar i ett ratvinkligt koordinatsystem de liksidiga hyperbler som tangera x-axeln i
origo och ga genom punkten P(X, Y). Fran punkten (a, 0) drages den andra tangenten till var
och en av dessa hyperbler. Visa att orten for tangeringspunkten &r ett kiagelsnitt (K) och angiv
var punkten P maste ligga for att K skall vara en ellips, en parabel resp. en hyperbel.  (I-1I)

En cirkel C med centrum i origo och en annan cirkel C’ 4ro givna. Lat T vara en tangent till C’
och lat P vara polen till T med avseende pa C. Sok geometriska orten for P och diskutera den
for olika ldgen av cirkeln C”. (I-11)
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495.

496.

497.

498.

499.

500.

501.

502.

54

A ar en punkt pa positiva x-axeln, B en punkt pa positiva y-axeln i ett cartesiskt koordinat-
system, dar O &r origo. 1:0 Uppskriv allménna ekvationen for de parabler som g& genom
punkterna O, A och B. 2:0 Visa att det genom varje annan punkt Pi planet gar i allménhet
exakt tva sadana parabler, reella eller imaginara. 3:0 Bestdm orten for de punkter P genom
vilka endast en parabel gar, och uppskriv ekvationen fér denna parabel. 4:0 Angiv de omraden
i planet som innehalla de punkter P genom vilka ingen reell parabel gér. (I-1II)

Man betraktar i ett ratvinkligt koordinatsystem alla liksidiga hyperbler (H) som ga genom
origo, som tangera linjen x + 2 = 0 och som ha en asymptot parallell med linjen y — x = 0.
1:0 Uppskriv allménna ekvationen fér hyperblerna H. 2:0 Visa att det genom varje punkt P
i planet (som ej ar origo) gar i allmanhet exakt tva sddana hyperbler, reella eller imaginéra.
3:0 Bestam orten for de punkter P genom vilka endast en hyperbel gar och uppskriv ekvationen
for denna. 4:0 Angiv de omraden i planet som innehélla de punkter P genom vilka ingen reell
hyperbel gar. (I-11)

En romb med centrum i origo samt hornpunkter i (a, 0) och (0, b) ar given. 1:0 Uppskriv
allménna ekvationen for en i romben inskriven ellips (E). 2:0 Visa att det genom varje punkt P
i det inre av romben gar exakt tva reella ellipser E: E; och E,. 3:0 Bestam orten for de punkter
P, dar E; och E, skdra varandra under en given vinkel a. 4:0 Berdkna arean av det omrade som
denna ort begréansar for det fall att romben &r en kvadrat och o = 45°. (Im)

Man betraktar i ett cartesiskt koordinatsystem alla egentliga kdgelsnitt (K) som ga genom
punkterna (0, 0), (1, 0) och (0, 1) och som tangera linjen L = x + y + 1 = 0. 1:0 Visa att
kagelsnitten K tillhora ett enparametrigt system, definierat av en enda andragradsekvation
(E). 2:0 Bestim de virden pa parametern for vilka ekvationen (E) representerar sonderfallande
kagelsnitt (K”). 3:0 Visa att exakt tva distinkta kégelsnitt K, reella eller imaginira, g genom
varje punkt Pi planet som icke ligger pa linjen L = 0 eller pa nagot av kigelsnitten K’. Bestam
orten for de punkter P genom vilka intet kagelsnitt K gar. Var ligga de punkter P genom vilka
endast ett kagelsnitt gar? Uppskriv dess ekvation med P:s koordinater som parametrar. (II)

Uppskriv villkoren for att kdgelsnittet
Ax? + 2Bxy + Cy* + 2Dx + 2Ey + H=0

ma ha en brannpunkt i origo. @

Visa att tva ellipser som ha en brannpunkt gemensam skira varandra i hogst tva reella
punkter. 4y

Genom bégge brannpunkterna i en ellips ldgges en cirkel. Vilket villkor méaste ellipsen uppfylla
och var pa dess lillaxel skall cirkelns centrum placeras for att cirkeln ma skéra ellipsen i fyra
reella punkter? (D

Lat MAA’ och MBB’ vara tvd mot varandra vinkelrita tangenter till en ellips med centrum
i O; A och B éro tangeringspunkterna, A’ och B’ aro de punkter, dér tangenterna skéra den
geometriska orten fér M. Bevisa att

MA MB
= 4y
MA’ MPB
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503.

504.

505.

506.

507.

508.

509.

510.

511.

512.

En triangel 4r inskriven i en ellips med halvaxlarna a och b. R 4r den omskrivna cirkelns radie;
dy, dy och d3 dro de halvdiametrar i ellipsen som &ro parallella med triangelns sidor. Visa att

did»d
R L 0
ab

En kompassros med m streck eller radier Ry, Ry, Ry, ..., R, placeras med sitt centrum i ena
brannpunkten F till en ellips. Lat r; vara avstandet fran F till den punkt, dir radien R; skar
ellipsen. Visa att

ar konstant, nar rosen roterar omkring F. (D

En triangel CDE ér inskriven i en ellips med halvaxlarna a och b. Triangelns sidor betecknas
med ¢, d och e, ellipstangenterna i triangelns hérnpunkter med ¢, ¢; och t,. Visa att om c och d
aro parallella med t, respektive td, sa 6ro 4ven e och ¢, parallella. Berdkna triangelns area. (I)

Lat Py, P, och P; vara tre godtyckliga men distinkta punkter pa en parabel. Tangenterna i
dessa punkter bilda da en triangel ABC. Visa att férhéallandet mellan areorna av trianglarna
Py P,P; och ABC ar en konstant och angiv dess varde. (D

Genom en fix punkt M i ett ratvinkligt koordinatsystem laggas tva mot varandra vinkelrata
linjer, som skéra x-axeln i B och D, y-axeln i A och C. Man betraktar de bada parabler som
tangera koordinataxlarna i A och Brespektive i C och D. Visa att avstandet mellan parablernas
brannpunkter dr konstant, nar det ratvinkliga linjeparet vrider sig kring M. @

Ay och By dro tva diametralt motsatta punkter pa en cirkel C, A, och B, tva andra diametralt
motsatta punkter pa C. Cirkeln C; skdr Ci A; och B;. Cirkeln C, skir Ci A, och B,. Cirklarna
C; och C, skér varandra i punkterna P och Q. Visa att varje cirkel som gar genom P och Q skar
cirkeln C1i diametralt motsatta punkter. (D

Bevisa foljande sats: Nar tva av en liksidig hyperbels skarningspunkter med en cirkel dro
diametrala pa hyperbeln, si dro de bada andra diametrala pa cirkeln. (M

Bevisa f6ljande sats: Om en cirkel tangerar en liksidig hyperbel utantill och dess diameter ar
lika med hyperbelns krokningsradie i tangeringspunkten, sa gar cirkeln genom hyperbelns
centrum. (D

I en punkt M pa en hyperbel med centrum i O drages normalen, som skér konjugataxeln i N.
Till den cirkel som har ON som diameter drages tangenten MT, dar T ar tangeringspunkten.
Visa att MT &r lika med hyperbelns halva transversalaxel. Anviind detta for att konstruera
normalen i en godtycklig hyperbelpunkt M, nar man kanner endast M och hyperbelns bada
toppar A och A’. (D

Uppskriv ekvationerna for de normaler till ellipsen
x =13cost, y = 12sint,

som kunna dragas fran punkten (15/26, 5/6). (I-11)
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513.

514.

515.

516.

517.

518.

519.

520.

521.

522.

56

Man betraktar en kroklinig triangel, vars sidor dro bagar av koncentriska och liksidiga hy-
perbler. Bevisa att vinkelsumman i denna triangel &r lika med tva rita. (I-11)

En parabel med variabel parameter har fokus i origo och réta linjen ax+by+c¢ = 0 som tangent.
Visa att diametern genom tangeringspunkten gar genom en fast punkt. Vilken? (I-II)

Betrakta de cirklar (I') som definieras av ekvationen
x*+y?+ax+by+ Aa+Bb+C =0,

dér A, B och C dro reella konstanter, a och b variabla parametrar. Visa att mot varje punkt
Mj iplanet svarar en punkt M, sddan att ett enparametrigt system av cirklarna I' gar genom
M och M,. Uttryck koordinaterna for M, som funktioner av koordinaterna for M;. Visa att
rita linjen M; M, gar genom en fast punkt F och att produkten M; F- M, F ir konstant. Ersitt
cirklarnas analytiska definition med en geometrisk, som omedelbart forklarar de bevisade
resultaten. ()

Uppskriv allminna ekvationen for de kéagelsnitt i vilka rita linjen y = ax + b 4r konjugatdi-
ameter till kordor parallella med y-axeln. Bestdm sedan den differentialekvation som dessa
kagelsnitt satisfiera. (Im)

Ett kdgelsnitt (K) och tva yttre punkter P och P’ dro givna. Tangentkordorna till dessa punkter
skdra Ki A och Bresp.i A” och B’. Visa att man kan ldgga ett kdgelsnitt genom P, A, B, A’, B
och P’. (I-1I)

En triangel OAB ar given. Ett kdgelsnitt tangerar sidorna OA och OB (eller deras férldngningar)
samt sidan AB i dess mittpunkt. Visa att polaren till O med avseende pa detta kéagelsnitt &r
parallell med AB. (In)

En triangel OAB och en rit linje (d) genom O &dro givna. Man betraktar de kagelsnitt som &ro
omskrivna kring triangeln OAB och sadana att polen till AB ligger pa d. Lat t vara tangenten i
O. Bevisa att rita linjen AB ar harmoniskt skuren av OA, d, OB och t. Uppskriv kégelsnittens
ekvation i det koordinatsystem, dar OA ar x-axel och OB ar y-axel. (Im

En fyrhorning ABCD ir inskriven i ett kagelsnitt. Lat P; vara polen till AB, P, polen till CD, O
diagonalernas skdrningspunkt och Q; den punkt, dar AD och BC skara varandra. Bevisa att
punkterna Py, P,, O och Qy ligga i rét linje. (II)

Till tva ellipser E och E’, som tangera varandra utantill i O, drar man de bada andra gemen-
samma tangenterna AA” och BB’, vilka skéra varandra i M. Bevisa att tangentkordorna AB
och A’B’ skéra varandra i en punkt T som ligger pa tangenten i O. Fran T dragas till E och E’
de yttre tangenterna TD och TD’. Bevisa att tangeringspunkterna D och D’ ligga i rét linje
med M och O. (I

P, Q, P’ och Q' &ro fyra punkter pa ett kdgelsnitt. M ar polen till PQ, M’ polen till P'Q’. MP
skdares av M'P’ 1 A, av M’Q’ i B. MQ skdres av M’P’ i C, av M’Q’ i D. Visa att de rita linjerna
PQ, P’Q’, AD och BC ga genom en och samma punkt. (I)
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523.

524.

525.

526.

527.

528.

529.

530.

531.

532.

533.

En ellips (E) och tva yttre punkter P och Q dro givna. Lat C vara ett godtyckligt kdgelsnitt som
tangerar E i de bada punkter A och B, dar E skires av polaren till Prelative E. Polaren till Q
relative C skdr C i punkterna A’ och B’. Visa att alla de sex punkterna P, A, B, A’, B" och Q
ligga pa ett fixt kégelsnitt. (In)

Bestam orten for en punkt varifran tva mot varandra vinkelrata normaler kunna dragas till
parabeln y? = 2px. @

Parabler laggas genom hornpunkterna i en ratvinklig triangel och till var och en av dessa
parabler drages en tangent parallell med hypotenusan. Bestim orten for tangeringspunkter-
na. (D

Genom tva fixa punkter A och B pa ett givet kigelsnitt lagges en cirkel, som skar kagelsnittet
i ytterligare tva punkter C och D. AC och BD skdra varandra i M, AD och BCi N. Bestim orten
for M och N. (D

I ett ratvinkligt koordinatsystem betraktas alla de parabler som tangera koordinataxlarna sa
att tangentkordan PQ gar genom den fixa punkten (a, b). I var och en av dessa parabler dragas
normalen PN1i P och diametern QN genom Q. Bestdm orten for skarningspunkten N mellan
dessa réta linjer. (D

Man betraktar i ett ratvinkligt koordinatsystem de hyperbler for vilka y-axeln ar en styrlinje
och linjen y = mx en asymptot. Bestim orten foér brannpunkterna. (D

I ett ratvinkligt koordinatsystem ar B(0, b) en punkt pa Y-axeln och AB en rit linje med vinkel-
koefficienten m. Man betraktar de parabler som tangera y-axeln i B och ha sina brannpunkter
pa AB. Bestdm orten for parablernas toppar. (D

Man betraktar i ett ratvinkligt koordinatsystem de (egentliga) kigelsnitt som tangera x- och
y-axlarna och for vilka linjen x + y = a &r en styrlinje. Bestim orten f6r den motsvarande
brannpunkten. Av vad slag dro kégelsnitten? (D

Genom punkten P(p, ), som ligger inom ellipsen b*x? + ay? = a®b?, dragas tva rita linjer
parallella med koordinataxlarnas bissektriser. Man betraktar de kégelsnitt som ga genom de
fyra punkter, dér linjerna genom P skéra ellipsen. Var ligga centra till dessa kdgelsnitt, nar de
aro ellipser? (D

En ellips med halvaxlarna a och b (a > b) ror sig i sitt plan sa att lillaxelns &ndpunkter stindigt
befinna sig pa var sin av tva vinkelrita axlar Ox och Oy. Darvid beskriva dandpunkterna
tva slutna kurvor. Bestdm dessa kurvor och berdkna arean av det gemensamma omrade de
begransa. (D

Man betraktar tva parabelsystem: Parablerna (P) i det ena systemet ha parametern p och
parallella axlar samt tangera en given rit linje L; parablerna (Q) i det andra systemet ha
parametern q och parallella axlar samt tangera en annan rit linje L’. Axlarna i det forra
parabelsystemet sta vinkelritt mot axlarna i det senare. Parablerna P och Q variera sa att deras
fyra skarningspunkter stdndigt ligga pa ett centralt kdgelsnitt av givna dimensioner. Bevisa
att kégelsnittets centrum dérvid beskriver en rat linje. (I-1m)
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535.

536.

537.

538.

539.

540.

541.

542.

543.

544.
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Man betraktar de kégelsnitt med centrum i origo och likriktade axlar, som ha en given rit
linje L som normal. Visa att orten for polerna till L med avseende pa dessa kégelsnitt 4r en
parabel, vars axel ar vinkelrit mot linjen L. (I)

Tva kégelsnitt aro givna: K med ekvationen i homogena koordinater a;;x% + ag,y? + as3z? +
2a15xy+2a13xz+2ay3yz = 0, och K’ med ekvationen f(x, y,z) = 0, dir dven fér en kvadratisk
form. Lat T vara en tangent till K och 1at P vara polen till T med avseende pa K’. Framstall
ortkurvans ekvation i determinantform. (Im)

Bestam orten for centra till de cirklar som i tvé reella punkter tangera (A) ellipsen bx? +
a?y? — a’b? = 0 (a > b), (B) hyperbeln b%x? — a?y? — a®b? = 0, (C) parabeln y? — 2px = 0. (I)

En triangel T har ett fast horn i punkten (0, b) och tva variabla pa cirkeln x? + y? = r2.

Man betraktar den cirkel som dr omskriven kring T. Bestdm den geometriska orten for dess
centrum. (I-11)

Var ligga centra till de cirklar som i fyra distinkta reella punkter skira (A) ellipsen b*x? +
a?y? —a®b? = 0 (a > b), (B) hyperbeln b?x? —a?y? —a?b? = 0 sa att alla fyra skirningspunkterna
ligga pa en och samma gren, (C) parabeln y* — 2px = 0. (In)

Man betraktar de ellipser som kunna inskrivas i en given rektangel. Visa att de fyra punkter i
vilka tva av dessa ellipser skira varandra dro hérnpunkter i en parallellogram, vars sidor dro
parallella med rektangelns diagonaler. (I)

Lat K och K’ vara tva givna kigelsnitt, godtyckligt placerade i forhéllande till varandra. I K’
drages alla méjliga par av konjugatdiametrar och genom en godtyckligt vald punkt O pa K
dragas linjer, parallella med dem. Lat A och B vara de punkter, ddr ett sadant par anyo skér K.
Bevisa att rita linjen genom AB gar genom en fast punkt. (I)

Pa linjen x = A, som ligger utanfér ellipsen ax? + 2bxy + cy? = 1, tages tva punkter P,
och P,, som &ro konjugerade med avseende pa ellipsen men i 6vrigt godtyckliga. Visa att
det i xy-planet finnes tva fasta punkter Q och Q’, fran vilka linjestycket P, P, alltid synes
under rit vinkel. Visa dven att Q och Q’ ligga pa en hyperbel, nir A varierar. (Ratvinkliga
koordinater.) (Im)

En cirkel med variabel radie tangerar en given ellips utantill i en fix punkt. Visa att skdrnings-
punkten mellan ellipsens och cirkelns gemensamma variabla tangenter ligger pa en hyperbel,
som ar koncentrisk med ellipsen och har likriktade axlar. (Ir)

Bestam den relation som maste finnas mellan abskissorna x; och x;, for tva punkter M; och
M, pa parabeln (Q): x*> = 2py, for att kordan M; M, skall tangera parabeln (P): y?> = 2px. Visa
med hjélp hérav att det finnes oandligt manga trianglar som aro inskrivna i Q och vilkas sisdor
aro tangenter till P. ()

Uppskriv den relation som méste finnas mellan ordinatorna y; och y, for tva punkter M; och
M, pa parabeln (Q): y* = 4a(x — a) for att tangenterna i M; och M, ma skira varandra pa
cirkeln (C): x? + y? = r?. Bestam med hjilp hirav villkoret for att det skall finnas oandligt
manga trianglar som &ro inskrivna i C och vilkas sidor dro tangenter till P. (I)
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554.

Lat M(t) och M’(t") vara tva punkter pa ellipsen
Xx =acost, y=bsint. (E)

Uppskriv den relation som méste finnas mellan ¢ och ¢/, for att ellipstangenterna i M och M’
ma skira varandra pa cirkeln (C): x% + y? = r?. Bestim med hjilp harav villkoret for att det
skall finnas oéndligt manga i C inskrivna trianglar, som dro omskrivna kring E. (In)

Vilkn 4r den storsta trangel som kan inskrivas i en given ellips, nér triangeln har ett horn i en
av ellipsens toppar? 0]

I en likbent triangel med basen 2a och hdjden h mot basen inskrives en ellips, som tangerar
basen i dess mittpunkt. Visa att en av ellipsens axlar faller utefter hojden. Valj ellipsen sa att
dess area blir maximum. Berdkna denna area och ellipsens halvaxlar som funktioner av a och
h. (IT)

S6k den storsta triangel ABC som kan inskrivas i ellipsen
B2x? + a?y? = a2V,

nar punkten C(X,Y) ar given. Berdkna maximiarean och bestam koordinaterna for A och B
som funktioner av X, Y, a och b. (I-11)

I en ellips med halvaxlarna a och b (a > b) ar inskriven en triangel med en sida av langden 2s.
Sok storsta mojliga véirdet av triangelns area. Diskussion for olika virden pa 2s < 2a.  (I-II)

Bestam de i en ellips med halvaxlarna a och b inskrivna trianglar som ha en sida parallell
med en given riktning och vilkas area 4r maximum. Berdkna maximiarean och konstruera
motsvarande trianglar. (I-11)

Man betraktar allla i ellipsen b?x? + a®y? = a®b? inskrivna trianglar, som ha en given vinkel
och ett av vinkelbenen parallellt med y-axeln. S6k maximum av dessa trianglars areor. (I-II)

I ett cartesiskt koordinatsystem med axelvinkeln 0 lagges en ellips genom punkterna (2a, 0),
(0, 2b) och origo. Bestiam ellipsens ekvation, nar dess area 4r minimum, och berikna minimia-
rean. (1)

Lat A (a, 0) och B(0, b) vara punkter i ett cartesiskt koordinatsystem med axelvinkeln 6 och
dér O ar origo. I triangeln OAB inskrives en ellips. Bestam ellipens ekvation, nar dess area ar
maximum, och bedkna maximiarean. (Im)

Bevisa satserna:

(A) (A) Om en triangel av arean T ar inskriven i en ellips av arean E, sa ir

S
IN

V27
47’
T

V27

(B) (B) Om en triangel av arean T ar omskriven kring en ellips av arean E, s& ar Z > o
s

(I1)
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556.

557.

558.

559.

560.

561.

562.

563.

564.

565.

566.
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2 2
x
Man betraktar alla kring ellipsen — + = 1 omskrivna trianglar vilkas area 4r minimum.
a
Bestam den kurva pa vilken triangelhérnen ligga. (In)
x2 2
Man betraktar alla i ellipsen — + 7z 1 inskrivna trianglar vilkas area &r maximum. Bestim
a
den kurva som envelopperas av sidorna i dessa trianglar. (I
52 2
S6k den storsta triangel som &r inskriven i ellipsen (E): — + - 1 och sadan att en av dess
a

sidor (eller dess forlangning) gar genom en given punkkt P(&, n). Berdkna maximiarean och
angiv huru motsvarande triangel konstrueras. Diskussion for olika ldgen av punkten P. (II)

Vilka fyrhorningar, inskrivna i ellipsen b%x? + a?y? — a®b? = 0, ha den storsta arean? Visa att

sidorna i dessa fyrhérningar enveloppera en och samma kurva. Vilken? (I)
. Xt g2 X2 g2
Ellipsen (E): — + 75 = 1(a > b) och hyperbeln (H): — — = = 1 ha samma brannpunkter.
a“ b P q

Man betraktar alla ellipser med centrum i origo som tangera E och H1i tva punkter pa vardera
kurvan. Visa att tangenterna i dessa punkter standigt bilda en rektangel. S6k maximum av
denna rektangels area. (1)

Vilken &r excentriciteten e for den storsta ellips som &r inskriven i en cirkelkvadrant sa att
den tangerar kvadrantens omkrets i fyra punkter? (I-1T)

Berdkna maximi- och minimiarean av en cirkelkvadrant som ar omskriven kring en ellips

med halvaxlarna a och b (a > bv/3). (Im)

Bestam ldngden av den minsta korda i ellipsen b%x? + a®y? — a®b? = 0 (a > b) som 4r normal
till kurvan. (I-11)

Bestim i ellipsen cx? + y? = c langderna av den storsta och av den minsta korda som tangerar
cirkeln x% + y? = ¢2. Diskussion forolika virden pa ci intervallet 0 < ¢ < 1. (I-11)

Bestam maximi- och minimildngderna av de kordor i ellipsen
P
+ S

a—z b2:1 (a>b)

som ga genom en punkt pa y-axeln med ordinatan Y. Diskussion f6r olika varden pa Y. (I-II)

Man betraktar en sluten konvex kurva (C) med kontinuerligt varierande tangent samt tva
yttre punkter P och Q saddana att rita linjen PQ icke skir kurvan. Visa att det finnes tva (och
endast tva) ellipser med brannpunkterna P och Q som tangeras av kurvan C, den ena ellipsen
innantill i M; och en andra utantill i M,. Lat M vara en variabel punkt pa C: visa att summan
MP + MQ dr maximun for M = M;, minimum for M = Mj. (Im)

Uppskriv ekvationen fér den normal till parabeln y? = 2px som avskir en korda av minsta

mojliga langd. (D
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567.

568.

569.

570.

Berikna minimiarean av de segment av parabeln y* = 2px;, vilkas kordor 4ro normaler till
parabeln. 4y

En parabel med den variabla parametern p dr omskriven kring en likbent och ratvinklig
triangel, vars kateter ha ldngden a. Lat o vara den vinkel parabelaxeln bildar med en av
kateterna. Undersok hur p varierar med « i intervallet [0, 7]. Bestim sedan de parabler som
som ha maximal parameter. (I-11)

Man betraktar alla i en parabel inskrivna trianglar av arean T. S6k minimum av sammanlagda
arean av de bada parabelsegment som ligga utanfor triangeln. (I-1m)

En (egentlig) parabel tangerar koordinataxlarna och linjen
bx+ay—ab=0

i ett ratvinkligt koordinatsystem. Uppskriv allminna ekvationen for denna parabel med para-
belaxelns vinkelkoefficient (/m) som parameter. Bestim koordinaterna for tangeringspunkterna
som funktioner av m. Betrakta alla moéjliga lagen av parabeln och berdkna minimum av sam-
manlagda arean av de bada parabelsegment som ligga utanfor den av tangentkordorna bildade
triangeln. (I-11)

Kontakt, envelopper m.m

571.

572.

573.

574.

575.

576.

577.

578.

En parabel, vars axel ar parallell med y-axeln, har kontakt av 2:dra ordningen med cirkeln
x? + y? = 2 i punkten (1, 1). Uppskriv parabelns ekvation. (IT)

Bestam orten for centra till de liksidiga hyperbler vilkas axlar aro parallella med koordinat-
axlarna och som ha 3-punktsberéring med parabeln y? = 2px. (In)

Bestdm orten for centra till de liksidiga hyperbler som ha en kontakt av 3:dje ordningen med
ellipsen b%x? + a?y? — a®b? = 0. (I)

Bestiam det kigelsnitt som har kontakt av 4:de ordningen med kurvan y = x> i punkten (&, 7).
Uppskriv kédgelsnittets ekvation med & som parameter. (I

Lat M (¢, n) vara en ordinar punkt pa en given kurva (C) med ekvationen y = f(x). Bestim
orten for centra till de ellipser vilkas axlar dro parallella med koordinataxlarna och som ha
kontakt av 2:dra ordningen med kurvan C i punkten M. (In)

Bestam kontaktordningen i punkten (1, 1) mellan kurvorna
2 —4x> +3x2 =0 och 2y -6y®—21y+81x — 56 = 0. (In)

Lat M vara en fix punkt pa ett givet (egentligt) kdgesnitt. Visa att alla de liksidiga hyperbler
som ha 3-punktskontakt med kagelsnittet i M ga genom en annan fix punkt P. (I)

En ellips (E) och en punkt Ppa E dro givna. Visa att det finnes i allménhet tre (reella) oskulerande
cirklar till E, som ga genom P, samt att man kan lagga en cirkel (C) genom P och de tre
oskulationspunkterna. (I
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579. Lat P(X, Y) vara en punkt pa hyperbeln b?x? — a?y? — a?b? = 0. Visa att det finnes en och
endast en (reell) cirkel som gar genom P och oskulerar hyperbeln i en annan punkt. Bestdm
oskulationspunktens koordinater £ och n som funktioner av X och Y. (I)

580. Uppskriv ekvationen for en parabel som har 4-punktsberoring med ellipsen b?x? +a?y? —a?b? =
0. Visa, att man genom en godtyckligt vald punkt i planet kan ldgga i allménhet fyra sddana
parabler (reella eller imaginira), varvid kontaktpunkterna ligga pa tva parallella rata linjer
sadana att hogst tva av parablerna &ro reella. (I

581. Tva kongruenta parabler med parametern p och vinkelrata axlar ha med varandra en kontakt
av 2:dra ordningen. Berdkna arean av det omrade som begrénsas av parablerna. (I)

582. Oskulerande cirkeln i punkten M pa en given ellips skar ellipsen ytterligare i punkten M,
oskulerande cirkeln i M; skir den i M, o.s.v. Var skall punkten M ligga for att M, skall
sammanfalla med M? (Im)

583. Lat Pvara en punkt sadan att de bada tangenter som fran P kunna dragas till en given ellips
(E) avskira ett stycke av given langd (s) pa tangenten i en fix ellipspunkt A. Visa att orten for
P ar ett kédgelsnitt, som har 4-punktsberdring med E i den till A diametralt motsatta punkten
A’ (IT)

584. Icirkeln x? + y? = r? dragas kordor parallella med y-axeln. Bestam enveloppen till de cirklar
som uppritas med dessa kordor som diametrar. Vilka av cirklarna ha reell kontakt med
enveloppen? (I)

585. Man betraktar det system av cirklar som ha medelpunktsradierna i en given ellips som
diametrar. Visa att enveloppen till dessa cirklar ar ellipsens fotpunktskurva med avseende pa
centrum. (I

586. Bestam enveloppen till de cirklar som ga genom origo och ha sina centra pa cirkeln x? — 2ax + y* = 0.

(I1)

1
587. Bestdm enveloppen till de cirklar som tangera x-axeln och ha sina centra pa kurvan y = 2 (e +e™).
(I1)

588. Man betraktar alla parabler som ha sina brannpunkter pa x-axeln och som ga genom punkterna
(1, 0) och (-1, 0) i ett ratvinkligt koordinatsystem. Bestim enveloppen till dessa parablers
axlar. (Im)

589. Man betraktar alla parabler som g& genom origo och ha styrlinjen x = a. Huru begransas den
del av planet inom vilken parablerna ligga? (In)

590. Bestim enveloppen till de kordor i cirkeln x? + y? = r? som fran punkten (c, 0) synas under

rat vinkel. Diskussion f6r olika varden pa c. (Im)

591. Bestdam inflexionspunkterna pa kurvan ytan x — x = 0 samt inflexionstangenterna. Visa att
dessa aro tangenter till en parabel. Vilken? (Im)
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592.

593.

594.

595.

596.

597.

598.

599.

600.

601.

Pa styrlinjen till en given parabel ligger medelpunkten till en given cirkel. Lat P vara en punkt
pa parabeln och lat L vara polaren till P med avseende pa cirkeln. Bestaim enveloppen till L,
nir P genomldper parabeln. (I)

En cirkel (C) och ett kégelsnitt (K) dro givna. Lat P vara en punkt pa K och lat L vara polaren
till Pmed avseende pa C. Sk enveloppen till L, nar P genomloper K. (I

En kurva (C) med parameterframstéllningen x = f(t), y = g(¢) ar given.
(A) Lat T vara en godtycklig tangent till C och lat P vara polaren till T med avseende pa
cirkeln x? + y? = 1. Orten for P ar en kurva C’. Bestim koordinaterna for en punkt pa
C’ som funktioner av t.
(a) (B) Lat Pvara en godtycklig punkt pa C och lat L vara polaren till P med avseende pa
cirkeln x% + y? = 1. Enveloppen till L 4r en kurva C”. Bestam koordinaterna for en punkt
pa C” som funktioner av t.

(I1)
Bestam enveloppen till kigelsnittet
(@a+1Dx*+ay*+2a+1)xy—ax—a> =0,
nér parametern a varierar. (Im

Man betraktar i ett ratvinkligt koordinatsystem alla ratvinkliga trianglar ABC sadana att
hypotenusan CA = 4a ligger pa x-axeln, under det att vinkelspetsen A stindigt befinner sig pa
y-axeln; dessa trianglar bilda ett enparametrigt system. Vilj som parameter vinkeln ABC =t
och bestam enveloppen till sidan AB. (In)

Man betraktar de parabler som i origo ha en kontakt av (minst) 2:dra ordningen med cirkeln
x% +y? —8ax = 0. Visa att enveloppen till dessa parablers axlar r den trespetsiga hypocykloid
som genereras av en punkt P pa en cirkel med radien a, nar denna cirkel rullar pa insidan av
cirkeln (x — @)? + y? = 9a® och punkten P ursprungligen befinner sig i (44, 0). (IT)

Uppskriv allménna ekvationen for de parabler som ha 3-punktsberoring med cirkeln x? + y? =
r? i ena andpunkten av en variabel diameter och som gi genom dennas andra dndpunkt.

Bestiam enveloppen till dessa parablers axlar. (I

Bestam villkoret for att den réta linjen y = mx + k ma vara tangent till kurvan 27y? = 4x3.
Sok sedan geometriska orten for en punkt varifran man till kurvan kan dra tva tangenter,
parallella med tva konjugatdiametrar till kigelsnittet x + y? + 2axy = C. (In)

Betrakta cissoiden f(x,y) = x(x? + y?) — ay? = 0 och lat P(x, y,) vara en sadan punkt att
f(x0, o) # 0. Visa att det genom P gar exakt tre (reella eller imaginéra) tangenter till kurvan.
Om My, M5 och Mj éro tangeringspunkterna och O &r origo, uppskriv da den tredjegradsekva-
tion i ¢, vars rotter dro vinkelkoefficienterna for OM; (i = 1, 2, 3). Bestdm den cirkel (C) som
gar genom M, M, och Ms. Visa att punkten P ligger inom C, nér alla tre tangenterna aro
reella. (I

En cirkel gar genom brannpunkten till parabeln y? = 2px. Bestim geometriska orten for
cirkelns centrum (C), nér cirkeln och parabeln tangera varandra. Bestdm &ven orten for C, nar
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602.

603.

604.

605.

606.

64

cirkeln och parabeln skira varandra i fyra reella distinkta punkter, i fyra imaginéra resp. i tva
reella distinkta och tva imaginira punkter. (In)

Om man i fjardegradsekvationen
f@)=(x—1zt+(x—4)22 +2yz+2x—4=0

betraktar x och y som koordinater for en punkt i planet och z som en parameter, representerar
den ett system rita linjer. S6k enveloppen till dessa linjer och konstruera den med angivande
av inflexionstangenterna. Bestim sedan antalet reella och distinkta tangenter som kunna
dragas till enveloppen fran en punkt P(x, y), niar denna befinner sig i olika omraden av planet.
Angiv slutligen med hjalp hiarav nédvandiga och tillrackliga villkoren for att ekvationen
f(z) = 0 ma ha fyra reella och distinkta rotter. (IT)

(A) Visa att kurvan y? = x°+x? har en enda singulir punkt (dubbelpunkt med reella tangenter).
Lat M vara en ordinar kurvpunkt pa dndligt avstand och # (-1, 0). Tangenten i M skar kurvan
i en punkt M;, tangenten i M; skér kurvan i M, o.s.v. Visa att grinsliget for den sa erhallna
n:te punkten M, ar kurvans dubbelpunkt, nir n — co.

(B) Visa detsamma for kurvan x> +y3 = 3axy, da Mir en ordinar kurvpunkt pa andligt avstand

3a 3a
och = (—, —). (1)
2° 2
Visa att kurvan xy? — (x + y)? = 0 har en enda singulir punkt (spets) och en enda inflexions-
punkt. Lat M vara en annan ordinar kurvpunkt pa dndligt eller odndligt avstand. Tangenten
i M skar kurvan i en punkt M, tangenten i M; skar kurvan i M, etc. Visa att gransliget for
den salunda erhallna n:te punkten M, ar kurvans spets, nir n — oco. Fran punkten M kan en
tangent dragas till kurvan: lat M’ vara tangeringspunkten. Fran M’ kan en tangent dragas
med tangeringspunkten M” etc. Visa att granslaget for den salunda erhallna n:te punkten
M™ 3r kurvans inflexionspunkt, nir n — oo. (I

3

Konstruera kurvan y? = x3 — x? och bestam inflexionspunkterna. Visa att mot varje virde pa

x 1 1
vinkeln u = arctan — i intervallen e <u<0och0<uc< 77T svarar en bestdmd kurvpunkt

P pa andligt avsténg, och vice versa om man bortser fran en enda punkt (vilken?). Vinkeln u
kallas for argumentet till punkten P(x, y), som da betecknas med P(u). Visa att nédvéandiga och
tillrackliga villkoret for att tre kurvpunkter med argumenten uy, u, och us ligga i rét linje &r:
Uy +uy +uz = kr, dér k ar ett helt tal. Den punkt, dar tangenten i P(u) &nyo rakar kurvan, kallas
for tangentialpunkten till P(u). Lat P; vara tangentialpunkten till P(u), P, tangentialpunkten
till P; etc. och slutligen P, tangentialpunkten till P,_;. Bestim argumentet till P(u) s att P,
sammanfaller med P(u). Betrakta speciellt fallen n = 3, 4, 5, 6, 7 och 8; bestam antalet olika
tangentialpunktspolygoner. (Ir)

I ett cartesiskt koordinatsystem, déar O &r origo, &ro punkterna A (a, 0) och B(0, b) givna, likasa
linjen (L): ux + vy + w = 0. Lat P och Q vara tva variabla punkter pa L och betrakta de bada
systemen av kagelsnitt K och K’ som samtliga ga genom P och Q, under det att kagelsnitten
K tangera x-axeln i A och kégelsnitten K’ y-axeln i B. Av réta linjen OP skaras K och K’
ytterligare i M resp. M’, och av rita linjen OQ skéras de i Nresp. N’. Visa att réta linnjerna
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607.

608.

MNoch M’ N’ ga genom varsin fasta punkt A; (a;, 0) resp. B; (0, b;). Genom att i ovanstaende
definition av K och K’ ersitta punkterna A och Bmed A; och B; erhalles pa samma sitt tva
nya punkter A, (ay, 0) och B, (0, by). Detta forfarande upprepas ett godtyckligt antal ganger.
Bestdm a,, och b,, samt gréansldget av réta linjen A, B, nar n — co. Visa att detta erhalles genom
att forbinda origo med skarningspunkten mellan rita linjerna AB och L. (In)

Bestam den evolvent (E) till cirkeln (C): x2 + y? = 1 som gar genom punkten (1, 0). Huru
manga reella normaler kunna dragas till E fran en given punkt P? (I

Lat ABC vara en liksidig triangel med sidan 2c. I hornpunkterna A, B och C sattas stift, och
omkring alla dessa ldgges en sluten trad av langden 2kc (k > 3). Ett ritstift D fores ett varv
runt triangeln sa att traden alltjamt halles spand av D och tva eller tre av stiften A, B och C.
Darvid beskriver D en sluten kurva. Har denna kurva kontinuerligt varierande tangent? Har
den kontinuerlig krékningsradie? (I-11)

Geometriska orter; kurvdiskussion

609.

610.

611.

612.

613.

614.

615.

Lat Tvara en godtycklig tangent till kurvan y = x* och lat Pvara polen till Tmed avseende pa
cirkeln x% + y? = 1. Bestam geometriska orten for P. (D

Cirkeln C med ekvationen x? + y? + 2ax = 0 tangeras i origo av en annan cirkel (C’). Bestim
orten for skiarningspunkten mellan tangenten i en punkt M pa C och polaren till M med
avseende pa C’. (D

Punkterna A (a, 0) och A’ (—a, 0) samt linjen (L): y = c dro givna i ett ratvinkligt koordinatsy-
stem. Bestdm orten f6r brinnpunkterna till de parabler som ha kordan AA” och tangenten L.
Diskutera ortkurvan. (D

Man betraktar alla cirklar som tangera x-axeln i origo och till vilka tangenter kunna dragas
fran punkten (a, a) i 1:sta kvadranten av ett ratvinkligt koordinatsystem. Sok orten for tange-
ringspunkterna. Bestim ortkurvans hogsta och lagsta punkter, dvensom eventuella asymptoter
och singuldra punkter. 0]

Tva rita linjer, som ursprungligen sammanfalla med x-axeln i ett ratvinkligt koordinatsystem,
borja samtidigt rotera i positiv led, den ena omkring origo med vinkelhastigheten w, den andra
omkring punkten (a, 0) med vinkelhastigheten 3w. Bestim orten for deras skdrningspunkt
och diskutera ortkurvan. Asymptoter? Singuldra punkter? Berdkna arean av den slinga som
kurvan gor. (D

Tvé punkter, som ursprungligen ligga i (a, 0), borja samtidigt réra sig pa cirkeln x? + y? = 2.

Den ena roterar i positiv led med vinkelhastigheten 2w, den andra i negativ led med vin-
kelhastigheten «. Bestim orten f6r mittpunkten av den korda som férenar dem. Konstruera
ortkurvan och berikna arean av de omraden som den omsluter. (D

En parabel med parametern p ror sig i 1:sta kvadranten av ett ratvinkligt koordinatsystem
sa att den stindigt tangerar x- och y-axeln. Bestim den kurva som brannpunkten darvid
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beskriver. Berdkna arean av det omrade som ligger mellan ortkurvan och linjerna x = % P,
1
y =3P 4y

Man betraktar alla kordor av lingden 2a i parabeln x? = 2py. Bestim geometriska orten for
deras mittpunkter och diskutera den for olika varden pa a. Bestam arean av det omrade som
ligger mellan ortkurvan och parabeln. (D

Lat F och F’ vara brannpunkterna i ellipsen b?x? + a?y? — a®b®> = 0 (a > b). Bestam och
diskutera geometriska orten for héjdernas skiarningspunkt i triangeln FF’ M, nir punkten
M genomloper ellipsen. Berdkna arean (A) av det slutna omrade som ortkurvan begrinsar
samt volymen (V) av den rotationskropp som uppstér, nar motsvarande figur roterar omkring
x-axeln. (D

Bestam orten for centra till de liksidiga hyperbler som g& genom punkten (a, 0) ch tangera
cirkeln x? + y? = ¢? i tva punkter (a > c). Skriv ortkurvans ekvation i polira koordinater.
Beriikna for a = V2 areorna A; och A, av det stérsta och det minsta av de slutna omraden
som kurvan begrénsar. §)

M ér en variabel punkt pa cirkeln x2 + y2 — ax = 0; O &r origo. Fran M filles perpendikeln MN
mot x-axeln och fran fotpunkten N perpendikeln NP mot OM. Bestdm orten f6r fotpunkten
P och konstruera ortkurvan. Nar denna roterar kring x-axeln, uppstar en rotationskropp.
Berikna volymen. )
Har kurvan nagon singulédr punkt? Bestam krokningsradien i origo. ([I-I1).

M ir en variabel punkt pa cirkeln x? + y? = a?; O &r origo. Fran M filles perpendikeln MN
mot x-axeln och fran N perpendikeln NP mot OM. Sok orten for fotpunkten P och konstruera
ortkurvan. Nir denna roterar kring x-axeln, uppstar en rotationskropp. Berdkna arean av dess
buktiga yta. (D
Undersok kurvans singuldra punkt. Av vilken ordning och av vilket slag ar den? (II-I11)

En ellips med halvaxlarna a och b (a > b) ror sig i 1:sta kvadranten av ett ratvinkligt koordi-
natsystem sa att den sténdigt tangerar x- och y-axeln. Bestdm orten f6r brannpunkterna och
berdkna den av kurvan inneslutna arean. (I-11)

Lat K vara en korda av lillaxelns langd i ellipsen b?x? +a®y? = a?b? (a > b). Bestim geometriska
orten (C;) for kordans mittpunkt. Berdkna arean (A;) av det omrade som kurvan C; omsluter.
Bestam geometriska orten (C,) for skarningspunkten mellan tangenterna i &ndpunkterna av
kordan K. Berdkna arean (A,) av det omrade som begransas av kurvan C, och dess narmaste
asymptot. (I-1m)

Man betraktar alla kégelsnitt som dro omskrivna kring en given ratvinklig triangel AOB och
sadana att normalerna i A, O och B gi genom en och samma punkt P. Sok orten for P. Skissera
ortkurvan och bestim asymptoterna. (I

S6k fotpunktskurvan till parabeln y? = 4ax med avseende pa punkten P(a, a). Bestim kur-
vans singuldra punkt och hérled en parameterframstallning. Visa att kurvan har tre (reella)
inflexionspunkter och att dessa ligger i rét linje. Diskutera kurvan. (In)
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Den trespetsiga hypocykloiden
(H) X =2cost+cos2t, y=2sint—sin2t

ar given. Lat T vara en godtycklig tangent till H och lat P vara polen till T med avseende pa
cirkeln x2 + y2 —1 = 0. Sok orten for P. Framstall ortkurvan i poldra koordinater; bestdm dess
asymptoter och visa att den har tre inflexionspunkter, som ligga i rit linje. (I)

Lat M vara en variabel punkt pa cirkeln x? + y? — 2ax = 0, lat O vara origo samt A och B
projektionerna av M pa x-axeln resp. pa linjen x = a. Bestdm orten for skarningspunkten
mellan rata linjerna AM och OB. Konstruera ortkurvan med angivande av extrem- och inflex-
ionspunkter. Singulédra punkter? Visa att kurvan begransar ett slutet omrade vars area ar lika
med cirkelns. Huru manga (reella) normaler kunna dragas till kurvan fran cirkelns centrum?
Bestdm deras vinkelkoefficienter. Berdkna arean av den storsta triangel som kan inskrivas i
kurvan sa att en hérnpunkt faller i origo. (In)

Cirklarna (C): x? + y? — 4ax = 0 och (C"): x> + y? — 2ax = 0 skiras av en variabel rit linje (L)
parallell med y-axeln. S6k och diskutera geometriska orten f6r mittpunkten av de stycken av
L vilkas ena @ndpunkt ligger pa C och andra dndpunkt pa C’. Undersok speciellt ortkurvans
singuldra punkt samt bestdm dess extrem- och inflexionspunkter. Berdkna den av kurvan
inneslutna arean och volymen av den rotationskropp som uppstar, nar kurvan roterar omkring
x-axeln. (Im)

Lat OA vara radie i cirkeln x* + y* = a? som bildar 60° vinkel med x-axeln. Genom A

lagges en variabel korda AM och genom dndpunkten M drages parallellt med y-axeln en
rét linje (L) som skér x-axeln i N. P4 L avsittes at bagge hallen fran N rdknat styckena
NP= NP = %m S6k och diskutera geometriska orten for P och P’. Bestam ortkurvans
extrem- och inflexionspunkter. Berdkna arean av det omrade som begriansas av kurvan. (II)

Tva kongruenta parabler med parametern a, som ha sina toppar i punkterna (+a, 0) vridas
omkring dessa sa att de i varje position skéra varandra i fyra (reella eller imaginara) punkter
som ligga pa en cirkel. Visa att orten for dessa cirklars centra utgores av tvenne pascalska
snackor med dubbelpunkterna (0, —a) resp. (0, a). (1)

M ir en variabel punkt pa cirkeln x* + y? = a?, som skir positiva x-axeln i A; O ar origo. Pa

OM som bas konstrueras en likbent triangel OMP med hornpunkten P i sektorn AOM och
sadan att vinkeln vid basen 4r en tredjedel av vinkeln mellan OA och OM. Bestdm orten for P.
Konstruera ortkurvan med angivande av singuldra punkter, asymptoter och extrempunkter.
Det finnes ett slutet omrade som begrinsas av kurvan. Berdkna dess area. (Im)

Cirklarna (C): x2 + y? = a® och och (C"): x? + (y — 2a)? = a® 4ro givna. Lat M vara en variabel
punkt p&4 C” och drag genom M en rét linje (L) parallell med y-axeln. Bestim geometriska orten
for skarningspunkten mellan L och polaren till M med avseende pa C. Konstruera ortkurvan
med angivande av singuldra punkter, extrem- och inflexionspunkter. Kurvan ar sluten; berakna
arean. (I

Mot normalerna till ellipsen x = 2 cost, y = /3 sint fillas perpendiklar frin brannpunkten
(1, 0). Sok orten for fotpunkterna. Uppskriv ortkurvans polynomekvation och undersok dess
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singuldra punkter. Bestim minimum av x och visa huru extremviardena av y erhallas. Framstall
kurvan i polédra koordinater och skissera den. (Im

S6k och diskutera geometriska orten for en punkt (P) sadan att de bada tangenter som fran P
kunna dragas till parabeln y? = 2px tillsammans med en fix tangent bilda en triangel av den
konstanta arean a?. Bestam ortkurvans inflexionspunkter. (I)

Man betraktar alla ellipser av excentriciteten e som dro omskrivna kring en triangel med
hornpunkterna (1, 0), (—1, 0) och (0, 1) i ett ratvinkligt koordinatsystem. Bestam geometriska
orten for centra till dessa ellipser. Diskutera ortkurvans singuldra punkter och extremvardena
av y for olika varden pa e. Skissera de olika kurvtyper som kan erhallas. (I

Basen i en likbent triangel OBC har sina dndpunkter i origo O och punkten B(a, 0), a > 0.
Fréan O filles perpendikeln OD mot BC och frén fotpunkten D filles perpendikeln DP mot OC.
Bestam och diskutera geometriska orten for fotpunkten P, nér triangelns toppunkt C varierar,
under det att basen ligger fast. Undersok speciellt ortkurvans singuldra punkt och bestim
extrempunkterna. Berdkna arean av det omrade som kurvan begrénsar. (I

M ar en variabel punkt pa cirkeln x? + y* —ax = 0 (@ > 0) och M’ ir spegelbilden av M
med avseende pa x-axeln; O ar origo. Bestim och diskutera geometriska orten for fotpunkten
P av den perpendikel som fran M’ falles mot OM. Undersok speciellt ortkurvans singuléra
punkt och bestdm extrempunkterna. Berdkna volymen av den rotationskropp som uppstar,
nir kurvan roterar omkring x-axeln. (I

Normalen i en variabel punkt (M) pa parabeln y? = 2px skir x-axeln i N. Lat M’ vara den till
M med avseende pa N symmetriska punkten. Fran M’ kan man da dra tva andras normaler till
parabeln. Lat A och B vara deras fotpunkter. Bestim geometriska orten for skdrningspunkten
mellan rita linjerna AB och MM’. Diskutera ortkurvan med avseende p& asymptoter, extrem-
och inflexionspunkter. (In)
Har kurvan nagon singulér punkt? I sa fall av vilken ordning och av vilket slag? ([-111)

Man betraktar i ett ratvinkligt koordinatsystem de hyperbler som tangerar x-axeln i punkten
(a, 0) och ha y-axeln som asymptot. Sok orten for hyperblernas toppar. Konstruera ortkurvan
med angivande av extrempunkterna samt eventuella asymptoter och singuldra punkter. Nar
kurvan roterar kring x-axeln, uppstar for positiva x en sluten solid figur. Berdkna dess volym.

(I)

Bestam geometriska orten for skarningspunkten mellan tva normaler till parabeln y? =
2p(x + p) som skéra x-axeln i tva punkter med konstant inbordes avstand (= a). Konstruera
ortkurvan med angivande av dess singuldra punkter, extrem- och inflexionspunkter.  (II*)

M ir en variabel punkt pa cirkeln x? + y? = a?; O ér origo. Fran M filles perpendikeln MN
mot x-axeln, fran fotpunkten N perpendikeln NQ mot OM och slutligen fran fotpunkten
Q perpendikeln QP mot MN. Bestdm orten for fotpunkten P. Konstruera ortkurvan med
angivande av singuldra punkter, extrem- och inflexionspunkter. Berdkna den av kurvan
inneslutna arean. (I
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M &r en variabel punkt pa cirkeln x? + y? — 2ax = 0, vars centrum &r C; O 4r origo. S6k
och diskutera geometriska orten for alla punkter (P) sddana att OP &r parallell med CM och
OP = OM. Undersék ortkurvans singuldra punkter och bestim extrempunkterna. Berikna
arean av den yta som kurvan genererar, nar den roterar omkring x-axeln. (IT)

En liksidig hyperbel med halvaxeln c ror sig sa att den stdndigt gar genom punkterna A (a, 0)
och A’ (—a, 0) i ett ratvinkligt koordinatsystem (a > ¢). Bestaim geometriska orten for hyper-
belns centrum. Diskutera ortkurvan. (1)

Lat Pvara en punkt pa ellipsen b?x? + a%y? — a?b? = 0. Krokningscirkeln i P skir ellipsen i
annu en punkt M. Bestdm enveloppen till rita linjen PM ("krokningskordan®), néar P beskriver
ellipsen. Uppsok enveloppens singuldra punkter och diskutera denna kurva. Av vilken grad ar
den? Berikna arean av det envelopperade omradet. (m

Genom punkterna (a, 0) och (—a, 0) i ett ratvinkligt koordinatsystem dragas parallella linjer L
och L’, bildande vinkeln u med x-axeln. S6k enveloppen, nir u varierar, till de cirklar som tan-
gera L, L’ och x-axeln. Enveloppen bestar, bortsett fran x-axeln, av en sluten kurva. Av vilken
grad ar denna? Konstruera kurvan med angivande av singuldra punkter och extrempunkter.
Berdkna arean. (I

Bestam i poléara koordinater geometriska orten for topparna till de parabler som ha fokus i
origo och tangera cirkeln r + 2acosv = 0. Konstruera ortkurvan med hjilp av en parameter-
framstéllning i cartesiska koordinater. (1)
Uppskriv kurvans cartesiska polynomekvation och diskutera singulariteterna. (I1-11)

En ellips (E) med halvaxlarna a och b (a > b) ror sig i sitt plan sa att dess brannpunkter stindigt
befinna sig pa var sin sida av tva vinkelrata axlar Ox och Oy. Bestim geometriska orten for de
punkter pa E, dér tangenten &r parallell med Ox. Diskutera ortkurvan och berakna areorna av
de omréaden den omsluter. (I

Bestam i ratvinkliga koordinater ekvationen for en kurva med féljande egenskaper: Kurvan
skall g genom punkten (g, 0) och vara definierad for savil positiva som negativa x och y.
Om tangenten i en punkt M pa kurvan skér y-axeln i A, s& skall mittpunkten av strackan AM
ligga pa ellipsen 4x% + y? = a?. Konstruera kurvan och berikna arean av det omrade den
omsluter. (I

Bestam i ett ratvinkligt koordinatsystem en kurva som gar genom origo och har féljande
egenskap: om tangenten och normalen i en godtycklig punkt pa kurvan skéra x-axeln i T resp.
N, sd ar avstandet TN konstant och lika med 2a. Konstruera kurvan och berikna arean av det
omrade den omsluter. (I)

Bestam ekvationen i ritvinkliga koordinater f6r en kurva som uppfyller f6ljande villkor:

1
1:0 krokningsradien i en godtycklig punkt pa kurvan skall vara = Z|y|3.

dy

2.0 — =0fory=o0.
dx

30 x=0fory=1.
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Diskutera kurvan. (1)
Algebraiska kurvor
650. Konstruera kurvan
a2
72—
: .
- —cosv
2

651.

652.

653.
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Bestam asymptoterna och extremvérdena av r. Berdkna arean av det slutna omrade som kurvan
begransar. (D

Konstruera kurvan ;
v

r= a( sin —) .
3

Berdkna arean av det minsta omrade som kurvan omsluter. En rat linje genom origo skar
kurvan i ytterligare tre reella punkter; visa att tangenterna i dessa punkter bilda en liksidig
triangel. (D

Konstruera kurvan
r=a(l + cos’ v)

och berdkna arean av det omrade den omsluter. (I-11)
Konstruera kurvan .
"~ tanv—1
Bestam asymptoterna samt max. och min. av y = rsinv. (I-1T)
Bestim asymptoterna till kurvan
sinv

V= —
2cosv—1
och konstruera den. Berdkna arean av det slutna omrade som kurvan begransar. (I-11)

Bestam asymptoterna till kurvan
sin 2v

T 1—tanv
och konstruera den. Av vilken grad &r kurvan? Undersok dess singuldra punkt. (I-1m)

Konstruera kurvan
x =2t —4), y=@-1)>

Bestdm extrempunkterna och eventuella dubbelpunkter. Berdkna arean av det minsta av de
omraden som begréinsas av kurvan och x-axeln. (D

Undersok kurvan )
x=asin2t, y= a(\/icost - 1)

med avseende pa singuldra punkter, extrem- och inflexionspunkter. Berdkna arean av det
omrade som kurvan omsluter. (I
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Konstruera kurvan
X =acost, y= a( sin*t — sin® t).

Bestam singuldra punkter, extrem- och inflexionspunkter. Berdkna arean av det omrade som
kurvan omsluter. (Im)

Uppsok de singulédra punkterna pa kurvan
x=0, y=tt+1?
och undersék dem. Bestdm inflexionspunkterna och konstruera kurvan. (Im)
Uppsok de singuldra punkterna pa kurvan
x=asin2t, y= acost(z cost — \/5)
och undersok dem. Bestdm extrempunkterna och konstruera kurvan. (Im
Uppsok de singulara punkterna pa kurvan
X =acos3t, y=asin2t.
Bestiam extrem- och inflexionspunkter. Konstruera kurvan. (Im)
Uppsok de singulédra punkterna pa kurvan
x=2(-1)(22-3), y=4(2-1)

och undersok dem. Huru manga punkter har kurvan i origo? Bestim extrempunkterna och
konstruera kurvan. (II-11T)

Uppsok de singulédra punkterna pa kurvan
x=at’(1-1t?), y=a*(1-1)
och undersok dem. Bestdm dven andra remarkabla punkter och konstruera kurvan.  (II-III)
Man betraktar kurvor med parameterframstallningen
x = at® + bt® + ct, yztz.

Vilka villkor maste palaggas koeflicienterna a, b och ¢, for att tangentens riktningscosiner ma
bli rationella funktioner av ¢? Visa att ekvationerna da representera ett enparametrigt system
av likformiga och likstallda kubiska kurvor. Tag ¢ som parameter och betrakta speciellt den
kurva (C) for vilken ¢ = 1. Konstruera kurvan C och berdkna langden av den slinga som kurvan
gor. Till C dragas tva parallella tangenter med vinkelkoefficienten m. Uppskriv tangentkordans
ekvation med m som parameter och bestam kordans envelopp. (IT)

Konstruera kurvan
(x+ )" =y +3%)
med angivande av eventuella singulara punkter, asymptoter, extrem- och inflexionspunkter.

(I1)
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Om den kubiska kurvan
y?=x*-Ax-B

har inflexionspunkten (¢, 1), vilken relation méaste da finnas mellan talen & och r f6r att kurvan
skall ha en singuldr punkt? Bestim dennas koordinater som funktioner av & Av vilken typ &r
den singulédra punkten, nér & och 5 ar reella? (In)

Diskutera kurvan . .
y——+a(x+—+2) =0,
y X
ddr a r en positiv parameter. Bestdm asymptoter och extrempunkter. Visa att kurvan har tre

inflexionspunkter pa den gren som gar genom origo. (In)

Bestam asymptoterna till kurvan

2y — )y + X)(y — 2%) — 3y(Gx + 2) = 0
och visa att de skéra kurvan i tre punkter som ligga i rét linje. Skissera kurvan. (In)

Konstruera kurvan
x(4x? + y? —4) + 4y = 0.

Framstill extrempunkternas koordinater medelst radikaler. Visa att kurvan har tre reella
inflexionspunkter, som ligga i rat linje. Bestdm inflexionstangenterna. (I)

LatL; = 0 (i = 1, 2, 3) vara ekvationerna for tre réta linjer som skéra linjen B = 0 i tre punkter
Py, P, och P;. Betrakta ekvationen

LiL,Ls + kB =0, (1)

dér k &r en parameter. Antag forst att punkterna P; dro distinkta. Visa att ekvationen (1) da
representerar alla kubiska kurvor med dessa punkter som inflexionspunkter och linjerna
L; som inflexionstangenter. Antag sedan att P; (men ej P;) sammanfaller med P;. Visa att
ekvationen (1) d& representerar alla kubiska kurvor med P; som singuldr punkt och P, som
inflexionspunkt; P; ar dubbelpunkt med tangenterna L; och Ls, speciellt spets om dessa linjer
sammanfalla. Vad representerar ekvationen, nir alla punkterna P; sammanfalla?

Exempel 1. Framstill i den foregéende uppgift betraktade kurvan under formen (1).

Exempel 2. Uppskriv ekvationen for de kubiska kurvor som ha inflexionsasymptoten x —1 = 0
och en spets i origo med x-axeln som spetstangent. Visa att de bilda ett knippe. (I)

Diskutera kurvan
xyz—ax+y—3=0

med avseende pa asymptoter och extrempunkterna samt antalet reella inflexionspunkter, nar
parametern a varierar. Skissera de kurvtyper som erhallas. (In)

Diskutera kurvan
(y+ x)® +a®x3 + (y+ 2x)% =0,

dér a &r en reell parameter. For vilka viarden pa a har kurvan en (reell) asymptot? Uppskriv
dess ekvation. Nér 4r den inflexionsasymptot? Skissera kurvan fér a = —2, —1, 0 och 1. (II)
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Visa att kurvan

w3 —3xy? +a(x*+y) +c=0
har tre symmetriaxlar. Bestim asymptoterna. Undersok vilka kurvtyper man far, nar paramet-
rarna a och c variera. (I

Visa att ekvationen x* + y* = a?xy representerar en sluten kurva med axelbisektriserna
som symmetriaxlar. Berdkna den inneslutna arean (t.ex. med hjilp av poldra koordinater).
Bestdm extremvérdena av x och y. Vrid det ratvinkliga koordinatsystemet 45° och lat (X, Y)
vara en punkt pa kurvan i det nya systemet. Bestim extremvardena av X och Y och skissera
kurvan. (D

Konstruera kurvan

4., 2.2 2. _

x*+a’y"—a’xy =0

och bestam extrempunkterna. Berdkna arean av de omraden kurvan omsluter samt volymen
av den rotationskropp som uppstar, nir kurvan roterar kring x-axeln. (I-1m)
Konstruera kurvan

P+ (1-y*)P =1
och angiv extrempunkterna. Bestdm de ldngsta kordorna genom origo. Berdkna arean av den

storsta triangel som kan inskrivas i kurvan sa att en hérnpunkt faller i origo och de bada andra
ha positiva ordinator. (I

Bestam de virden pa parametern c f6r vilka kurvan
2
(x2+y2—5) +160(x—2) =0

har en singular punkt (pa andligt avstand). Satt ¢ lika med det storsta av de erhallna vardena,
bestdm den singuldra punkten och angiv dess typ. Uppskriv kurvans ekvation i poléra ko-
ordinater med den singuldra punkten som pol och hirled diarav en parameterframstéllning
av x och y. Bestdm extrem- och inflexionspunkter och skissera kurvan. Berikna arean av det
omrade den omsluter samt volymen av den rotationskropp som uppstar, néir den roterar kring
x-axeln. (1)

Konstruera kurvan
2y? +4x® +3xt —yt = 0.

Bestam singuldra punkter, asymptoter och extrempunkter. (In)

Konstruera kurvan )

(x2 - y2 - 2x) = 4(x2 - yz).
Singuldra punkter? Asymptoter? Inflexionspunkter? Visa att kurvan ar unicursal (t.ex. genom
att skdra den med linjen y = xsin 2u) och angiv en rationell parameterframstallning. (Im

Konstruera kurvorna
(a) y4 —x* 4 2x2y - 4y2 =0,
b)  (F—y** —xPy(ay+1)=0.
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Bestiam asymptoter och extrempunkter. Undersok kurvornas singuldra punkter. I
Konstruera kurvorna

(2) (* =y +xy* =0,

b))  F-y)—xy@x®-y)=o.

Bestdm asymptoterna och undersok singulariteterna. Visa att kurvorna &ro unicursala (t.ex.
genom att skira dem med parabeln x? = ty). Bestim extrempunkterna. ([I-111)

Konstruera kurvan

(F -y -2y -y =0
Bestdm asymptoterna och extremvérdena av y. Undersok singulariteten i origo. Visa att kurvan
ar unicursal (t.ex. via 6vergang till poldra koordinater). (1)

Konstruera kurvorna

(a) yt—xt+2x?y=0
(b) yt —xt —4axy? +5x3 = 0.

Bestdm asymptoterna och undersok singulariteterna i origo. Berdkna eventuella maxima och
minima av x. (II-111)

Lat Py, P, och P3 vara hérnpunkterna i en triangel, vars sidor ha ekvationerna L; = 0 (i = 1, 2, 3).
Lat vidare ekvationen K = 0 representera ett kiagelsnitt, som ar omskrivet kring triangeln
P, P,P;. Lat slutligen T = 0 vara ekvationen for en rit linje, som skér kégelsnittet i Q; och Q,
men som icke gar genom nagon av punkterna P;. Visa att varje polynomekvation av formen

K% + kL, L,L5T = 0,

dér k ar en parameter, representerar en fjardegradskurva med P;, P, och P3 som singuléra
punkter och som tangeras av linjen T = 0 i punkterna Q; och Q,. Vad intriffar, om linjen
T = 0 gar genom en av punkterna P;? (I)

Bestdm de singuldra punkterna pa kurvan

(0 = 2= ) = S+ DO =y =2 =0
och skissera den med angivande av extrempunkterna. (Im)
Bestam singulara punkter och extrempunkter pa kurvan
(2x* -y =y + (- DG —x*)(y—-3)=0
och konstruera den. (Im)
Bestam singuldra punkter och extrempunkter pa kurvan
CE+ 9P+ +1D*0P-xH) =0

och konstruera den. (I
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Bestiam de singulira punkterna pa kurvan
(y—x-y)?—4y(y -2y -x)=0

och konstruera den med angivande av eventuella asymptoter. Visa att kurvan &4r unicursal,
t.ex. genom att sitta x = (t2 — 1)y. (I)

Bestdm de singuldra punkterna pa kurvan
(x® +y% = 1)% + a(2x + 1)((x —-1)? - 3y2) =0,

diskutera extremvardena av x och beskriv kurvans utseende for olika reella varden pa para-
metern a. (D)

Konstruera kurvan
Vex-1D)+x2-xt=o0.

Bestam eventuella asymptoter och singulara punkter. Diskutera extrem- och inflexionspunk-
terna. ()

Bestam asymptoterna till kurvan
P -ax?+2y+ )2 —x?—2y+ 1) +2x2+ 2y - 1=0

och visa att de réka kurvan i atta punkter som ligga pa en cirkel. Bestim de punkter, dar
v dr maximum eller minimum, och visa att kurvan har en enda singulir punkt. Konstruera
kurvan. ()

Framstill kurvan
xt—6x?y? +yt+e(x? + 22 +x2 4+ —1=0
i polédra koordinater r och v och visa att den har fyra symmetriaxlar. Angiv extremvardena av

r. Bestdim asymptoterna och undersok vilka kurvtyper man far, néir den reella parametern c
varierar. (Ir*)

Konstruera kurvan
(x2-1P3+y*=0.

Bestam singuldra punkter, extrem- och inflexionspunkter. Undersék huru krokningsradien
R varierar med x. Visa att kurvans storsta korda gar genom origo och berdkna dess lingd;
bestdm dven de minsta kordorna genom origo. Visa att kurvan &r unicursal och berékna arean
av det omrade den omsluter. (I

Konstruera kurvan
(x? + y* — a?)® —4a®x%y = 0,
dér a > 0. Bestdm de singuldra punkterna. Diskutera extrem- och inflexionspunkter. (In)
Bestam de singuldra punkterna pa kurvan
(x + D(x% + y2 +2x)? — x(y2 - xz)(y2 —(x+ 2)2) =0

och konstruera den. (I
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Diskutera kurvan
y2—2x%y —xy? +cex® =0

med avseende pa singuldra punkter, sonderfall, asymptoter och extrempunkter, nér den reella
12

parametern c varierar. Konstruera kurvan for ¢ = 1z (In)

Undersok kurvan
x2n+1 + y2n+1 — a(2n + 1)xnyn

for udda och jamna n (n > 1, a > 0), speciellt med avseende pa singuldra punkter och

asymptoter. Berdkna arean av det slutna omrade som kurvan begrénsar. (I1-11)
Undersok kurvan , ,

(1-x)3+(1-9%)3 =1.
Av vilken grad dr den? Uppskriv dess polynomekvation och bestim de singuldra punkterna.
Konstruera kurvan. ([I-111)

Bestam relationerna mellan de reella talen a, b och ¢, nar den kubiska kurvan
X+ +ax? +bxy+cy? —27=0

degenererar. Visa att den da sonderfaller i en réat linje och en ellips. Berdkna arean av ellipsen,
nir denna ar reell. (I

Undersok om kurvan
flx,y) =2y° —3xy? +3x% + xy — 2y = 0
ar nagon singulir punkt; konstruera kurvan.
har nagon singular punkt; k k I

Visa att kurvan
fO,y)=x>+y>—3xy+1=0

sonderfaller, genom att bestimma dess singuldra punkter. Uppskriv komponenterna. (I
Sok en parameterframstillning av kurvan
(az _ x2)2 + (az _ y2)2 _ a4 =0

och konstruera den. Berdkna arean av det storsta omrade som kurvan begransar samt voly-
merna V; och V, av de rotationskroppar som uppsta, nér detta omrade roterar kring x-axeln,
resp. kring linjen y = x. (IT)

Bestam parametern c sa att kurvan
fooy)=xt+yt =2 +y) +c=0

far fyra singulara punkter. Visa att den da sonderfaller i tva kdgelsnitt, reella eller imaginira.

(I1)
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Framstall kurvan
(x? + 922 —2(x® = 3xy?) + x2 +y2 =0

i polara koordinater och visa att den sonderfaller. Uppskriv komponenternas ekvationer i
ratvinkliga koordinater. Visa att kurvan har exakt fyra reella (och singulara) punkter.  (II)

Uppskriv i ratvinkliga koordinater ekvationen for en kubisk kurva som har spets i origo,

1
asymptoten x — 1 = 0, Ypn 1 punkten (4, 4) och som gar genom punkten (1, —5) (I)

Man betrakta alla kubiska kurvor med foljande egenskaper:

1:0 de ha en spets i origo med linjen x + y = 0 som spetstangent;

2:0 de ha asymptoten x — 1 = 0, under det att en annan asymptot ar parallell med x-axeln.
Visa att dessa kurvor tillhéra ett knippe och uppskriv dess ekvation med den tredje asymptotens
vinkelkoefficient som parameter. Bestim enveloppen till denna tredje asymptot. (I)

Man betraktar alla kubiska kurvor som ha spets i origo samt asymptoterna x — 1 = 0 och
y — 1 = 0. Visa att de bilda ett enparametrigt system och uppskriv deras ekvation med
spetstangentens vinkelkoefficient som parameter. Visa att varje kurva i systemet har en och
endast en inflexionspunkt; bestdm och diskutera orten for denna. ()

Man betraktar alla kubiska kurvor med singular punkt som ha asymptoterna x = 0, y = 0 och
x+y—2 = 0 och som g genom punkten (2, 2). Bestim och konstruera orten for den singulara
punkten. Visa att denna alltid ar en dubbelpunkt med reella och distinkta tangenter. (IT)

Man betraktar alla fjardegradskurvor med y-axeln som symmetriaxel och de singulara punk-
terna (0, 0) och (1, —1), av vilka den senare ar en spets med spetstangenten x — 1 = 0. Visa att
dessa kurvor tillhora ett knippe. Bestim den kurva som gar genom punkten (2, 0) och skissera
den med angivande av extrempunkterna. (In)

Visa att det finnes en och endast en fjardegradskurva med spets som har de fyra linjerna
y+1=0o0chy+x—1=0som inflexionsasymptoter. Bestim denna kurva och skissera
den. (1)

Uppskriv ekvationen i ratvinkliga koordinater for en fjardegradskurva som uppfyller féljande
villkor:

1:0 skall den ha y-axeln som symmetriaxel och skdra denna for y = 2;

2:0 skall den i origo ha tre distinkta tangenter, av vilka en har ekvationen y = xv/3;

3:0 skall den ha asymptoten y —x + 1 = 0.
Visa att endast en saddan kurva finnes och verifiera resultatet. Visa att kurvan av sina asymptoter
skires i fyra (reella) punkter som ligga pa en cirkel. Skissera kurvan. (IT)

Man betraktar alla fjardegradskurvor med féljande egenskaper:

1:0 de halinjernax+1=0,y+x—1=0o0chy—x+1=0som asymptoter;

2:0 de ha i origo en snabelspets med x-axeln som spetstangent.
Visa att det genom punkten (0, 1) gar en och endast en sddan kurva och bestam denna. Verifiera
resultatet, bestim den fjarde asymptoten och skissera kurvan. (II-11T)
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713. Uppskriv allmidnna ekvationen for en algebraisk kurva av lagsta gradtal, som har de tre
21
symmetriaxlarna y = 0, y = £xtan 5 Diskutera denna kurva. (I

714. Uppskriv allmidnna ekvationen for en algebraisk kurva av lidgsta gradtal, som har de fem
27 4
symmetriaxlarna y = 0, y = +xtan V= +xtan — > som ar unicursal och som gar genom

punkten (a, 0). Bestim asymptoterna och skissera kurvan. (I
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Visa att det alltid finnes ett plan pa vilket en given triangel (med sidorna a, b, ¢) projiceras
ortogonalt som en liksidig triangel. Berdakna dennas area som funktion av a, b och c. (In)

I xy-planet av ett ritvinkligt koordinatsystem i rymden ligger kurvan x°+y° = 3xy. Visa att det
finnes ortogonal koordinattransformation av x = x(X, Y, Z), y = (X, Y, Z), z = z2(X, Y, 2),
sadan att kurvans projektion pa det nya XY-planet far ekvationen

B 9X2%(1 - X)
 2(1+3X)

2

)

Ytan x% + y? + 2% + 2axy + 2bxz + 2cyz = 1 skires av planen y = x, x = z och z = y efter
liksidiga hyperbler. Berikna med ledning hérav konstanterna a, b och c. (In)

En rét linje (L) ror sig i rymden sa att den standigt skar var och en av de tre rita linjerna
x+1=0,y=0;y=1,z=1;z =1, x = 0. Skirningspunkten mellan L och planet x+y+z =0
beskriver darvid en viss kurva. Vilken dr denna? (I)

Paraboloiden x? + y? = 2pz skires av ett plan, som bildar vinkeln y med z-axeln. Visa att
skéarningslinjen ar en ellips och bestdm dess excentricitet e.

Lat Pvara en punkt i det inre av paraboloiden x? + y? = 2pz. Visa att man genom Pkan ligga
tva plan sadana att Pblir brannpunkt i bagge snittellipserna. Uppskriv den andragradsekvation
som representerar dessa plan. Man kan anta P = (x, 0, z;). (I

Man betraktar tva langstrackta sfaroider, som ha en gemensam brannpunkt. Visa att om ytorna
skédra varandra sa bestar skiarningen av en enda (reell) ellips. (1)

Tva rotationskoner ha parallella axlar men skilda toppar och olika genererande vinklar. Visa
att de skdra varandra efter en kurva, vars projektion &r en parabel pa det plan som gar genom
axlarna. (I

Man betraktar i ett ratvinkligt koordinatsystem tva rotationskoner, vilkas axlar &ro paral-
lella med z-axeln; den ena har toppen i origo och genererande vinkeln 45°, den andra har
toppen i punkten (3, 0, 5) och genererande vinkeln 60°. Sk och diskutera ekvationen for
skéarningslinjens projektion i xy-planet. Bestam projektionskurvans extrempunkter. (In)

Genom en punkt O pa skdrningslinjen mellan tva givna plan dragas tva mot varandra vinkelréta
linjer OA och OB, en i vardera planet. S6k geometriska orten f6r normalen i O till planet
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OAB. (ID)

Bestdm de andragradsytor som &ro sa beskaffade att kvadraterna pa avstanden fran en god-
tycklig punkt pa ytan till linjerna z = 0, x = 1 och y = 0, x = —1 st till varandra i det
konstanta forhallandet k (k > 0). Betrakta fallen k = 1 och k = 1. (I

Vilken yta genereras av en rit linje som gar genom parabeln x? — 2pz = 0, y = 0 och som
standigt skér linjen x + y = 0, z = 0 vinkelratt? (IT)

Sfirerna (S;): x* + y% + 2% = R? och (S,): (x — a)? + y? + 22 = r? i&ro givna. En variabel sfir,
vars medelpunkt ror sig pa ett givet plan, skér S; ortogonalt och tangerar S,. Visa att orten for
tangeringspunkten r en cirkel. (In)

Parallella ljusstralar infalla i en 6ppen skal, vars inre (icke speglande) begransningsyta ar en
halvsfar. Visa att granslinjen mellan ljus och skugga pa denna yta ar en halvcirkel. Berdakna
for given infallsvinkel den del av skalens volym som ligger i skugga. (I)

Genom de punkter, dir konen x? + y? —nz? = 0 skires av planet z = m(x — a), dragas normaler
till konen. S6k orten for de punkter, dir dessa normaler for andra gangen traffa konen. (II)

En sfar med centrum i origo och radien r skdres av ett plan genom z-axeln. Man betraktar
polaren med avseende pa snittcirkeln till den punkt, dir linjen x = a, z = b skér planet. Vilken
yta genereras av denna polar, nér planet roterar kring z-axeln? (In)

Betrakta det system av plan som i ritvinkliga koordinater representeras av ekvationen u> +

3u’x + 3uy + z = 0, dér u ir en variabel parameter. Genom varje punkt M(x, y, z) i rymden
gé tre av dessa plan (reella eller imaginéra, distinkta eller sammanfallande). Bestam orten f6r

en punkt M genom vilken gé reella plan, av vilka tva sta vinkelrdtt mot varandra. (I1-11)
Sok orten for centra till de sfarer som tangera linjernax +y =0,z=2ochx -y =0,z = 2.
Visa att denna ort dr en regelyta och bestam dess rétliniga generatriser. (II-111)

I ett ratvinkligt koordinatsystem, dar O ér origo, aro givna konen (K): ax? + by? + cz? = 0 och
. X=X Y= Z274%
linjen (L): =

= . Bestdm orten for en punkt M sadan att det plan som gar
v w
genom L och M star vinkelratt mot det med riktningen OM konjugerade diametralplanet i K.

Visa att orten &r en regelyta av 2:dra graden. (I1-11)

En rat linje (L) ror sig sé att tre bestdmda punkter pa densamma standigt befinna sig pa var
sitt av tre givna plan, som skdra varandra i en punkt. Visa att en godtyckligt vald punkt pa L
dérvid beskriver en ellipsoid. (II-I1T)

Bestim geometriska orten for topparna till de rotationskoner vilka som bas ha ellipsen b?x? +
a’y? —a’b®* =0,z=0(a>b). (Im

En avplattad sfiroid skéires av ett plan som gar genom en styrlinje till en av meridianellipserna.
Visa att den kon som har snittellipsen som bas och den till styrlinjen hérande brannpunkten
som topp alltid &r en rotationskon. (In)
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En langstrickt sfiroid skéres av ett godtyckligt plan. Visa att den kon som har snittellipsen som
bas och en av meridianellipsernas brannpunkter som topp alltid ar en rotationskon.  (II-III)

En kon har sin topp i brannpunkten till rotationsparaboloiden
x? + y2 = 4daz

och gar genom en av ytans plana sektioner. Visa att den &r en rotationskon och bestam dess
axel. (II-111)

Uppskriv ekvationen for en rotationskon med toppen i origo, som gar genom tre givna punkter
(6, w1, 2),i =1, 2, 3, vilka icke ligga i rat linje. Anvand determinanter. (II-TI)

En rotationsellipsoid, som har centrum i origo och ekvatorialradien r, skir rotationsaxeln i
punkten (a, b, ¢). Uppskriv ytans ekvation. (II-TI)

En rit linje roterar omkring en fix axel. Visa att den i allmdnhet genererar en enmantlad
hyperboloid. Vilka andra ytor &ro tdnkbara? ([I-111)

Uppskriv ekvationen for den rotationsyta som uppstar, nar cirkeln x? — 2ax + y? + 2% = 0,
y + z = 0 roterar omkring z-axeln. Bestim ytans meridiansnitt och berékna rotationskroppens

volym. (II-11)
Man betraktar de rotationsytor av 2:dra graden som ga genom alla sex topparna pa ellipsoiden
2 .2 2
X z
+ 7 + — = 1. Bestdm orten for rotationsaxlarna. (I-111)

22

Bevisa foljande sats: Om en rotationsyta av 2:dra graden skires av ett plan, sa ligga rotations-
axeln och en av det utskurna kégelsnittets symmetriaxlar i ett plan som star vinkelratt mot
snittplanet. Uppskriv sedan allmanna ekvationen i ratvinkliga koordinater f6r de rotationsytor
av 2:dra graden som ga genom parabeln y? = 2px, z = 0 och genom punkten (0, 0, c). Visa att
bland dem finnas tre koner och bestim deras rotationsaxlar. (II-11T)

En kon har i ratvinkliga koordinater ekvationen
Ax? + By? + Cz® + 2Dxy + 2Exz + 2Fyz = 0.

Bestam nodvandiga och tillrackliga villkoret for att konen ma ha ett system av tre mot
varandra vinkelrita generatriser. Visa att den har odndligt ménga sddana system, nér villkoret

ar uppfylit. ([I-111)
52 2 2

Bestam villkoret for att planet Ax + By + Cz + D = 0 mé skéra ytan = + ZTZ" 1 efter

tva rita linjer. (II-11T)

Bestam villkoren for att skiarningslinjen mellan planet Ax + By + Cz + D = 0 och ytan

xy + xz + yz = ¢® ma vara (a) en parabel, (b) en cirkel. (II-111)
x2 22 x2 2 2z-¢)

Till ytan — — = = — ldggas tangentplan, som skéra ytan — — = = efter liksidiga
b> b m a?  b?

hyperbler. Bestam orten for tangeringspunkterna. (II-111)
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En rat linje ror sig parallellt med ett av principalplanen i en given ellipsoid och sa att den
standigt gar genom snittellipserna i de bada andra principalplanen. Vilken yta genererar denna

rita linje? (II-T1)
Sok orten for en punkt, varifran tre mot varandra vinkelrita tangenter kunna dragas till
2 2 2
z
ellipsoiden — + Yz +—= =1 (II-I1T)

a? b2 (2

Lat A;, A, och A vara areorna av de ellipser som tre mot varandra vinkelrata diametralplan
utskéra pa en ellipsoid. Visa att

142 1.2 1,2
(—) + (—) + (—) = konst. (I1-111)
Ay Ay As
Genom en fast punkt (P) i det inre av en ellipsoid dragas tre mot varandra vinkelrita kordor; lat

1
Rochrvara de stycken i vilka en korda delas av punkten P. Bevisa att Z T arkonstant. (II-III)
r

x2 2 ZZ

Genom den fasta punkten P(X, Y, Z), som ligger inom eller pa ellipsoiden — + 7z +5 =1
a c

dragas tre mot varandra vinkelrita linjer, som skéira ytan i punkterna M;, M, och Mj. Visa att

det variabla planet M; M, M3 gar genom en annan fast punkt. ([I-111)
2 y2 22

I ellipsoiden (E): — + 7 + — =1(a > b > ¢) liggas tva koner med topparna i (a, 0, 0)
a c

resp. (0, b, 0) och motstaende principalellipser som ledkurvor. Visa att dessa koner ha ett
gemensamt tangentplan och skira varandra efter en parabel; visa att snittellipsen mellan E och
parabelns plan har dubbelt sa stor area som snittellipsen mellan E och tangentplanet. (II-III)

Genom snittkurvorna mellan en ellipsoid och en med denna koncentrisk sfar lagges en kon
(K). Bevisa att tangentplanet till K efter en godtycklig generatris skér ellipsoiden efter en ellips,
vars ena axel ligger ldngs denna generatris. (I1-11)

Genom de bada punkter, dir cirkeln (C): x2 + y? — 9 = 0, z = 0 skires av planet x = 1, ligges
en lika stor cirkel (C”), vars plan bildar 60° vinkel med x-axeln. Uppskriv ekvationerna for de
koner (eventuellt cylindrar) som g& genom C och C’. (II-I1T)

En kon har sin topp pa en enmantlad rotationshyperboloid, genererad av en liksidig hyperbel,
och som bas strupcirkeln. Visa att de plan som skéra konen efter cirklar och som icke aro
parallella med strupcirkelns plan sta vinkelrédtt mot detta plan. (I1-11)

En snett avskuren kon med cirkular bas 4r given. Visa att man kan skéra denna kon med ett
plan, som icke ar parallellt med basplanet, s& att man far en ny sned kon, likformig med den
givna. (II-I11)

Uppskriv allmidnna ekvationen F(x, y, z) = 0 for de andragradsytor som gi genom cirkeln
(O): ¥* + 2% — 6z — 16 = 0, x = 2 och som tangera xy-planet i origo. Bestim geometriska orten
for dessa ytors centra. Visa att en godtycklig sfar genom C skir var och en av ytorna F = 0 i
ytterligare en cirkel. (II-11T)
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Visa att orten for skdrningslinjen mellan tva mot varandra vinkelrata plan, som ga genom tva
givna réta linjer, ar en andragradsyta, vars cirkuldra snitt sta vinkelratt mot den ena eller den
andra av dessa rita linjer. (II-T1)

Tva ellipsoider tangera varandra efter en plan kurva. Visa att tangentplanet i en cirkelpunkt
pa den inskrivna ellipsoiden skar den omskrivna efter en ellips, vars ena fokus &r tangerings-

punkten. ([-111)
22 2
Bestédm orten {or centra till de sfarer med radien r som skira ellipsoiden — + 7z +5=1
a c
(@ > b > ¢) iplana snitt. (II-110)
2 2 Z2
Antag att ellipsoiden — + 7z + — = 1 dr ogenomskinlig. Frén vilka punkter i xy-planet kan
a c
man da se hela rata linjen y = 0, z = C, dar C > ¢? (II-111)

En sfir med radien r tangerar xy-planet i origo. P4 samma sida om och pé avstandet h (> 2r)
fran xy-planet befinner sig en punktuell ljuskélla; saval sfaren som xy-planet antagas vara
ogenomskinliga. Visa att bredden av den elliptiska skugga som sfaren kastar pa xy-planet ar
oberorende av ljuskallans avstand till z-axeln. (II-111)

En ellipsoid med halvaxlarna a, b, ¢ (@ > b > ¢) har sin mellan axel parallell med ett givet
plan. Vilken vinkel o skall dess storsta axel bilda med planet for att ellipsoidens ortogonala
projektion pa planet ma vara cirkular? (I1-11)

En tangentcylinder till en ellipsoid avskéres av de bada plan som tangera ellipsoiden i &ndpunk-
terna av den med cylinderns generatriser parallella diametern. Visa att alla salunda avskurna
tangentcylindrar ha samma volym. ([I-111)

Kring en ellipsoid har man omskrivit tre cylindrar, vilkas axlar st& vinkelrdtt mot varandra.
Visa att summan av kvadraterna pa cylindrarnas tvarsnittsareor ar konstant. (II-I1T)

2
x
Bestdm orten for topparna till de rotationskoner som éro tangentkoner till ellipsoiden — +
¥ 22 4
) + 7= 1(@>b>o. (II-11)
2P 22
Man betraktar ellipsoiden (E): — + 7 + — = 1 och den ellipsoid (E’) som erhélles genom att
a c
vrida E 45° omkring y-axeln. Bestim geometriska orten for de gemensamma med xz-planet
parallella tangenterna till E och E’. Ortytan begréinsar ett visst slutet omrade i rymden. Berdkna

dess volym. (II-I11)

Tva andragradsytor tangera varandra i tva distinkta punkter M och M’, dir tangentplanen
dro parallella och atskilda. Visa att ytorna ha tva gemensamma tangentcylindrar (rella eller
imaginéra, distinkta eller sammanfallande). (I1-111))

En ellipsoid (E) och en tvamantlad hyperboloid (H) ha samma centrum samt lika stora och
likriktade principaldiametrar. Genom en variabel punkt pa E lagges ett tangentplan, som skar
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H efter ett kéagelsnitt (K). Sok geometriska orten for toppen till den kon som tangerar H efter
kurvan K. (II-11T)

Sfaren (S): x° + y? + z2 — R? = 0 och andragradsytan (F): a;1x% + ayyy? + as3z® + 2ap,xy +
2a13x2 + 2a33YZ + 2a14% + 2054y + 2a342 + agq = 0 &ro givna. Lat P vara ett tangentplan till
ytan Foch lat M vara polen till planet P med avseende pa sfaren S. Bestaim geometriska orten
for M. (II-11)

Vilken geometrisk betydelse har ekvationen
x% +2y% + 222 + 2axy — 2axz — 4(a— 1)yz = a

for olika reella virden pa a? Berdkna volymen av den ellipsoid som ekvationen representerar i
ratvinkliga koordinater. ([-111)

Vad slags ytor representerar ekvationen
2x? —a(xy +xz)+yz=a
for reella varden pa a? Bestam ytans rétliniga generatriser, nér a = 1. (I1-111)
Vilka ytor representerar ekvationen
x? + a2y2 —az® + 2xy — 2xz — 2a2yz +2x + 2y —2az = 0,
nér den reella parametern a varierar? ([I-111)
Undersok vilka ytor som ingé i knippet
x2 +4y? +42% + 2xy + dxz + 16yz — 4z + a(y + 2)* = 0,

dar a ar parametern. For ett visst a-virde erhélles en hyperbolisk paraboloid. Bestim dess
rétliniga generatriser. (I1-11)

For vilket véarde pa a betyder ekvationen
x2+y2—222+2yz+x+y+a=0
en kon? Bestam dess axlar, nar koordinaterna aro ratvinkliga. (II-I1T)
Vad slags yta representerar ekvationen
3x% — 3y + 22 — 2yz — 4xz + 8xy — 8x + 6y + 2z = 0?
Uppskriv ytans ekvation i normalform, da koordinaterna aro ratvinkliga. (II-11)
Vad slags yta representerar ekvationen
x? +2yz+az2 —2xy—2yz=1

for olika reella varden pa a? Uppskriv normalformen, ndr a = 3 och koordinaterna aro
ratvinkliga. ([I-111)
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Betrakta ekvationen
A+a-a®)®+(Q+a+a®)y’ + QA +a+a®)z? +2xy—2xz+2(-1+a+a’)yz=a.

Vad slags yta representerar den for olika virden pa a? Antag koordinaterna ritvinkliga och
bestam ytans normalform; uppskriv den speciellt for a = v/2. Berikna volymen, da ytan r en
ellipsoid. Finns det a-varden for vilka ytan 4r en rotationsyta? (II-11)

Betrakta ekvationen
a(x? + 2yz) + b(y? + 2x2) + c(2* + 2xy) = 1,

dar a, b och c dro reella parametrar. Visa att ekvationen aldrig kan representera en ellipsoid.
Angiv nédvandiga och tillrackliga villkoren for att den skall betyda en rotationsyta i ratvinkliga
koordinater. (II-11T)

Vad slags yta (egentlig eller urartad) representerar ekvationen
x% +y% + hz? + 2axz + 2byz + 2cz2 = 0

for olika reella varden pa koefficienterna a, b, c och h? Bestdm de plan som skira ytan efter
cirklar. (Ratvinkliga koordinater.) ([I-111)

Uppskriv allminna ekvationen for en andragradsyta som av xy- och xz-planen skaras efter
parabler, vilkas axlar dro parallella med x-axeln. Visa att om &ven snittkurvan med yz-planet
ar en parabel, s& maste ytan vara en cylinder. ([I-111)

Lat O, A, B och C vara hornen i en tetraeder. En andragradsyta ar omskriven kring tetraedern
sa att tangentplanen i A, B och C &ro parallella med planen BOC, AOC resp. BOA. Visa att ytan
ar en ellipsoid med centrum i tetraederns tyngdpunkt. (II-11)

Till varje punkt M(x, y, z) pa en i ett ratvinkligt koordinatsystem placerad ellipsoid (E)
associeras en annan punkt M’ (X, y, z), dir X = x + y + z. Bevisa att orten for M” ar en

ellipsoid med samma volym som E. (II-I1T)
2 42 22
Hyperboloiden — + Zoas 1 tangeras av en paraboloid efter en plan kurva, vars plan gar
a c

genom den fasta punkten P(X, Y, Z). Man soker, nér snittplanet vrider sig kring P, orten for
skdrningspunkten mellan paraboloiden och den av dess diametrar som gar genom P. Visa att
denna ort ar ett plan. (II-I1T)

Man betraktar de bada cirklar som planen mx — z = 0 och x + mz + k = 0 utskéra pa sfiren
x2 + 92 + 22 —r? = 0(0 < k? < (m? + 1)r?). Visa att man kan ligga tva kongruenta paraboloi-
der genom dessa cirklar. Uppskriv paraboloidernas ekvationer och angiv den gemensamma
normalformen. (II-11T)

Bestiam radierna r; och ry till de cirklar pa ytan
12yz — 12xz + 2xy =1

vilkas plan ga genom ytans centrum. (II-11)
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Bestiam de cykliska planen till ytan
H(x, y, z) = 2° + 2kxy —a® = 0
for alla positiva och negativa virden pa parametern k. (II-11)
Bestam cirkelpunkterna pa ytan
x2+y2+222+4xy+2xz+2yz+a2 =0,
dar a ar en reell konstant # 0. (II-I1T)

En rat cirkuldr kon med hojden h och genererande vinkeln o skires av ett plan parallellt
med ett tangentplan. Nar ar det utskurna parabelsegmentet sa stort som mojligt? Bedkna
maximiarean. (Im)

Till en ellipsoid med halvaxlarna a, b och clagges ett variabelt tangentplan. Berakna volymen av
den minsta tetraeder som begrinsas av tangentplanet och ellipsoidens tre principalplan. (II)

En ellipsoid med halvaxlarna a, b och ¢ skéres av ett variabelt plan. Berdkna volymen av den
storsta kon som har snittellipsen som bas och ellipsoidens centrum som topp. (I)

Bevisa att summan av tre konjugatdiametrar i en ellipsoid ar storst, nir diametrarna aro lika
stora. (II-110T)

Till en ellipsoid med halvaxlarna a, b och clagges ett tangentplan, som av tre konjugatdiametrar
fran ellipsoidens centrum riaknat avskar langder, vilkas produkt &r den minsta mdjliga. Man
betraktar den tetraeder som begréinsas av de motsvarande diametralplanen och tangentplanet.
Bevisa att alla sddana tetraedrar ha konstant volym och beridkna denna volym. ([I-111)

Berdkna volymen av den storsta plant avskurna kon som kan inskrivas i en ellipsoid med
halvaxlarna a, b och c. (II-I11)

Berdkna volymen av den storsta tetraeder som kan inskrivas i en ellipsoid med halvaxlarna a,
bochc (II-I1T)

Till en ellipsoid (E) med halvaxlarna a, b och ¢ ldgges en tangentkon, som &r avskuren av ett
tangentplan till E. Berdkna minimivolymen (# 0) av den s&dlunda kring E omskrivna konen.
Beridkna med hjélp hirav volymen av den minsta tetraeder som kan omskrivas kring E.  (II-IIT)

Berédkna storsta och minsta avstanden till xy-planet fran en punkt pa snittlinjen mellan ytorna

1
x2+y?+ 22 =r? och xy + xz + yz = kr?, dir 3 <k< 7 (I1-11)
Lat M vara en (reell) punkt pa skarningslinjen mellan ytorna
xy+xz+yz=8 och xy=16z,

hinforda till ett ratvinkligt koordinatsystem, dir O &r origo. Berdkna minsta avstandet OM
och de motsvarande koordinaterna f6r punkten M. (II-11T)
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Svar och anvisningar

For kurvkonstruktioner se dven figurerna i slutet av boken.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Om det hela talet x = n ar ett nollstille, maste r vara delbart med n och man har g = - —n”.
n

Form=6k+1ochform=6k—-1(k=1,2,..).
Endast for m = 6k + 1.

For a = 0 och for b = a2

1
. a=1ocha=1%iy3. De gemensamma divisorerna iro di x — 1 resp. x + E(l + 1\@)

"o

r
For g > 0 4r — > 0 och saledes ¢ < |r| — 1. For ¢ < 0 ar —q < r? + 1 eller ¢ > —1 —r%.
n

1
a=1,b=3,c=6.Trippelroten x = 1 och rotterna x = E( -3+ l\/ﬁ)

15 5 1
A= BT Ekvationen har da rotterna 7 och g( -5+ l\/ﬁ)

For a = 1 dubbelroten 1 och rétterna —1 +iv2; for a = —1 dubbelroten —1 och rétterna 1 +iv2;

53 V3 1 53 V3
fora = e dubbelroten Y. och rotterna g( -3+ \/30); fora = By dubbelroten Y
1
och rotterna g(\/g + \/30).

1 1
For a = 8 dro de bada rotparen 2,1 och 1, —2. Fér a = —8 dro de E( -1+ l\ﬁ) och 5(3 + \/ﬁ)

1 7
Rotterna aro 3, 1, -3 och =3

a® — 4ab + 8¢ = 0.
Y2-3a-1.
Rotterna dro 1 — \3/% 1+ %(1 + 1\/5)%/% och %( -3+ l\/T5)

2k
Rotterna dro %(1 + \/g) och 2 cos S k=1, 2, 4).
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16.

17.

18.

19.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

88

1
d—2(02 — Zbd)

650x> — 245x2% + 28x — 1 = 0.
ex3+b(1-o)x* +a(l—-c)’x+(1—-c)P =o0.

c(c* - az)2 +b?(4a® + 27b%) = 0.

(x2, x2, x ar rotterna till ekvationen y* + 2ay? + a?y — b? = 0 med diskriminanten D =
—b%(4a® +27b?); x% — x2, x% — x2, x? — x2 dro rétterna till ekvationen 23 — a2z + VD = 0. Sittes
hér z = ¢, erhalles relationen.)

En enda. Foru = 3. x = 2.
For u > 1 och for u < ug, dir uy ar den rella roten till ekvationen 4u® — u + 1 = 0.

For u = 1 och for u = uy, dér u r den rella roten till ekvationen u> — 2u? + u—1 = 0.
9

5

Trefor 0 <a <1, enenldaféra < Oochfég')ra > 1.

1
S < -<x) <
g g2

3
Enendaxszérazo.b:E.Spec.§:

< <x3 < —.
3-2Ja a °  4a

4 h h 4
Tva trianglar, om %\/E < 7 < 5\/5, en enda, om 7 < %\/E eller om 7 = 5 3; ingen om
h 4
- > —/3.
b 9
En enda reell rot. Trippelroten x = 0 for a = 0; inga andra dubbelrétter, nir a ar reellt.
En enda reell rot, positiv fér a < —5, noll for a = —5, negativ foér a > —5.

.. . o .- » . .. 1
For a < 0 en negativ, tva positiva; for a = 0 en negativ, dubbelroten +1; for 0 < a < 5 en

. .. 1. . . 1 . ..
negativ; for a = 3 trippelroten —1; for 3 < a < 2 en negativ; for a = 2 dubbelroten —/7, en rot
noll; fér a > 2 tva negativa, en positiv.

5a* 5at 8at ) 8a*
Fyra for 0 < ¢ < —, tva for ¢ < 0 och for — < ¢ < —, inga fér ¢ > —.

12 12 3 3
Forb > 0;c > 2b+1;for b < 0;¢ > o(1 — 4b) — b + b2, diir o = %(1+x/1—4b).

1 1 a a—1 27
-, 1—aq, , och .For reella y > —.
a l1—a a—1 a 4

1:tZi,az—a,@az—Qzaochgzaz—ga,déira=\3/5,9=%(—1+i\/§).
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40.

41.

42.

43.

44.

45.

47.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

a+2krn
sin
For a®+b? = 1. Rotterna iro da x = n ,dara = arctan - ochk =0, 1, 2, ..., n—1.
o + 2k a
1+ cos
n
(a) 64x% —7 = 0.
(b)y* -3 =0.

4 5 ko
(a) x* — 5x* + 5 = 0 med rotterna 2 cos T k=1,3,7,09.

T 51
(b) y* — 4y + 1 = 0 med rotterna +2 sin —, +2 sin —.
12 }CZ

T
(c) 16z* + 823 — 1622 — 8z + 1 = 0 med rétterna cos TR k=17, 11, 13.

kr
(a) x® — 33x* + 27x% — 3 = 0 med rotterna + tan 5 k=12, 4.
6 _ vt gu2 2 — " T
(b) y* — 6y* + 9y° — 3 = 0 med rotterna +2 sin 5 k=12 4.

(a) x® — 21x* + 2x3 + 84x? + 24x — 19 = 0 med rétterna

2mir 2nm
2cosT+4cosT+l, m=1,24n=1,4.

(b) y6 + 2y5 - 9y4 - 14y3 + 10y2 + 8y + 1 = 0 med rétterna

2mirr ni 2
2cosT+4(cos?) -2, m=12,3;n=1, 3.

2k
x0 — 15x% + 2x3 +36x% + 12x + 1 = 0 med rétterna yg + & — 2 och yp — & + 2, dr y; = ZCOST

(k =1, 2, 4) aro tredjegradsekvationens rotter.
w1 = 4; 0wy = 8; w3 = 12.
yn=n3+6n2+9n+3.

3

n.

F(n) = (n+1)(2n> + 6n® +5n+1). F(x) = 0 har dubbelroten x = —1 och rétterna x = —1 + %\/E

8 3 4 187
Fora=2x=0,y=-1,z=0féora=6:x=——,y=—-,2= —;fora=-9x = —,
5 5 15 190
173 143
=—,z=—.
Y 190 190
Rotterna dro —b + (a + ¢) och b + i(a — ¢).

rA(r = pq).
169,

89
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58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

72.

73.

74.

75.

77.

90

—q*(4p> + 274%).
104+ 229.

1 5
—1<x1<—E<x2<0;2<x3<5<x4<3.

x = (£ V5 £ -5+2/5).

2

Rétterna aro %(—1—\/51:\/2\/5—1), %(— 1+V2+iV2V2 + 1) och
%(I:I:\/\FS—Z:I:i(lzlz\/\E+2)).

Omradet begrinsas av den semikubiska parabeln 4a® + 27b% = 0 (for —3/4 < a < 0) och de
béda linjernaa + b+ 1 =0 (for -1 < a < -3/4).
x%(3 — 2x)

Pa den till kurvan y2 = T3
x

hoérande slingan i hogra halvplanet.

4a3 + 94% + 27b% — 27b = 0 och 443 + 27b% > 39 Den 1:sta relatio?en definierar en kurva i
ab-planet med parameterframstallningen 4(a + 5) =9-27t%, 4(b - 5) = 9—27¢> ("paraboliskt

1
blad”). Bagen B ar den del av kurvans slinga som beskrives for -3 <t< 5

Pa kurvan y* — 2x?y? — 3x* — 12x(y? — x%) = 0. (Kurvan har i origo en trippelpunkt med
tre distinkta reella tangenter och gor en slinga i hogra halvplanet; den har asymptoterna

y+V3(x+1)=0)

a+c=0,b+d=0.

X\/ J2—1- y\/ V2 + 1+ aV2 = 0. (Anvind en parameterframstillning for den 1:sta hyperbeln

a(t® +1) 2at )

tex. x = , Y =
2-1 7" 21

8
Antalet normaler ar ett, tva eller tre, allteftersom |p| > C, = Celler < C, dar C = EV4 189|c|.

2
= arccos —.
¢ 3

Framstall kurvan i rationell parameterform.
Tre, varav en ligger i xz -planet.

For p > 2a: fem, varav (forutom z-axeln) tva i xz-planet och tva i yz-planet; for 2a > p > a:
tre, varav (férutom z-axeln) tva i yz-planet; for p < a: endast z-axeln.

3p
x—z+? =O,y=0;x+z:0,yi\5(z+2p)=0.

(a) For 1 < x < 2 och for x < —2.
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78.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

86.

87.

89.

90.

1 1
(b) For x > 1: f6r 0 < x < xq, ddr x; &r funktionens nollstélle i intervallet — < x < —; for
e e

x < Xy, dér x, dr funktionens negativa nollstille (—e < x, < —1).

/s
(a) For alla x i intervallet = —.

(b) For 0 < x < x, dar x, ar funktionens nollstélle i intervallet /4 < xy < 7/2.

) T 3m 4mr 2 Sm T
(a) Maxima fér x = —, —, —; minima fér x = —, —, —

5

473 3747 4
(b) f(x) ar monotont vixande.

1
For 0 < x < xp ar f(x) monotont vaxande, for xy < x < 577 monotont avtagande; xg = 0,8...
1
0 = fCm =0,

3 7 T 31
Max. for x = T; min. for x = Z; inflex. for x = 2 och for x = >

lim y(”) = 0. Sattes lim y(") =G saarG = (=10 fora < 0;G = (-1)" Moo form—1<a<m

n—oo n—0
(=) ™n!
m=1,2,..,n;G= —)‘ fora=m@m=0,1,...,n);G=0féra>n Oma < 0, avtar
n—m)!

y monotont (utan inflex.) fran 1 till 0. Om 0 < a < 1, véaxer y monotont (utan inflex.) fran 0 till
max. for x = a och avtar sedan monotont till 0 (med inflex. for x = a + va). Om a > 1 vixer y
monotont fran 0 till max. for x = a (med inflex. for x = a — V/a) och avtar sedan monotont till
0 (med inflex. for x = a + /a).
@a=z0a== (o= W)a=-
aya==-.b)a==-.(c)a==.(d)a=-.

3 3 3 6

5 T ) 5 T
Max. = g\@ ~3 for x = +/3; min. = —g\/g + 3 for x = —/3. Tre reella rotter 0 och +x, ddr
2 < X0 < 3.

Gransvardet ar = 1.

Gransvardet ar =

QN

For—-1<a< 1.

P(y)dravgradenn+ 1. P, = 1+ y% P, = 2y(1 + %), P3 = 2(1 + y®)(1 + 3y?), P, =
8y(1 + y2)(2 + 3y%), Ps = 8(1 + y?)(2 + 6% + 15y*). Koefficienten for y"*! ar = n!.

T
Gransvardet ar = —.

91.
2e
k .
93. +—, kirk = \/azﬁzyz + b%y2a? + c2a? B2 (max. for vre, min. for nedre tecknet).
/260[2'52},2

94. 1.

1
95. -.

4

91
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96.

97.

98.

99.

100.

101. ———

102.

103.

104.

105.

106.

107.

108.

109.

110.

111.

112.

113.

114.

115.

116.

92

S NNW N = P N = N
— . .
o
[05°]
N

Il
Q
Jf_
—_

5
p = 2. Gransvérdet = 7

a= —%(n—Z)(n—S), b=—(n-1)(n-3),c = —%(n—l)(n—z). Griinsvirdet = é(n—l)(n—Z)(n—S).

b o
Fora; =a+#0,dalim=e « ;féoray =a=0,b#0,dalim=e ¢ ;féoray =a=b; =b =0,
cg=c#0,dalim=1.
2a* — b
2
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e 11e
119. A=——,B= —.
2 24
120 ! 2,b !
.a= = = 4, = —.
N 2e
121. +1 och —1.
122. limsup = 1.
123. Den liksidi Mi 6\/T
. Den liksidiga. Min. avs = —.
& B
/3

124. I den liksidiga. Max. = .

125. Max. = 2sin %A(l —sin %A) for den likbenta triangeln med toppvinkeln A.

2
126. Min. av T = r? tan a(l + ) for den likbenta triangeln med toppvinkeln 2.

sin o
1
127. ¢ = — b(ab +a* + b* — a?b?).

128. Den likbenta triangeln med toppvinkeln a, vars bas ar =  |Ttan %a och bada andra sidor
2T

sina’

s*sina

129. Den likbenta triangeln med toppvinkeln a. Maximiarean = —————.
8(1 + sin 50()2

130. Ett parallelltraptes med basen 2a och basvinklarna = 60°.

JT
131. 4ntan —.
n
132. V2.
133. 2v/2.
7 |13V13-35
134. Max. avV = — | ——— " F3/2,

108 3

T
135. 72ntan—. 727 forn — oo.
n

a
136. Z\/az +4(3 + 2V2)R2.

93
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137.

138.

139.

140.

141.

142.

143.

144.

94

. fzS(\/Z—Z)'

b
Nar x = —

7

f 2
. a a
Min. av AB. = a?+b%+3ab S\E +3b%7 0 Min. av triangeln AOB = 2|ab|.- Konens minimivolym
= —na?b|.
4

ab\27

,om a och b aro cirklarnas radier.

19

2

1
Maximiarean ar = g\/16a4 + 40a2b% — 2b* + 2b\/(8a® + b%)3, om b > 0.

Intet dndligt maximum. (Om A och B ha parametervirdena t = u och t = v, blir triangelns

area T = i%(sinu — sinv + sin(u + v) + y(cosu — cosv)). Man finner T; = T; = T}, = 0 for
T
u=-v=_,y= 0; men for dessa virden ar d°T = —%\/g(duz +dv? + dudv + dudy + dvdy)

indefinit.)
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