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FORORD

Da det gillt att giva anvisning pé litteratur for enskilt arbete i differential- och
integralrikning i de bida hégsta realringarna, har jag kint bristen pa nagot i
mitt tycke limpligt arbete, som varken ir for stort eller for litet.

Jag har dirfor skrivit ihop denna lilla bok, vilken alls icke gér ansprik pa
att komma med nagot nytt, utan endast vill vara en handledning for mate-
matiskt intresserade lirjungar i de bida 6versta ringarna i deras studier pa ett
omréde, som ligger en smula &ver det, som i skolan genomgis.

Forf.

FORORD TILL TREDJE UPPLAGAN

I foreliggande upplaga ha nigra tilligg och omarbetningar vidtagits, varjimte
antalet problem utokats med ett 40-tal.

Forf.
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Kap. 1

Foljande grinsvirde dr av betydelse for det f6ljande.

hm(1+ l)w:€<3

W—>0

(w, grekiska bokstaven omega, beteckning f6r ett mycket stort tal.)
Antag, att » dr ett visst indligt heltalsvirde f6r w. (1 + %)n utvecklas enligt

Newtons binomialteotrem:

1 n(n—l)(1)2+n(n—l)(n—Z)(1)3

(“%)n:“”'z*T‘ ”

1-2-3
nn—1)n=-2)..(n=(n—1)) [ 1\»
L 1-2:3-.n (Z)

Detta kan skrivas pa foljande sitt:

(“i)n:““ Y123
(=22
123 ..n

1_nll (l_nil)(l_%)

1- 1-2-3

( TS )(1 m) (- 741)

23 (n+1)

I dessa bida serier iro de bida forsta termerna lika och den senare seriens 3:e
term > den fOrsta seriens 3:e term 0.s.v., ty z + 1 > n.

ni1<%( ni1)>(l—%) 0.S.V.

5
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Varje term i den senare serien 4r alltsi > motsvarande term i den f6rra, och
dessutom innehiller den senare serien en term mer 4n den forra serien. Dirav
foljer att

n+1 1\~
(1 + ) > (1 + —)
n+1 n
. . . 1\» ..
D3 w vixer kommer alltsd (1 + +;) alltjimt att vixa.
Vi skoal nu bevisa, att uttrycket det oaktat icke kan uppnai virdet 3 och
att det ndrmar sig ett grinsvirde vilket < 3.

1 2 . o
Emedan (1 - 2), (1 - Z)’ o0.s.v. alla iro < 1 maste

(1+1)n ara <1+1+1 1 + ...+ 1
Y 1.2 123 " 1.23.2

men detta dr i sin tur

1+1+1+ ! + ..+ !
2 2.2 7 gt

dd varje term i den forra serien 4r < motsvarande term i senare serien, vilken

fr.o.m. 2:dra termen utgdr en geometrisk serie med kvoten 5~ Hirav foljer att

1
1- —
1\» on 1
(1+;) <1+ 1_1 <3—2n_1
2

och foljaktligen att

. 1\» .. 1
fim (15) = im (3~ ) =3
v . 1\2 . . .
Grinsvirdet ;1_% ( 1+ Z) , vilket vi senare skola berikna, betecknas med ¢ och
utgor ett irrationellt tal, e = 2,718281828459..... Detta tal utgdr bas i det s.k.
naturliga logaritmsystemet.
Det skall nu dven bevisas att grinsvirdet f6r (1 ++ —) ir detsamma, dven

w
om w antager andra reella virden 4n heltal. Vilket virde » 4n ma antaga, si
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ligger det mellan tva konsekutiva heltal p och p + 1. Hirav foljer: 1 + 717 >
1+ 1 >1+ L,ellerommansitterp+ 1=r
w pt+1
1\» 1y\» 1\
(1+’7) >(1+;) >(1+;) .

Eftersom w ligger mellan de bida konsekutiva talen p och 7, kan man sitta
w=p+a=r— @, diraoch g iro positiva tal < 1. D4 kan vi skriva

(1 + %)PM > (1 + i)w > (1 + %)Hg eller

. . o . qs . . 1\?
Nir nu o vixer, komma bida p och r att samtidigt vixa. ]171_{1;10 (1 + ;) och
. 1\ o . . . 01 0 .
;an}o (1 + ;) irobida = ¢, enligt vad som férut bevisats, och dd bade Illgolo (1 +%)

och lim (1 + &) iro = 1, sa blir allsa fim (14 2)° = .
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Kap. 2 Differentialkalkyl

Utover de forut bekanta derivatorna till funktioner av typerna y = &”, y =
sin” mx och 6vriga trigonometriska funktioner skola vi nu bestimma deri-
vatorna till exponential- och logaritmfunktioner samt cyklometriska funk-
tioner.

Logaritm-och exponentialfunktioner

1. y="logx
Om x erhiller ett litet tillskott Ax och y fir ett motsvarande tillskott
Ay, erhilles y + Ay = *log(x + Ax). Ur dessa bada ekvationer 6ses Ay,
varfter divideras med Ax. Di fis

2 X+ Ax a Ax
Ay  “log(x + Ax) - "logx log Y log(l + 7)
Ax Ax Ax Ax
Ax
tog(1+—= N
1 g( X ) 1 . x
=TT A " » log(1+—x

x Ax

X

Alltsa blir

dy . 1, Axya 1,
g = dim,tog (14 57)" = L loge

enligt Kap.1.
Specialfaﬂ:_y = lnx; % = % ‘Ine = %

2. y=a"
Denna funktions derivata kan beriknas om man forst deriverar den
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inversa funktionen x = *log y. D fis

dx 1

= = Z.%oge varav foljer

-y %% J

dy 1 .

o= Toge =4"lna.
dy _

Specialfall: y = ¢ *. Detta ir den enda funktion, som forblir

dx
oférindrad vid derivering (mer exakt Ce*, dir C ir en konstant).

Exempel: Derivera féljande funktioner:

1. & 4, gnF
2. %% 5. x-lnx
3. & +a” 6. alogxsmx
Sammanfattning
y=a" y “.lna
y="logx y = l -loge
-l

Logaritmisk derivation

Nir det giller att soka derivator till vissa exponentialfunktioner, 4r det ofta
limpligt att forst taga In for funktionen och sedan derivera denna logaritm
med avseende pa x
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Exempel:
x 1,
y=x = lnyzx-lnx = 5-)} =1+Ilnx
y=y(1+Inx) =x"(1+Inx)
y=x" = Iny=sinx-lnx — ;-y'zi-sinx+lnx-cosx

(1.
y = x"”(— .sinx + lnx- cosx)
X

Derivera pa samma sitt f6ljande funktioner:

7. y=xms 14. y = (tanx)”
_ Inx
8 y=x 15. y = (sin )%
9. y= X
0 . 16. y=¥x
Ly=x
11. y=" 17. 5 = (sinx)"™*
12. y= xln(sinx) 18. )’x — 5
<1
13. y= p 19. % = (sinx)***

Cyklometriska funktioner

Med de cyklometriska funktionerna arcsin x, arccos x, arctan x, arccot x (ut-
talas arcussinus etc.) menas de inversa funktionerna till motsvarande trigono-
metriska funktioner. Om y = sin x, dr alltsd x = arcsin y d.v.s. arcsin y ir dem
(minsta) vinkel, vars sinus 4r y. Vid derivation begagnar man sig av regeln om
derivation av inversa funktioner.

10
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Om vi skola soka derivatan av y = arcsin x, derivera vi den inversa funk-

d
tionen x = sin y. Detta ger Z—; = cosy, varfor a1 ! =

dx cosy ll—sinzy

1

1-x

—.
Exempel: Derivera f6ljande funktioner:

20. y = arccos x 26. y =x-arcsinx + V1 - x2

21. y = arctan 27, 3=
y x 7. y = arccos o

22 — Earctanx 1
! 28. y= (x — 5 arctan x) -arctan x

1-cosx
23. y =arctan| 29. y = (arctan x)*
24. y = arccos x* 30. y = (arcsin x)l“
25. y = arcsinv1 — x? 31. y =arccotVx -1
Sammanfattning
=arcsinx y = !
Y Y 1 —1x2
= arccosx  y = —
J Y 11_ =
y=arctanx y = T
, I
y = arccotx y =1+ 3
X

Medelvirdesatsen

Om y = F(x) ir en funktion av x, som jimte sin forsta derivata ir entydig,
andlig och kontinuerlig mellan tva punkter med abskissorna  och 4, si ir

F(b) = F(a) + (b—a) - F'(a + 8(b - a))

11
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dir 4 dr ett positivt tal mellan 0 och 1.

)

a+0(b-a)

NaY

o
Qe

Fig. 1

Av Fig. 1 framgir nimligen, att i ndgon punkt mellan z och 4 ir kurvans

tangent parallell med kordan mellan de bada punkterna. Betecknas denna

punkts abskissa med z + 6(b — a), sé fis

£(b) - F(a)

D = Fla+ 86 - a),

varur ovanstiende sats framgar.

Serieutvecklingar

Om f£(x) ir en funktion, som jimte sina » férsta derivator ir 4ndlig, entydig

och kontinuerlig, si definieras F(x) pa foljande sitt:

_ AV
F(x) = f(x) + 2 =)+ ¢ 2!’6) £ (x)+
—x 3 " —x n—1
@ 3 ) F(x) + ot (lzn_)l)! £ (x)

12
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Hirur fis genom insittning av x = &

F(b) = f(b) och genom insittning av x = a (2)
_ _ 2
Fa) = fla) + L2 @+ L 3)
(b-a) (b-a""

5@t D)1 F"(a)
Om ekv. (1) deriveras, erhilles

- X _xZ 7
Fle) = 0+ 222w - £ + 5

dvs

Enligt medelvirdesatsen ir
F(b) = F(a) = (b - 2)F (a + 6(b - a)).
Hirur fis

[b—a—-06(b-a))""
(m—1)!

F(a) = f(b) - (b—a) F a2+ 6(b - a))

eller

(-1) (1= g)1)

Fla) = fb) = (b= )" == f P (a4 60 - 2))

Om den sista termen, vilken brukar benimnas “resttermen”, betecknas med
R, fis, om virdet pd F(a) ur ekv. (3) insittes

_ _4)? _ \(#-1)
R O e ARG

13
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Om i denna serieutveckling insittes 2 = 0 och & = x, sd erhilles Maclaurins

serie
x xz , x(n—l) _
dir o)

14
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flx) =€

(1= )
(n—1)!
& andlig; vidare finnes det alltid, hur stort x in ma vara, ndgon faktor i nim-
naren, vilken jimte de f6ljande samtliga dro numeriskt > x. Hérav foljer att

;grolo R = 0. Serien kan allts3 skrivas

Hir dro samtliga derivator = ¢“ och R = . Om «x ir indlig, 4r

2 3 4
F o ldbxb o b by
A TR TR

Hirav kan virdet pa ¢ beriknas, ty om x sittes = 1 fis

3 1 1 1
6_1+1+§+§+E+"'

Om 10 termer medtagas i serien, blir approximativa virdet pi 3 = 2,718282.

f(x) = sinx och cos x

Om f(x) = sinx, hava derivatorna foljande 4 virden: f'(x) = cosx; f"(x) =
—sinx; £ (x) = — cosx; £ (x) = sinx 0.5.v. Vidare dr lim R = 0. Varfor serien

blir
. _ x3 xs x7
Slnx—x—§+§—%+

Pi samma sitt erhalles utvecklingen f6r cos x

xt X

COszl—E-FZ—a‘F

15
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f(x) = arctan x

fl(x) = 72 =1-x+xt—aC

X

Hirur fis
x3 xs x7
f(x)zarctanx:x—?+?—7+... (x*<1)
Om i denna formel x sittes = 1, fis
arctanl—”—l 1+1 1+
T4 35 7

varur = kan beriknas. Emellertid konvergerar denna serie synnerligen ling-
samt, varfor ett stort antal termer maste medtagas for att resultatet ma bli
tillfredsstillande. En annan serie, som konvergerar snabbare, skall dérfor hir-
ledas.
Sitt arctana = x och arctan 4 = y, varav arctana + arctanb = x + y = z.
Nu ser vi att
tanx + tany a+b

tanz = tan(x +y) = l-tanxtany T1-ab

011 a+b
Alltsi blir z = arctan dvs.
1-ab
a+
arctan « + arctan b = arctan .
1-ab
. . 1 1 .
Sitt hira = 5 och b= 3 sa fis
1 1
arctan L + arctan — arctan 2% arctan 1 = r
2 3 -1 - T4

Ur ovanstdende serieutveckling for arctan x fis di foljande uttryck:
7 1 1\3 1 1y 1 1\7 1
=270 3+3) 5-() 5
1 1\3 1 1\5 1 1\7 1
SRCENIRRTES
Dessa bada serier konvergera betydligt snabbare 4n den forra serien.

Exempel:

16




“Wingirdh” — 2020/2/25 — 20:19 — page 17 — #17

2 4
x3 X

32. Hirled formeln In(1 + x) = x — LT

2 3 4
dln(1 1 o . ..
n(l +x) = . Om den av braket angivna divisionen

Ledning:

utfores, erhalles en dignitetsserie. Denna ir konvergent f6r -1 < x < 1.

33. Hirled formlerna (Eulers formler)

) ix e—z'x
sinx = T

X + g—zx
COSx = T

Ledning: Sitt 7x och —ix i stillet for x i utvecklingen av ¢*.

Ur de bada senaste formlena fis cos x + 7 sin x = ¢*. Sitte hir nx i stillet for x,
erhélles cos nx + 7 sin nx = ¢ = (¢*)". Men ¢ = cosx + 7 sin x varav fSljer

cos nx + £ sin nx = (cos x + 7 sin x)”.

Detta dr Mozvres teorem. Teckenbyte for x ger oss motsvarande formel: cos nx—
isinnx = (¢7%)". Dessa formler giva oss majlighet att bestimma samtliga rot-

ter till ekvationer av typen x” — 4 = 0, d.v.s. bestimma samtliga z:te rotterna

i ett siffertal. Av dessa dro, om » ir jaimn, 2 reella och resten imaginira (kom-

plexa), om  ir udda, 1 reell och de &vriga imaginira (komplexa).

Exempel: Bestim §27.
327 =327 - 1 men 1 = cos 2kx + i sin 2kx (k ett helt positivt tal). Allesa

2hr

1
5

1 . 2k .
15 = (cos2kx + 7 sin 2kx)5 = cos Tﬂ +7sin

Man insitter nu i stillet for £ virdena 0, 1,2, ...etc,, tills alla virdena pa 15
erhillits.

k=0 | k=1 k=2
15 =1 | 15 = cos72° + 7sin 72° | 15 = cos 144° + 7 sin 144°

Exempel:

17
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34. Bestim ¥27.

Om man i formeln cos x + 7 sin x = ¢ sdtter x = 7 s fis

T

cosw+ising =7 eller

FT+1=0

Om denna formel siges i Kasner och Newman Matematiken och fantasien
. . » R . .. .

pé sid. 115: "Det ir alldeles riktigt; denna formel 4r en fullkomlig paradox;

man kan inte férsta den, och man vet inte vad den betyder, men vi ha bevisat

den och veta dirf6r, att den miste vara riktig.”

Exempel: Berikna sin 3x, uttryckt som funktion av sin x med anvindande av
Moivres teorem.

cos3x +7-sin3x = (cosx + 7 - sin x)*7

= cos® x + 3 cos” i sin x — 3 cos x - sin” x — 7 sin’ x.
Hirur fis
i-sin3x =7-(3cos®x-sinx —sin’ x) = 7(3sinx — 4sin’ x) =
sin3x = 3sinx — 4sin’ x
3S. Berikna pd samma sitt sin Sx och cos 5x.

36. Hirled formeln

. 1 5 1-
arcsmx:x+—-?+

w

X 135 4
5246 7

\S}
\S}
W

Sammanfattning

18
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3 S 7

X X
Slnx—x—§+§—ﬁ+
2 4 .6
cosx=1- 4+ -2 4

2! 4 6!

Ina (Ina)? , (Ina) ,
a":1+Tx+ TR TR s
x_1+x+x_2+x_3+
S T TR T

Obestimda funktionsformer

Somliga funktioner av x kunna f6r vissa x-virden antaga nigon av formerna
0
O bl

I detta speciella fall har uttrycket 0 virdet 1, d.v.s. dd x nirmar sig virdet 0,

sin x v . ..
tenderar —— mot grinsvirdet 1. Viskola nu se att man i manga fall kan finna

sin
0 coeller co—co. Ett sidant Varde antager t.ex. funktionen — Y frx = 0.

dylika grinsvirden for funktioner, vilka for et visst virde pa x antaga nigon
av ovanstdende former.

A.9

fx)
g(x)

for x = a. Under f6rutsittning att bida funktionerna och deras derivator 4ro

Antag, att —— ir ett brak, vari bade tiljare och nimnare antaga virdetr 0

kontinuerliga i nirheten av 4, erhilles ut medelvirdesatsen

fla+h) = f(a)+hf (a+6h)
gla+h) =g(a) +hg'(a+6,h)
Da enligt antagandet () = g(a) = 0, fis hirur
Fla+h)  fla+6h)
ca+h)  gatoh)

)

)
f(a) . fla+h) f(a+6b) _f'(zz)
o(a) = lim oa+h) = lim daroh) 7@

eller

19
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Om savil £(x) som g(x) bli = 0 for x = 4, 4r alltsd

£ F®)

1m 1 .
x>a g(x) x>a g’ (x)

Exempel:
L =1 e &
m — =lim =—=1.
¥—=0 sinx  x—0 COSx 1
. x-sinx ,, l-cosx . sinx 1
lim = lim = lim ==,
x—0 X x—0 xz x—0 6x 6
X —X
. e +e =2
37. lim——=

x—0 xz

x-arctan x — In(x? + 1)

8. 1 :
3 xli% 2cosx+x-sinx —2
. eesiny—x-é*
¥ My —
40 lim\/xz+3x+6—4
: x—2 x—Z

41, lim 17 908%

x—0 xz

B.Z
Det grinsvirde, som briket % antager for x = 4, om savil f(a) som g(a)

tendera mot o, kan beriknas pa foljande sitt:

1
S _ g)
gx) 1 -

'\”:

(%)

20
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I detta brik bli tiljaren och nimnaren = 0 for x = 4. Féregiende metod tillim-
pas alltsd

‘ -

40

XN . [g@P
=1

leI}_ f(x)

() [ ()]?

) o )P

AT

—

—

lﬂimjE = lim
x—a g(x) xX—a

g

‘ .

\,\)

’

X

=lim

xX—a

S(x)

eller efter division med lim =
x—a g(x)

/()

fl) L f(x)
et~

(
(

SN

X

. e flx) . . e
naturligtvis under forutsittning att ——— nirmar sig ett bestimt, indligt grins-

g(x)
virde # 0.
Det kan emellertid bevisas, att satsen giller dven om grinsvirdet 4r = 0
eller co. )
Antag att M - 2 _ 0. Betrakta briket M Hir dr tydligen
gla) = g(x) ’
JM =2y Tillimpas regeln, erhilles fla) ,+ be (4) varav foljer,
g(ﬂ) © g'(a)
att f—, (@) =0.
g'(a)
Exempel:
1 -
M0y & lim (- 225)
x—0 COtx x—0 _ 1 x—0 X
sin? x
:lim(—sinx~ w) =0.
x—0 X
. Inx
42. lim B

21
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1
43, lim =%
x—0 COtx
44, ljm (AN 2)
x>0 In(tan x)
C.0 -
Om f(x) - g(x) antager denna form for x = 4, har man endast att skriva uttryc-
ket pd foljande sitt £(x) - g(x) = f (lx) och tillimpa samma regel som forut.
£(%)
Exempel:
cotx
}}L% sinx - In(tanx) = }}E& In(gan) _ }6153 _C(éf)zs’;
sin x sin® x
2
.
x—=0 SInx-CoS’ x
4s. lim ——
24

D.oo-c
Antager f(x)—g(x) denna form for x = 4, kan uttrycket skrivas £ (x)- [1 —%],
varur framgir, att funktionen for x = 4 blir = o, sivida ¢j % = 1. I dtta fall

behandlas problemet som i C.
Exempel:

46. lim (- )

x—>0\SInx X
1

47, lim (5 - )

22
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Envelopper

Om i en kurvas ekvation f(x,y,4) = 0 ingir en konstant 4, som kan antaga
olika virden (en parameter), si motsvaras varje virde pi z av en bestimd kur-
va, en "individ” i en hel skara kurvor, vilkas ekvation ir just den ursprungliga.
Om 4 far ett litet tillskott Az, erhélles en annan kurva, som i allminhet en-
dast obetydligt skiljer sig frin den forra.Koordinaterna fér skirningspunk-
terna mellan dessa bada nirbeligna kurvor satisfiera alltsa de bida ekvatio-
nerna f(x,y,a) = 0 och f(x,y,a + Aa) = 0 och foljaktligen 4ven ekvationen
f(x,y,a+ Aa) — f(x,9,a) = 0. Denna kan dven skrivas

fx,y,a+Da) - f(x,y,a)

Aa 1%

Later man nu hir Az tendera mot 0, erhélles tydligen funktionens derivata
med avseende pa 4, varvid x och y betraktas som konstanter. Denna, den s.k.
partiella derivatan i avseende pé « kan tecknas
f;(x,y,éz) = W =0.

Denna ekvation tillsammans med £(x, y, 2) = 0 anger alltsd skirningspunkter-
na mellan tva oindligt nirbelidgna individer i samma kurvskara. Om 4 elimi-
neras mellan de bida ekvationerna, erhilles den av 2 oberoende orten for des-
sa skirningspunkter. Denna ort benimnes kurvskarans envelopp. Eftersom
den stindigt passerar genom nirbeldgna individers skirningspunkter, kom-
mer den att “inhélja” hela kurvskaran.

Exempel:

a) Sok enveloppen till linjerna y = ax + 4°
Denna ekvation deriveras med avseende pd 4, varvid fis 0 = x +24°, vil-

ket ger &= -3 Forsta ekvationen kvadreras och i densamma insittes

virdet pi 2°. D4 fis

S - TR
Y ETE Ty T T T

Enveloppen ir alltsd en “semikubisk parabel”.
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b) Konstruerakurvan y* = x*(x +24y) samt den kurva, som envelopperas
av dess asymptot, da 4 varierar.
Nir asymptotens ekvation skall bestimmas, eliminerar man y mellan
kurvans ekvation och linjen y = kx + / samt bestimmer £ och / si,
att minst 2 av skdrningspunkterna rycka mot odndligheten, vilket sker
dirigenom, att koefficienterna for de tva hogsta digniteterna sittas = 0.
Om nimligen koefficienten for hogsta digniteten av x i en ekvation
tenderar mot 0, sa betyder det, att en av rétterna tenderar mot co. An-
tag, att en ekvation kan skrivas: (ax — &) (x — ¢)(x — d) ... = 0. Denna har
tydligen rotterna x; = b/a, x, = co.s.v. Om i ekvationen 4 tenderar mot
0, forsvinner hogsta digniteten av x, samtidigt med att x; tenderar mot

0,

Ur kurvans ekvation och y = kx + / erhilles

o + 12+ 2klx — 2 — 2akx® = 2alx* = 0
—x3(1 + 2ak) + x*(k* = 2al) + ... = 0.

, 1 1 L o
Hirur fas £ = 5 och/ = e Asymptotens ekvation ir alltsd y =
a
X 1 I L1 N . o _ 3 P
R PRt Sitt hir 5, = b varvid erhilles y = —bx + &°. Denna linjes
3

envelopp ir enligt foregiende exempel y* = %x .

Ibland innehaller den ursprungliga ekvationen 2 konstanter, vilka emellertid
iro forbundna med varandra medelst en andra ekvation. Hirvid kan man na-
turligtvis eliminera den ena konstanten, varefter problemet ir aterfort till den
forra typen. Man kan emellertid 4ven forfara pa ett annat site, vilket framgar
av foljande exempel.

Sok enveloppen till en linje av konstant lingd, som med sina indpunkter
glider utefter koordinataxlarna.

+>=1=bx+ay=ab (1)

= (2)

NI

X

a

2
a

S
)

+
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Derivera ekv. ! och 2 med avseende pa 4, varvid b anses som en funktion av 4.

db db
Xty =a -+ b (3)
20+ 209 = 0 (4)

Ur dessa bida ekvationer 16ses %

db b a

da  x- da = b

_b-y
x—a

. -b a . .
Hirur fis f’c ~ =7 Denna ekvation sammastilles med ekv. 1 ovan

a —bx

by—bzzax—az } b(y—b):dx—ﬂz }=> b ax—a°

bx + ay=ab aly — b) = —bx )

varur erhlles x/* = 2 eller & = Yx/2. P4 samma sitt fis b = /2.
Dessa bada virden insittas slutligen i ekv. 1, varvid fas

I A 1, dv.s. 223 + 13 = P,
Vxl?

.
S

Enveloppen utgéres alltsd av “asteroiden” eller den s.k. fyrspetsiga hypocyklo-
iden.

Sok ekvationen for kaustikan till en konkav halvsfirisk spegel med radie
7 vid parallellt infallande ljus.
x-axeln ligges utefter spegelns huvudaxel och origo i spegelns medelpunkt.
Kaustikan blir tydligen enveloppen for den reflekterade strilen. Dennas ek-
vation fis ur figuren.
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(r cos a, rsin &)

Fig. 2

y—rsina = tan(2a - (x — r cos )
Denna ekvation kan skrivas

y-cos2a—x-8in2a+r-sina=0

Hir dr alltsd « parametern.
Efter derivering med avseende pi « och teckenbyte fis

2y-sin2a + 2x - cos2z + rcosa = 0.
Ur dessa bida ekvationer 16sas x och y med avseende pa «, varvid erhalles

x = —(3cosa—cos3a)

y=—(3sina —sin3a)

LT N

Ur dessa bada uttryck kan tydligen « elimineras, varvid man erhéller en ekva-

tion, som endast innehaller variablerna x och y.
Exempel:

48. Enritlinje rorsig s, att den av koordinataxlarna avskir strickor, vilkas

produkt dr konstant. S6k enveloppen f6r linjen.
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49.

50.

S1.

S2.

53.

54.

5S.

56.

Sok enveloppen for ellipser med centrum i origo och axlarna utefter
koordinataxlarna och med konstant yta.

Sok enveloppen for ellipser med centrum i origo och axlarna utefter
koordinataxlarna och vars halvaxlars summa ir konstant.

Sok enveloppen f6r parabler med y-axeln till styrlinje och brinnpunk-
terna pa en given cirkel med centrum i origo.

Sok enveloppen for parabelns normaler (parabelns evoluta). Ledning:
Hirled f6rst parabelnormalens ekvation som funktion av dess vinkel-
koefficient, , vilken alltsd 4r kurvskarans parameter.

. R TON) a( r _2\ .. . .
Bevisa, att kedjelinjen x = z(eﬂ +e ) ar evoluta till tractorian y =

a+Vax?
a—Va* - x?*

envelopp.

a 9
3 In —Va? - x%, om evolutan definieras som normalernas

Fran en rorlig punkt P pi parabeln yz = 4ax fillas perpendiklarna P4
och PB mot koordinataxlarna. S6k enveloppen for 4B.

Sok enveloppen for de cirklar, vilkas medelpunkter ligga pa parabeln
9 + 4ax = 0 och vilka gd genom origo.

En punkt ror sig pd cirkeln »* + y* = 36. S5k enveloppen for dess polar
2 2

. oo Y
(tangentkorda), i avseende pi ellipsen 3ty =L

Oskulerande cirkel

Eftersom ekvationen for en cirkel innehaller 3 konstanter (centrumkoordina-

ter och radie), kan man genom varje punkt pd en kurva ligga oindligt minga

cirklar, som i punkten ha tvipunktsberéring med (tangera) kurvan. Dessa

cirklars centra ligga tydligen pa kurvans normal i punkten. Bland dessa oind-
ligt manga cirklar finnes det emellertid en, som har trepunktsberéring med
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kurvan. Vanlig tangering innebir ju, att savil y som »' iro lika f6r de bada
kurvorna. Vid trepunktsberéring ir nu dessutom »” lika. Hirigenom kun-
na ifrigavarande cirkelns (den “oskulerande cirkelns”) tre konstanter kunna
bestimmas.

(x—x)2+(y—ﬁ)2:r2
(x—oz)+(y—[8)y’=0
L+ (=) +y*=0

Ur dessa ekvationer fis

l+yl2
ﬂ:y+T
B L |
Y
B [1+y/2]3/2
_T

Hir betyda y' och y” kurvans (och cirkelns) derivator i punkten i friga.

Krokning och krokningscirkel

En kurvas krokning mellan tva punkter definieras som difterensen mellan lut-
ningen hos tangenterna i de bada punkterna (se Fig. 3)

Ag

As
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Fig. 3

Medelkrékningen ir = krékningen, dividerad med baglingden.Krokning-

enienviss punkt ir = medelkrékningen pi en odndligt kort biglingd = Aliglo A—f =
dg
Z .

Om As dr mycket litet, kan det anses som en rit linje, varfér ur Pytagoras
sats erhilles

ds _ 2. r_

Tr 1+9% y =tang
Se £.6. berdkning av baglingder.

d¢ d¢ dx darctany 1

ds  dx ds dx /1+},/2

1"

Y
[1 +}’/2][1 +},r2]1/2'

1"

J

Krokningsmattet i en viss punkt ér alltsd = R Tillimpas detta pi en
+)
cirkel, erhilles |ﬁ| -1
ds 7 21y
For den oskulerande cirkeln erhélls nyss » = w, varav foljer,

att en kurvas krékning i en viss punkt ir densamma som den oskulerande
cirkelns.

Denna kallas dirf6r dven “krékningscirkel” och dess medelpunkt “krok-
ningscentrum”. Orten f6r krékningscentrum ir kurvans “evoluta”. Kurvan
sjilv kallas “evolvent”.

Om krékningscentrums koordinater dro I6pande koordinater och kallas
£, , sd dr enligt foregiende paragraf

f:x_iﬁiiﬂ
y”
. 1+ y'z
7 y y//
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Evolutan har férut definierats som enveloppen till en kurvas normaler. Hirur

fas da .
n=y= —y(f—x).

Om detta uttryck deriveras med avseende pa x, varvid y betrakrtas som funk-
tion av x, erhilles

"

r_ }’, + (f - x))’
Ur dessa bada ekvationer 16sas £ och 7. Di fas

-

g=x_igilﬂ
yﬂ
1+y’2
=) ¥

Hirav framgar 6verensstimmelsen mellan de bida definitionerna.

Exempel: S6k enligt denna metod ekvationen f6r parabelns evoluta.

yz =4ax
yy' =2a
7" +y?=0

Sittin dessa virden pd y' och y” i uttrycken pd £ och 7 och vi fir efter forenk-
ling
yz + 4a”
2a
4 y3 + 442)/
( 4a?

E=x+

2
Insitt hir x = 2 ur parabelns ekvation
44 p

B 3y2 +84%
344

-2
7 4a?

£
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Om y elimineras ur dessa ekvationer, fis evolutans ekvation

, 4(E-2a)
7= 27a ’

Sok pa samma sitt ellipsens evoluta.

Svar: (%)2/3 + (2)2/3 =1,dirs = é ochu= é

x

Ellipsevolutans form piminner om asteroidens, men de bida axlarna iro
olika linga.

Exempel:

57.

58.

59.

60.

61.

Bevisa, att hos kedjelinjen, vars ekvation kan skrivas y = 2 (e% e ),
krokningsradien i en godtycklig punkt ér tredje proportional till z och
punktens ordinata samtatt strickan mellan punktens (x, y) kroknings-
centrum och punkten (x, 0) halveras av linjen 7 = y.

Sok asteroidens krokningsradie.

Bevisa, att krokningsradien i en punkt pa parabeln 4r dubbelt si stor
som den del av normalen, som ligger mellan kurvan och styrlinjen.

Normalen i en punkt P pd en ellips med centrum i O rikar storaxeln
i punkten 4. P:s krokningscentrum ligger i C. For vilket lige hos P ir
triangeln OAC storst?

. dy 1 . .
Bevisa, att — = ——, d.v.s. att evolventens normal ir tangent till evo-

df

d
lutan. (Ledning: Bestim EZ och j—i) ur uttrycken f6r » och £. Genom

d
deras division dis di 27 .

df
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Singulira punkter

Ekvationen f6r en algebraisk kurva, som gar genom origo, kan skrivas R, +ax+
by = 0, om man med R, menar sammanfattningen av alla termer av andra och
hoégre grad. Liter man i denna ekvation x och y tendera mot 0, kommer R,
att g mot 0 hastigare in ax + by. Inom ett oindligt litet omride i nirheten av
origo kan alltsd linjen ax + by = 0 ersitta kurvan. Detta innebir tydligen, att
denna linje 4r tangent till kurvan i origo. I detta fall har alltsd kurvan endast
en tangent i origo. Denna punkt ir en vanlig punkt.

Annorlunda blir det, om 4ven termer av forsta graden saknas. I'sd fall kan
ckvationen skrivas Ry + ax” + bxy + ¢y* = 0. Hirvid kommer kurvan att i origo
representeras av det “oegentliga kigelsnittet” 2x* + bxy + ¢y* = 0. Loses denna
ekvation med avseende pd y kunna tre fall intrifta.

1) De bada rétterna iro rella och olika. Ekvationen representeras alltsa
av tva reella linjer, vilka skdra varandra i origo. Kurvan har tvi skilda
reella tangenter i origo, fiv.s. kurvan har i origo tvi olika grenar. En

sadan punkt kallas en *dubbelpunkt”. (Se fig. 4)

fig. 4

2) Debidarétterna dro reella och lika. I detta fall komma de bada tangen-
terna att sammanfalla. Kurvan har i origo tvi sammanfallande tangen-
ter. En sidan punkt kallas en ”spets”. (Se fig. 5)
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fig. 5

3) De bada rotterna édr imaginira. Origos koordinater satisfiera kurvans
ekvation, origo hor alltsa till kurva, men ndgra reella tangenter kunna
¢j dragas i denna punkt. En tangent fordrar minst tvi sammanfallande
skirningspunkter med kurvan. Hir finnas alltsa ¢j tvd punkter i ome-
delbar nirhet av varandra. Punkten ir ensam. Den brukar benimnas
“isolerad punkt”.

Om den singulira punkten ligger i en annan punkt in origo, flyttar man
koordinatsystemets origo till denna punkt och genomfér sedan undersok-
ningen pd samma site.!

Exempel:
62. Konstruera kurvan x* + y* — 3axy = 0.
63. Konstruera kurvan ° + y° = 34y” = 0.
64. Konstruera kurvan (x* + y*)* = 2*(x* - »*). (Lemniskatan)
65. Konstruera kurvan »* + xy* = 327 — 2.
66. Konstruera kurvan y* — »* +2x% = 0.
67. Konstruera kurvan y = 2x - (x - 2)2.

68. Konstruera kurvan y* + »° = «*.

"Denna metod for uppsckande av singulira punkter kan i vissa fall sli fel. Salunda har

4

tex. kurvan x* = y* - 5 ¢j spets utan isolerad punkt i origo. For studiet av dylika fall hinvisas

till storre lirobdcker i imnet.
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Integralkalkyl

Integralkalkylen handlar om att soka den ursprungliga funktionen till en gi-
ven derivata. Den kan alltsd anses vara omvindningen till differentialkalky-
len.

d
Om t.ex. d_y = 4x°, si dr det tydligt att denna erhillits genom derivering

X
avy = x*. Man kallar y = x* ”integralen” (eller "primitiva funktionen”) till

d
derivatan d—i = 4x° eller till differentialen dy = 4x’dx och skriver
y= f4x3dx=x4.

Integralen till differentialen dy = f(x)dx, dv.s. y = f f(x) dx (utlidses: 7inte-

gral £(x)dx”), ir den funktion som, om den deriveras med avseende pa x, ger
f(x). f(x) benimnes integranden. Eftersom derivatan av en konstant ir = 0,
ir t.ex. f 4x° dx = x* + C, diir C ir en godtycklig konstant kallad integrations-
konstant.

Alla elementira funktioner kunna deriveras, men det 4r lingt ifran alla,
vilkas integraler kunna berdknas, uttryckta i enkla, férut bekanta funktio-
ner.” Vi skola nu dels se exempel pa funktioner, vilka omedelbart kunna in-
tegreras, dels ange nigra metoder, enligt vilka en del icke direkt integrerbara
funktioners integraler kunna beriknas. uttryckta i forut bekanta funktioner.

Omedelbar integration

Funktioner, vilka utgéra derivatan till en kind funktion kunna omedelbart
integreras. (Tills vidare utelimnar vi integrationskonstanten.)

ZAnaloga forhillanden forefinnas inom andra omriaden av matematiken. Silunda kunna
teex. alla hela tal kvadreras, varvid dven kvadraterna uttryckas i hela tal. Diremot kan den om-
vinda operationen, kvadratrosutdsragning, ej utforas vid alla heltal, for si vitt man ej infor
nya storheter, irrationella tal och imaginira tal.
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n+1 n+1

N w X ( ) "
Hit hora t.ex. fx dx = 1,enalr ) =
. .. dco S x
fsmxdx = —cos x (endr e sin x)
X

fcos:cdx =sinx

fﬂxdx= 4
Ina
f 1
Vi-a2

1
f ——dx =tanx
cos

dx = arcsin x

1

f—dlenx
xl

f.z dx = —cotx
sin” x

coSx - esmx dx — esmx

(man kontrollerar svaren genom derivation av hogra ledet.)

Integration genom substitution

Ofta kan man genom en substitution inf6ra en ny variabel, varigenom integ-

rationen kan utf6ras. Metoden dskidliggores bast genom nagra exempel

a) y=f(a+bx)”dx;sﬁtthﬁra+bx=u,sifisbdx=du=>dx— du ; dessa

b ’
virden insittas, varvid erhilles

f 1 +1 _(ﬂ+bx)"+1
r= b n+1 b(n+ 1)

s sittx = an dx = a - du, s fis

b) _f dx
r= (2 _ 2
Y= f &y :f du = arcsin « = arcsin =
Va2 - 22 V1-u? a

c) fxw/"ax+bdx;siitt”ax+b=u;ozx+b=u”;a-dxzn-u”fl-du.

2n+1 b”n+1

_(d"=b . on n
y—f a s f(” ~bi) __2(2n+1 n+ 1

) 0.8.V.
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Exempel:

69. f tan x dx (sitt # = cos x)

70. f 1 (sitt u = tan(x/2))

sin x

dx
71. f sdttval £ x> =u—x
Va? + x?% ( )

72. [ sinsxax
73. f sin” x dx (anvind formeln cos 2« = 1 - 2sin® 2)

74, f £ dx

Ofta dr det limpligt att i stillet for variabeln x infra en trigonometrisk funk-
tion, s.k. “trigonometrisk substitution”. Pa detta sitt beriknas t.ex.

f Va? — x% dx. Sittes hiir x = a-sin u, fis dx = a cos u du, varvid integralen kan

skrivas
2 ) _ 2 2
Va? —a?sin“u-acosudu = a cos” udu

2
. . . . . . oy 4
Denna integral beriknas pd samma sitt som f sin® # du, varvid erhalles Su+
2

a . . . .
- 'sin 2u. Insittes virdet pd «, fis slutligen

2
a . X X
fw/az —x2dx = 5 arcsin = + zw/az — %2,

Integraler av formen f f(€") dx forenklas med anvindande av substitutionen

exzu(ex~dx:du=>dx:%)

Exempel:

fe_xdx:f du =1In(a +u) = In(a + &%)

e +a a+u

36




“Wingirdh” — 2020/2/25 — 20:19 — page 37 — #37

dx f du f du arctan # = arctane”
= = = u = e
e ( ) w+1

uln + —

Exempel:

xdx 5 2

3 3(u u
= [0 - du= (% - %)
SR g HT

Integraler av typen f f(Vax? + bx + ¢ dx) Overfores till typen f (Va2 + 4%) dx

genom komplettering av kvadraten.

Exempel:

f dx _f dx _ du
Va? +2x +5 JEx+1)2+4 i+ 4

=In(x+ 1+ Va2 +2x+5)

=In(u + V4 + u?)

Integration genom s6nderdelning (Delvisintegration, Partiell in-
tegration)

Denna metod bygger pé formeln for derivation av en produkt

du_ dv | du
dx  Cdx T Vdw

varur genom integration erhalles

ellerdif%dx=fd(uv) = uv
dv du
uv—fu%dx+fv%dx dwvs.
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dv du
fuadx—m)—fv%dx

Foljande exempel klargora metoden:

fx-sinxdx:fxmdxz—xcosx—f—cosx@dx

dx dx

= —xCOSx + fcosxdx = —x-COSx +Sinx

Hir motsvaras alltsi # av x och v av — cos «.

flnxdxzflnx-@dxzx-lnx—fxdlnxdx=x~lnx—fx~ldx
dx dx X

=xlnx- fdxlenx—x.

Exempel:

75. f x-lnxds

76. f - dx

77. f sin x cos xe*™* dx
78. f Va2 1 2 dx

79. f ¢ - sin bx dx

80. farctanxdx
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Ibland hinder det att metoden mdste upprepas, innan man kommer till en
integral, som slutligen kan beriknas, som féljande exempel visar:

2

5 x* d sin ax X sin ax dx®
x“-cosaxdx= | — dx = —sinax - —dx
a dx a a dx
2

X~ sin ax
—smﬂx—f 2xdx
a a

% 2x d cos ax
==+ | = dx
a a dx
2 2x 2cosax dx
= —sinax + — cosax — > - ——dx
a a a dx

2
x° . 2x 2N.

— SN ax + - COS ax — - SN ax.
a a a

Integration genom uppdelning i partialbrik

Denna metod anvindes vid integration av brik. Briket kan dirvid uppdelas i
partialbrik, vilka till nimnare ha var och en av de faktorer, vari det ursprung-
liga brikets nimnare kan uppdelas. Partialbrikens tiljare bestimmas genom
att braken goras liknimniga och den da erhillna tiljaren gores identisk med
detursprungliga brikets tiljare. Sedan partialbriken bestimts, integreras vart
och ett for sig.

Hir kunna tre olika fall intriffa:

1) Nimnarens nollstillen 4ro reella och olika. Partialbrikens nimnare ut-
gores av defaktorer, vari det ursprungliga brikets nimnare kan upplo-
sas. Tiljarna dro konstanter, 4, B, C o.s.v., vilka till en borjan 4dro obe-
kanta men som bestimmas som ovan sagts

Exempel:
f 32" — 10x + 4

- 4
P —dx+ 4"

Nimnaren har nollstillena +1, -2 och +2. Alltsi kan den skrivas

(x =D (x+2)(x—2).
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Vi sitta alltsa

3%° + 10x + 4 A B o

X3 —xr+4dx+4 T x-1 +x+2+x—2
_A(x2+4)+B(x2—3x+2)+C(x2+x—2)
- (x=1)(x+2)(x—2)

D3 det forsta och det sista av dessa brik iro identiska, iro koefficienterna for
samma dignitet av x i tiljarna i vinstra och hogra membrum lika.

3=4+B+C
-10=-3B+C
4=—44+28-2C

Hirur fis 4 = 1; B = 3; C = —1; varav foljer
f 357 = 10x+ 4 J _f dx +f3dx_f dx
P —dr+4 7T ) X1 x+2 x—2
=Iln(x-1) +3In(x +2) - In(x - 2)

(x=1)(x+2)>
x=2 ’

=In

2) Av nollstillena, som alla iro reella, 4ro nigra eller alla lika. Partialbra-
ken fis pa foljande sitt:

Py’ +Qx+R 4 B C
(x—a)(x—06)?% x—a x-b (x-0b)>2

Sedan forfares pd samma sitt.

Exempel:
f 3%* —3x -4
- ——dx
X% —4a? +5x -2
Nimnaren har nollstillen 2, 1 och 1. Hirav foljer att briket kan skrivas

A B C A(x-1)*+B(x-2)(x - 1) + C(x - 2)
x-2 T x-1 T o (x—2)(x - 1)
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Pi samma sitt som i fall 1) fis

3=4+8B A=2
-3=-24-3B+C ;= B=1
—4=A+2B-2C C=4

Hirav f6ljer att den s6kta integralen 4r

2dx dx 4dx 4
fx_2+ x_1+f(x_1)2:Zln(x—1)+1n(x—1)—m

~Inf(x = 2)2 (v — 1)] = ——.

x—1

3) Av nollstillena ir nigra eller alla komplexa

Px* +Qx+R A  Bx+C

(x—a)(x2+0%) x—a 2+ i?

Exempel:
3x% —3x -8 A Bx+C
f (x = 3)(x* +1) d = f(x—?) Tl )dx
dx 2x+3 3dx
") ox- 3+fx dx =In(x =3) f fx2+1
= In(x - 3) + In(a? +1)+3arctanx In[(x - )(x +1)] + 3arctan x.
Exempel:
2x + 34
81. fx3—2x2—11x+ i
Q2. Sx+ 12

- dx
x“+5x+6

16x 4x°
83. f —6x+8 o

84, j‘6x Sx 3
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85, f3x - 1047 +8x_1dx

3x° + Sx + 4
86f
(x +2)(x%+2)

X — 4x? ¥ 2x . . .
87. f “sive dx (Ledning: uppdela i heltalsdel och brakdel.)

Integraler av formen f % dx

Dessa kunna direkt beriknas. Om namhgen — = In f(x), sa 4r och alltsi

[ e
fmdx—y—lnf(x)

Exempel:
Zx _ 2
Imdx—ln(x bt 1)
ftanxdx = f _ dx = —Incosx.
cos x
Exempel:

88. f—x
V1 —x2 - arcsin x

dx
20. f sin x cos x
Integraler av formen f flx) - £ (x) dx

Dessa kunna dven direkt beriknas. Om y = (f (x))2 sddr deryx = 2f(x) - f(x)

och alltsa 2
[ £ty = L
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Exempel:

f arcsin x (arcsin x)*
dx =

V1 -x2 2

Blandade exempel:

Jx
91. f—dx
[ — 3
92. fex\/c’x +1dx

93. fo-lnxdx

9%, f dx
COSx

95. fe”-cosbxdx

96. fearcsinx dox
x-lnx
) V1 — %2

j‘x4+3x2+3x—1
x3 -1

97 dx

98. dx

3
X

100. f,/ﬂ dx
x+1

xdx
101.
Va+ bx
dx
102. f 4
V2ax — x%

103. fxz\ll—xzdx
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104. f Inx
X
105. farcsinxdx

cosx - sin® x

106. 1+ cos?x

107. f vt dx

2
108. f InG"+4) ;.

32

sin’ x

2
109. f X CoSx

Bestimda integraler

I de integraler, som forut beriknats, ingick alltid en godtycklig konstant (C).
Dirtor kallades dessa integraler f6r "obestimda integraler”. Om man en ging
har valt ett visst virde pi C, fir under rikningens lopp dndring i detta virde
¢j ske. Om integrationskonstanten ej utsittes vid integralens virde, kan det
hinda att man kommer till olika resultat om man vid berikningen anvinder
olika metoder. Dessa resultat skilja sig d4 fran varandra endast genom en kon-

stant term. Ett exempel hirpa dr f6ljande. f (v + 1)* dx kan beriknas pa tvd
sitt. Med substitutionen x + 1 = #, fis

3 3 3
2, (x+1) _X 2 1
fudx—?)— 3 —3+x+x+3.

Om man diremot utvecklar kvadraten fis
3

f(x2+2x+1)dx=%+x2+x.
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Om konstanten har bestimts, dr tydligen integralen funktion av endast

f F(x)dx = F(x) + C.

I detta uttryck kan man pa hoger sida tilldela x ett bestimt virde 4 och
alltsa skriva F(6) + C. Pd vinster sida 4r detta uteslutet, ty db, som ju anger en
forindring av 4, ir 0 om 4 ir konstant. Man anvinder dirfor ett annat sitt att
uttrycka samma sak, t.ex.

f " ) dx = Fb) + C.

For ett annat virde 4 pd x fis alltsd

[ " Fl) dx = F(a) + C.

Ur dessa bida ekvationer elimineras C
b a
f F(x) dx - f F(x) dx = F(b) - F(a).

b
Vinstra ledet skrives enklare f f(x) dx. Detta uttryck 4r en “bestimd inte-
a

gral” eller en “definit integral”. Den 4r oberoende av integrationskonstant
och ir lika med differensen mellan den obestimda integralens virde for den
ovre och undre grinsen.

Exempel: Berikna

2 4 3 2
4
j;(x3+4x2+5x+2)dx= (%+%+%+2x)1
16,48 54 1 4 5 271
T4 3 2 4 3 2 12

(Tecknet []] kallas ”substitutionstecken” och dess betydelse framgir av [F(x)]” =
F(b) - F(a))

Exempel:
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4 xdx

110. —

o a4

111. fexczx
0

112. f COS 72X - COS px dx

113. f =L dx
0 X
I arcsin x

CJo VT— a2

/2
115. f dx
o 1+cosx

1
116. f vt dy
0

114 dx

10 _
117. f arccos x5 dx
0 5

T[4 in 2
18, [
o l+cos‘x

119. f ¢ - sin bx dx (a > 0)
0

4
120. f L
2

x2 -1

3
121. f 2 Inxds

1

/4
122. f tan x dx
0

f e % dx. Denna integral kan beriknas pa f6ljande sitt. Om man kal-
0

lar densamma # och deriverar den med avseende pd 4 (som kan betraktas som
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en variabel) fis
du

A
Denna integral kan beriknas pi samma sitt som i ett foregiende problem
varvid erhélles

o0
= f e cosbxdx.
0

. (o]
—acosbx + bsin ax _M] _a
a% + b? o ar+br
du b
Alltsd ar — 7" 192 eller » = arctan —. Nigon integrationskonstant behévs

¢j hir endr « bhr = 0 samtidigt med & for vilket positivt virde som helst for a.
Om man liter 4 tendera mot 0 och & mot 1 fis

Sinx
fo X - 2

Ur definitionen pd bestimd integral foljer omedelbart

f ! P d+ f " Flx) dv = F(B) = F(a) + F(¢) - F(B) = F(¢) - F(a)
a b

och pa samma sitt

och , i
fd () dx = - fb F(x) d.

Derivering av en integral med avseende pa grinsen

Om man till 6vre grins viljer en variabel , sa 4r f f(x)dx = F(u) — F(a) en
funktion endast av » men icke av x. Enligt deﬁnltlonen pd integraler fas dd

d["f(x)dx  4F(u)
du T T du = fw).
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Derivatan av en bestimd integral med avseende pi Gvre grinsen ir alltsd =
integranden.
Om undre grinsen ir en variabel v fis

d [° F(x) dax
_;£Lé%7____ =.if(y)

Dessa bida formelr kunna dven skrivas

d f " F) dx = Flw)du
d [ () dx = f(o)do.
ff (%) dx = f(v)dv

Med hinsyn till betydelsen av differential kan den férsta av dessa formler skri-
vas

14+Auf(x) e uf(x) d = ”m”f(x) dx = f(u)Au
[ i [[rivan- |

om Ax ir ett litet tillskott. Hirur fis
a+Au

f F(x)dx = f(a) - Au
a+2Au

f F(x)dx = fla+ Au) - Du
a+QAu
a+3Au

f F(x)dx = f(a+20u) - A

+2Au

a+nlu
f F) dx = fla+ (n-1)Aw) - Au
a+(n—1)Aun
Om dessa ekvationer summeras, fis

fﬂﬂmuf(x) e Au[f(a) + fla+ Du) + fla+20u) + ...+ fla+ (n— 1)Au)]

Om man hir sitter 2 + 7 - Au = b och later » tendera mot co och samtidigt A«
mot 0, erhilles

b
f f(x)dx = Altitr_r)lo A%[f(d) +fla+Au)+ ..+ f(b- Au)]
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Den bestimda integralen kan alltsa uppfattas som “en summa av oindligt
ménga oindligt sma termer”.

Integraltecknet ( f ) dr ocksi ett stiliserat summatecken (Z)

Berikning av vissa ytors storlek (kvadratur)

Ritvinkliga koordinater

Antag att den yta, som begrinsas av kurvan y = f(x), tvd ordinator samt x-
axeln mellan dessa, d.v.s. mellan 2 och 4, skall beriknas. Denna yta betecknas
med 4. En liten del av denna, ett "ytelement”, som begrinsas av tvd nirbelig-
na ordinator, diremellan liggande del av x-axeln, samt tillhérande kurvdel,
kallas AA4. Ar Awx tillricklige litet, kan A4 betraktas som ett parallelltrapets
med héjden Ax. Dess yta blir alltsd A4 = y - Ax; om y dr lingden av den ordi-
nata, som ligger mitt emellan de bida angrinsande ordinatorna.

)
y=f(x)

0 a X x+ Ax b
fig. 6

om Ax och alltsd ocksi A4 tendera mot 0, kan 4 uppdelas i en oindlig
mingd odndligt sma ytelement av formen A4 = y - Ax. Summan av dessa

b
kommer att utgéra integralen f ydx.
a
Enligt forsta exemplet ir alltsd den yta, som begrinsas av kurvan y = »° +

. ., 271
4x% + 5x + 2, ordinatorna x = 2 och x = 1 samt x-axeln, alltsi = S0
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T
. T
f sinxdx = —[cosx]O = —cos7+cos0 = 2.
0

Obs! Man far ¢j integrera 6ver ett nollstille dir funktionen byter tecken, ty
den yta, som ligger under x-axeln riknas negativ, varfér man ej erhiller sum-
man av ytorna 4 + B utan 4 — B (se fig. 7)

)

fig. 7
Exempel hirpa ir f6ljande:
f 2rsinxdx = —[cosx]iﬂ = —cos27 + cos0 = 0.
0

Ritta virdet pa utan ir naturligtvis 4.

Exempel:

123. Frinen punkt pd parabeln y* = 44x dro normalerna dragna mot x- och
y-axeln. Hur delas den dé bildade rektangeln av parabeln?

124. Samma friga betriffande den ”semikubiska parabeln” py* = «°.

2 2

125. So6k ytan av ellipsen % + L o1

b2

126. Sok ytan mellan x-axeln och den del av kurvan yx* = 1, som ligger till
héger om x = 1.
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Om den sokta utan begrinsas av flera kurvor, uppdelas den i delar, varedera
begrinsad av endast en kurva samt ordinator och x-axel.

Exempel: S6k den yta, som begrinsas av kurvorna y = sinx och y = cosx
Sw

mellan x = % ochx = T (Rita figur.) Kallas ytan for 4 fas

A T 72 . .
— :f s1nxdx—f cosxdx:—cosn'+cos7—r—(slnz—slnz) = 2.
2 _” - 4 2 4

Allts ir 4 = 22.

127. Sok den yta, som begrinsas av parabeln y* = ax och cirkeln y* = 24x -

2
X .

Nagra fysikaliska tillimpningar

a. Sok den kraft, varmed en ling, lineir elektrisk strom (7) paverkar en magnet-
pol av styrkan m pa avstindet « frin strommen.

m
o

fig. 8

Enligt Biot-Savarts lag paverkar stromelementet Ax magnetpolen med kraf-
mIAx - sin a
ten AK = 2222 S02
r

hirav

(se fig. 8). Efter limesoverging och integration erhilles

®sinadx °° dx
K = m]f = m]df _.
e T2 o (V2 + 22)3
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L .. . a
Sitt hir x = 2 - tan ». Hirur erhilles dx = Wd” och
u

/2 2ml
K == m[ﬂf Cozu du=""2
-zj2 4 a

Kraften ir alltsi omvint proportionell mot avstindet mellan polen och strém-
men.

b. Sok liget av tyngdpunkten hos en homogen rit cirkulir kon.
Om tyngdpunkten ligger pa hojden pd avstindet 4 frin spetsen, sa 4r konens

B, -
. . 3 . o . .
titheten). Detta moment kan 4ven beriknas pé féljande sitt:

vridningsmoment kring spetsen -a (B, = basytan; b = héjden; d =

fig. 9

Momentet av en mycket tunn skiva med tjocklek Ax och pd avstindet x
fran spetsen dr AM = B - Ax - d - x. Hela momentet fis genom integration:

h B,d bd
= 5 . :—0 3 :—0
M—fOdedx hzj:)xdx 7

\.1e 3h
varav foljer att 4 = T

c. Berdkna potentialen i en punkt pd avstindet » frin en magnetpol 7. Enligt
definitionen ir potentialen i en punkt det arbete, som erfordras for att féra
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en enhetspol frin oindligheten till punkten. Arbetet lings vigelementet Ar
pd avstindet 7 frin punkten ir

m
A ="pr o d-= f Zdr=".
r
Potentialen avtager alltsi omvint mot avstandet.

d. Berikna effektiva stromstyrkan i en induktionsfri ledare hos en vixelstrom,

¢. T ir alltas tiden for en hel svingning, en period.

fig. 10

Under den korta tiden Az, under vilken 7 kan anses vara i det nirmaste kon-
stant, ir den utvecklade energimingden AW (enligt formeln W = RI*7)

22
AW = RIy sin® -t - Ar.

Efter limes6verging och integration erhalles

T/2 2
W= f R sin® 22t ds.
. T

53
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For berikning av denna integral anvindes samma metod som i ex. 73

4m
T/2 1-cos—t RIZ rT/2 4
we [ R B [ (1 cos T
0 0

2 2 T
RIG; T . 4r (T2 Ry T
:—[t——m—] == 5
2 ar T ' 2 2

D4 detta ir den under tiden 5 utvecklade energin, blir alltsa vixelstrommens
RI;
effekt TO Om en likstrom med styrkan 7 har samma effeke, fis alltsi RI* =

iy

. . .. 1
— > varur erhilles den “effektiva stromstyrkan” I =

20
2
d. Berikna den elektricitetsmingd, som under tiden 5 passerar ett tvirsnitt

av en vixelstromsledning, genom vilken ovannimnda strém flyter.
Enligt formeln Q = 7 - ¢ (Q = elektricitetsmingd) fis

.2 e 2
AQ =IysinZtAr eller Q= f I sin 2= ¢ dt
T 0 T
vilket ger
T 27 1712 T 2r T T T
Q— _IOE COS T[:I() __IOE COST'z'I—[O% COSO—]O;.

T
Eletricitetsmingden under en halv period ir alltsi ;—W

f. Hur stor skulle hastigheten vara hos en kula, som skulle réra sig ritlinige ut
i rymden, vinkelritt mot jordytan, utan att dterkomma? Hinsyn tages ¢j till
luftmotstindet.

Kroppen skulle ha samma utgingsenergi som den slutenergi, den skulle
fa vid fall frin oindligheten. Om jordradien ir », kroppens tyngd vid jordytan

= p och jordens attraktionskraft = £ pd avstindet x frin jordens medelpunkt,
2 2

k7 pr
fﬁsZ;:?;k:?.

S4
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2
Energitilskottet under forflyttningen Ax ir allesa = PLZ - Ax och totala
X

energin blir

2
< pr mv*
= —de:—
2 X 2

Hir betyder v sluthastigheten.

Siledes blir v = \/2¢7 = 11200 m/s. Flykthastigheten frin jorden ir alltsd ca
11 kilometer per sekund.

Polarkoordinater

Sok den yta, som begrinsas av tvi radier och mellanliggande bige.

Tag O till medelpunkt f6r en cirkel med 7 till radie. Den del, som ligger
mellan de bida radierna » och » + Ar ir » - Av, och kan betraktas som en rit
linje, om Av ir liten. Ytelementet A4 blir alltsi summan av en cirkelsektor
och en ritvinklig triangel.

fig. 11

2

r“Av  Ar-rAv
AA = > + >
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efter division och limeséverging fis (endr liAm Ar =0)

dA_rz

dv 2

Exempel: S5k den yta som inneslutes inom ”lemniskatan” * = 4% cos 2o.

T4 2 2r1 72
A= 2 cos2vdo = d—[— sinZU]
—7 /4 212 -7[2
-5 —sin 2] - L
4 2 2 2

Hela ytan ir alltsa 2.

fig. 11 Lemniskatan

128. Sok “cardioidens” yta. Cardioidens ekvation 4r » = 24(1 + cos v), varur
dess utseende litt erhilles.
129. Sok hela ytan inom kurvorna
a) r=asino,
b) » =2acosw.

fig. 13 Cardioiden
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130. Sok ytan av sektorn mellan radierna , och 7 hos “Archimedes spiral”
r=a-v.

131. Samma uppgift betriffande "logaritmiska spiralen” » = ¢*.

Berikning av vissa kurvbagars lingd (rektifikation)

Ritvinkliga koordinater

Antag att lingden av bigen av kurvan y = f(x) mellan de punkter, vilkas
abskissor dro  och & ir s. En liten del av denna (ett “bigelement”) As, lig-
gande mellan x och x + Ax, kan betraktas som en rit linje. Ur den ritvinkliga
triangeln erhilles da

2 —2
As =Ax + Ay

a X x+Ax b

fig. 14

eller efter limesoverging och kvadratrotsutdragning
_— . dy\2
ds = \/Ayz +Ay2 = ‘ll + (d_f/c) .
b d}, 2 b
. | ay B >
Alltsas—j; 1+(dx) dxeller.v—j; 1+y2dx.
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fig. 14 Asterioden

Exempel: Berikna baglingden hos "asteroiden” x*/® + y*/3 = 223,
Av ekvationen framgir utseendet av kurvan. Dess skirningspunkter med
axlarna ligga pd avstandet +4 frin origo. Lingden av bigen i f6rsta kvadranten

ir allts3d >
5= f 1+y?dx
0

' beriknas ur asteroidens ekvation pd foljande sitt (implicit derivering)

1/3
2 1B —1/3 20, , }’/

) 213

:—f\/Td_fm”' dx

Hir ir tiljaren = 4'/* enligt kurvans ekvation. Alltsi

Hela lingden av kurvan ir alltsd 64.
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132. Berikna lingden av kurvan y = Insin x mellan x = %r ochx = ZT”
x(x - 3a)?

133. Berikna lingden av "6glan” i kurvan y = 52

2 2
bl LE mellan de punkter, vilkas

134. Berikna lingden av kurvan y = 5

abskissor 4ro 1 och e.

—x/a

135. Berikna lingden av “kedjelinjen” y = el 4 e ) (den kurva, en

i sina indpunkter upphingd homogen, tung kedja bildar) mellan de

punketer, vilkas abskissor 4ro 0 och a.

. . . _ X[ 2 3/2 b o .
136. For vilken kurva ir s = 3 (x + 4) , riknat frin origo?

137. Om ¢ ir evolutans baglingd och ¢ ir evolventens krokningsradie, si r
(@) = ()

Polarkoordinater

Om ekvationen f6r den kurva, som skall rektifieras, dr given i polarkoodina-
ter, kan baglingden beriknas pa foljande sitt:

fig. 16

Antag att baglingden, som skall beriknas, ir s mellan punkterna (1, v;) och
(73, v,). Ett bagelement As ligger mellan radierna » och » + Ar, mellan vilka
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vinkeln dr Av. Ur den ritvinkliga triangeln fis ekvationen
—2 o, —2 -2
As =r"-Av +Ar

eller efter limesoverging, rotutdragning och utbrytning

dr
= 2 _
ds 7 +(dv

5= fﬂz ‘,;’2 + (%)2 dv

Exempel: Berikna biglingden mellan punkterna (r, »;) och (», v,) av den

)Zdv varur erhilles

logaritmiska spiralen r = ¢*

f”z av V1 + 4 av]®
e dv= [6]

Uy
5= f Ve + 2824 dy = V1 + 42
U 1 1

_ \/1+¢z2(€au2 _eﬂvl) _ ‘/1+42(r2—71).

a a

138. Berikna baglingden hos cardioiden » = 24(1 + cos v).

139. Samma uppgift betriffande kurvan » = 2z cos v.

Berikning av vissa volymer (Kubatur)

Den kropp, vars volym skall berdknas medelst integration, placeras i ett ko-
ordinatsystem (se fig. 17). Pa avstandet x frin origo ligges ett snitt vinkelrite
mot x-axeln. Snittytan 4r B, och volymen till vinster om detta snitt ir . Om
x far ett tillskott Ax, fi B, och V tillskotten AB, och AV. Kroppen kan anses
besta av en oindlig mingd oindligt sma volymelement (odndligt tunna ski-
vor med de plana ytorna vinkelrita mot x-axeln), vilkas volymer kunna skri-
vas B, - Ax, under forutsittning att Ax, AB, och AV iro sma storheter. Enligt
definitionen pa bestimd integral fis di

b
sz B dx.
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Forutsittningen for att 7 skall kunna beriknas ir alltsd, att B, dr en integrer-
bar funktion av x.

Exempel: Berikna pyramidens volym. Ligg spetsen i origo och basen vinkel-

2
ritt mot x-axeln. Om basen kallas B och héjden b, fas B, _ % Alltsd

B
b Bx? Bh
V_fo s

Vid rotationskroppar ir snittytan en cirkel. Roterar ytan kring x-axeln, ir

b
den alltsd 7y* och kring y-axeln zx*. Volymen blir alltsd V7 = f my* dx och

b
f 7x? dy.

fig. 17
xz 2

Berikna den volym, som ellipsen = + }b’_z = 1 genererar vid rotation kring x-,
a

resp. y-axeln.

2.2

a) V:j;”ﬂ(bz_%)dx: [”bz(x_;%)}:: Zﬁgbz
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Ur dessa bida formler erhilles sfirens volym

140.

141.

142.

143.

144.

145.

146.
147.
148.

149.

62

4rp?

3~ som et sepcialfall.

Fran en godtycklig punkt P pi parabeln y2 = 4ax fillas perpendiklar
P4 och PB mot x- och y-axlarna. Hela figuren roterar kring x-axeln.
Hur delar paraboloiden den av P4 och PB genererade cylindern?

3
Samma friga betriffande den semikubiska parabeln y* = x;‘

Asterioden */ + y*/* = 2** samt den kvadrat, som bildas av de 4 lin-
jerna +x + y = a rotera bada kring x-axeln. Berikna volymen av den
kropp, som ligger mellan de bida rotationsytorna.

Konstruera kurvan 4y* + 24> - x> = 0, samt berikna den volym, som
genereras vid dess rotation kring x-axeln mellan dess skirningspunkt
med axeln och x = 4.

I indpunkterna av en cirkelkvadrants begrinsningsradier 4ro tangen-
terna dragna. Den mellan tangenterna och kurvan liggande figuren ro-
terar kring en av tangenterna.Sok den dérvid uppkomna volymen.

Berikna den volym, som alstras dd kurvan y* = (1 - «%)* roterar kring
x-axeln.

Samma uppgift betriffande glan hos kurvan y* = x(2 - x)*.

Samma uppgift betriffande y = sinx mellan x = 0 och x = 7.

Samma uppgift betriffande dglan hos kurvan (x* + y%) (x + 24)* = 4*.
Frin en punkt P pa en parabels axel dragas de bida normalerna P4 och
PB till parabeln. Var skall P tagas, for att vid figurens rotation kring x-
axeln de av parabelytan 40B (O = origo) och av ytan 4PB genererade
volymerna ma bli lika stora?
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Berikning av vissa rotationsytors storlek

fig. 18

Om en del av en kurva roterar kring en i samma plan liggande axel, kommer
kurvan att vid denna rotation generera en rotationsyta. Antag, att den mellan
abskissorna 2 och b liggande delen av kurvan y = f(x) roterar kring x-axeln.
Ettlingdelement As, vars projektion pa x-axeln 4r Ax, kommer dérvid att alst-
ra en stympad konisk yta, om As dr tillrickligt litet, sd att det kan anses vara
en rit linje. Denna mantelyta AM ir = 27y - As, dir y betecknar den ordina-
ta, som svarar til mittpunkten pd Ax. Hirur erhalles efter limes6vergang och

dy\2
szZ?fyds eller, dd dj:‘“-'—(d_f’c) dx
b dv\2
M:f 27ry‘[1+(d—f;) dx.

Exempel: Berikna en sfirisk zons yta. Hir dr x* + y* = och alltsi = = -

dx
b / 2.2 b
sz 2zy x;;y dx:Zn'f rdx =2nr(b—a)

eller, dd & — 4 4r zonens hojd »

integrering

varav

M = 2zrb.

150. Berikna den yta, som genereras vid asteroidens rotation kring x-axeln.

63




“Wingirdh” — 2020/2/25 — 20:19 — page 64 — #64

151. Beriknaden yta, som genereras av sinuskurvan mellan 0 och 7 vid dess
rotation kring x-axeln.

152. Berikna ytan hos den rotationsellipsoid, som erhilles, di en ellips ro-
terar kring sin storaxel.

153. Beriknadenyta (katenoiden), som genereras av kedjelinjen y = g (e"/ “+

Pl “) mellan y-axeln och en godtycklig ordinata vid rotation kring x-
axeln.

154. Berikna den yta, som genereras vid rotation kring x-axeln av kurvan
y =¢" mellan x = —ccoch x = 0.

Sammanfattning

b

A= f f(x)dx Ritvinkliga koordinater
avz Vz

A= f ?dv Polira koordinater

b
5= f 1+y?dx Ritvinkliga koordinater

5= f ; ‘[rz + (%) dv  Polira koordinater

b b
v:fodx V:ﬂf ¥ dx

b
M=27z'f wl+y?dx.
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Differentialekvationer

En ekvation, som innehiller variabler och deras differentialer, kallas differen-
tialekvation. Den derivata, som har hdgsta numret, anger differentialekvatio-
nens ordning, vilken ir lika med detta nummer. Hogsta derivatans gradtal
anger ekvationens gradtal.

. . dy dy\2 . . . .
Silunda ir Ta 3(%) + Sx = 0 en differentialekvation av 2:a ordning-
en och 1:sta graden. Att I6sa eller integrera en differentialekvation betyder
att soka den funktion, ur vilken genom derivering och hyfsning den givna

difterentialekvationen uppkommer.
.. dy
Exempel: Ldos Tt 3x—4=0.
Hirur fis d—i = 4 - 3x, varur genom integration omedelbart erhilles y = 4x —
2
3 +C.

Alla differentialekvationer kunna ej 16sas. Vi inskrinka oss hir till att an-
fora nigra exempel pa de enklaste typerna, vilka kunna integreras.

A. Separabla differentialekvationer

Hirmed menas ekvationer, som kunna skrivas i formen f£(x) dx+g(y dy = 0),
d.v.s. dir variablerna kunna skiljas, sd att dx multipliceras med ett uttryck,
innehallande x men €] y, och dy tvirtom.

Loésningen erhalles genom direkt integration.

[reyas+ [edr=-c

dir C ir integrationskonstanten.
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Exempel: x* dx — y* dy = 0. Hirur fis omedelbart

3 3

X Yy

? ? = eller
x3—y3=3C=C1.

Detta problem kan i ord formuleras silunda: S6k ekvationen for de kurvor,

dir vinkelkoefficienten fér tangenten i en godtycklig punkt ir lika med f6r-

hallandet mellan kvadraterna pé tangeringspunktens abskissa och ordinata,
d}/ _ x2

d.V.S. % = ?

dx . dy
I+x 14y

In(1 + x) + In(1 + y) = konst.

Hir dr det limpligt att ge den godtyckliga konstanten formen In C, varvid
erhilles

In(1+x)+In(1+y) =InC eller
(I+x)(1+y) =C.

For vilken kurva 4r ytan mellan kurvan, abskiss.axeln mellan origo och punk-

ten (x, 0) samt ordinatan genom punkten (x, y) lika med %xy?

Omedelbart erhélles f ydx = %xy varur genom derivering med avseen-
0

de pa x erhilles
2 dy
=5 +2)
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Hir kunna variablerna separeras.

ydx—2xdy=0 eller
de 4
X )

Inx-2lny=InC

=0

Inx=2lny+InC
x:C'y2

d.v.s. kurvan dr en parabel.

xydy+2x2dx+ydy =0

y(x+ 1)dy+2x2dx=0
2

2x
)’d}/+x+1
fydy+2f x—1+— dx=C

%+2(%—x+ln(x+l)) C

¥ +2x% —dx+ 4ln(x + 1) =2C = C,

dx =0

En kropp med tyngden p faller utan begynnelsehastighet i ett medium, dir
motstindet dr proportionellt mot hastigheten ( = ‘%) Berikna hastigheten
efter ¢ sekunder.
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Enligt kraftekvationen fas

_pv_pdy
ko gdt
dv ¢
fk—v_zfdt
-ln(k—u)z%tw.

Hir kan nu C bestimmas pa foljande sitt. Under forutsittning att o = 0 d
t=0fisC=-Ink

—ln(k—u):‘%t—an
gt ke
p =In—g
k-v  _g,
k =€
vzk(l—e_%).

Om motstindet i stillet ir proportionellt mot kvadraten pa hastigheten ( =
2

v o . . ; .
];6—2), kan pa samma sitt visas att hastigheten efter # sekunder ir
2t
ek —1
b=k o
ek +1

155. (yz + xyz) dx + (& —yxz) dy =0.

156. Om genom en godtycklig punkt 4 pi en kurva drages en linje paral-
lellt med x-axeln, sd att den triffar y-axeln i punkten B, och tangenten
i punkten 4 ir vinkelrit mot den linje, som férbinder B med 4:s ordi-
natas fotpunke, vilken ekvation har kurvan?

157. (v — y*)dx + 2xydy = 0. (Ledning: Ekvationen kan géras separabel
genom inférande av subst. y* = # och division med x*).

68




“Wingirdh” — 2020/2/25 — 20:19 — page 69 — #69

158. (x +)’)2% = 4*. (Ledning: Sittx + y = u).

159. En kropp r6r sig med begynnelsehastigheten 7 under inverkan av ett
motstind, som ir proportionellt mot hastigheten. S6k den under ti-

den ¢ tillryggalagda vigen.

160. Samma problem som ovan, men motstindet proportionellt mot kvadra-
ten pa hastigheten.

En kropp faller utan begynnelsehastighet mot jordytan frin en punkt pa av-
stindet » frin jordens centrum. S6k den hastighet, varmed den rikar jord-
ytan. Accelerationen 4r omvint proportionell mot kvadraten pd avstindet
till jordens medelpunkt.

Antag, att kroppen under tiden Az gar vigen As och dirvid fir en 6kning
i hastighet pi AV. Under den korta tid, det hir giller, antages hastigheten

AV . AV
konstant= V7 + - Hirur fis As = (V + T)At; dvs.

Enligt definitionen pd accelerationen fis

AV
hmM— —hmM—d_VVV
Ao Az 4T AR As Tds
Mena = L Alltsa fis
(h—1s)?
k av ds
(h—3)? ‘Z'Vﬁkf(b—;)z ‘deV
V* k
7:17—.V+C;
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Fors=04rV = 0vilket geratt C = —% och alltsd

Vid jordytan irs = b —roch g = }é d.vs. k = gr*. Hirav fis

2 27 (h = r)

7
= =V =\2¢-(h-7).

b

Anm. Om b = a + 9, dir § dr mycket litet i jimforelse med 7 fas

V= Zgr(l—g):@

d.v.s. den vanliga formeln f6r sluthastigheten.

B. Homogena differentialekvationer

Hirmed menas differentialekvationer innehallande tvé variabler x och y, var-
vid exponentsumman for dessa dr konstant i alla termer. Vid integration av
dessa ekvationer infér man en ny variabel v, som ir = férhillandet mellan de
bida ursprungliga variablerna, d.v.s. v = i/—c eller y = v - x, varur genom diffe-
rentiering erhilles dy = vdx + xdv. Sittas ovanstiende virden pa y och dy in i
den givna ekvationen, blir denna separabel och kan dirfor integreras.

Exempel: y dx = (y — ax) dy
Hirur erhilles medelst ovanstiende substitution

vxdx = (vx — ax)(vdx + x dv)

vxdx = v*x dx + vx* dv — axv dx — ax* dv

(vx — v*x + axv) dx = (vx* — ax?) dv

dx _ (v—a)do

x  v—=0v'+av

70




“Wingirdh” — 2020/2/25 — 20:19 — page 71 — #71

Efter hogra membrums uppdelning i partialbrik med nimnarna v och (v —

a-1)fis
dx —adv dv

x  v(a+l) (a+D)(v-a-1)

Hirur fas genom integrering

Inx = %1mv—ﬁ%ln(v—a—l)+ln€
eller

Inx+ a_wlLl n[v*(v—a-1)]=InC

)

X

a+1

v (v - a— 1) = C** eller efter insittning av o = = y* - (y — ac - x) = C.

(yz —x%) dx = 2xy dy.

Sitto ="~
x
(*x* = x%)dx = 2x*v(v dx + x dv)
—(v* + 1) dx = 2xvdv
dx  2vdv _
x 2241
Inx+In(*+1) =InC
2
) _
X - (F + 1) =C
yz +x2=Cx=0.
Exempel:

161. (y-x)dy+ydx=0.

162. (x+y)dx+(y—x)dy=0.
163. (2x° = 59°) dx +3xy* dy = 0.
164. xdy—ydx = dx x> + 2.
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165. For vilka kurvor dr summan av abskissan och radius vector frin origo
lika med subtangenten? (Ledning: Problemet leder till féljade diffe-

d
rentialekvation. yd—z =x+reller ydx = (x + Jx* + y?) dy.)

d
166. xy+)* +4 2L <0,

d
167. y2 -+ nyd—f; =0.

168. Frin punkten P pi en kurva drages ordinatan P4 och linjen PO till
origo. Fran A filles en perpendikel mot PO. Denna triffar y-axeln i B.
Linjen BP slutligen ir tangent till kurvan i P. S6k kurvans ekvation.

169. Forbinder man en punkt P pi en kurva med origo O, si ir bisektrisen
till den vinkel, som OP bildar med P:s ordinata tangent till kurvan i P.
S6k kurvans ekvation.

C. Lineira differentialekvationer av f6rsta ordningen

Hirmed forstas ekvationer av typen d—i +y- f(x) + g(x) = 0, ddr f(x) och
¢(x) dro funktioner av enbart variabeln x eller konstanter. Dessa ekvationer
kunna integreras, dirigenom att man inf6r substitutionen y = #- v, dir « och

v dro tva variabler, vilka sedan tilldelas limpliga virden. Ur y = « - v fis

dy dv  du

= U5 UV—5—.
dx dx dx
e R " dy .. . .
Efter insittning av virdena for y och P kan forsta ekvationen skrivas
X

u% + v(% + uf(x)) +g(x) =0.
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Da nu den ena variabeln, t.ex. #, kan viljas godtyckligt (om # 4r bestimd, ir
dven v bestimd, ty deras produkt dr = ), tilldelas den ett sidant virde, att
koefhicienten for v blir 0. Ekvationen sonderfaller alltsa i tva:

du
v ufx) =0
dv
wiot g(x)=0
Hur behandlingen av dessa bada fortsitter, framgar av féljande exempel:
dy 2y 3 _
2w -0

Substitutionen y = uv ger

dv du 2w

— —_— _— 3:
L i (x+1)>=0 eller

dv du 2u 3
s AR )
vilken sénderfaller i de tvi ekvationerna
du 2u
w10
dl) 3
o (x+1)°=0.

Ur den forsta av dessa erhélles # = C(x + 1)* (ekvationen ir separabel), vilket
virde pi « insittes i den andra ekvationen, som d efter division med (x + 1)*
kan skrivas

dv
C%—(x-kl)—o.

Aven denna ekvation ir separabel. Ur densamma fas

(x+1)%
Co-T22 =G
samt, efter insittning av virdena pd v och #,
1 2
y=(x+ l)z[g + G

Exempel:

73




“Wingirdh” — 2020/2/25 — 20:19 — page 74 — #74

170.

171.

172.

173.

. o 4 )
Integrera pd samma sitt e
o - 2\ Ay
Integrera pa samma sitt (1 - x )% +x-y=a.
(Ledning: Ekv. leder bl.a. till f6l;. integral f m) Denna loses

genom substitutionen x = sin z.)

I 4 i
ntegrera — + y - COSx = SIN x COS x.
grera — +y

dy 3
Integrera e +2x-y=2x".

De béda sista ekvationerna utgora specialfall av den generellare ekvationen

174.

175.

176.

74

dy 'y )
PR f(x) = f(x) - f (x)
Visa, att integralen till denna ekvation ir

yzC-c‘_f(x)+f(x)—1

Om i en godtycklig punkt pi en kurva tangenten utdrages, tills den
rikar y-axeln, sd ir storleken av den yta, som begrinsas av tangenten, y-
axeln, x-axeln och punktens ordinata, konstant. S6k kurvans ekvation.

Om en vixelspinning med amplituden 7 och frekvensen » patryckes
en spole med motstindet R och sjilvinduktionskoefticienten L, upp-
starispolen en elektrisk strém av styrkan 7. Mellan dess storheter rader

sambandet
dl

E .
Los dennadifferentialekvation, d.v.s. hirled ?Ohms lag for vixelstrom”,

Vy-sinwt =RI+L-

vilken har féljande formulering:

Vs
I=—2_-sin(wr—¢), dir tang= ol

VR + (oL)? R’
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D. Differentialekvationer av andra ordningen

Om i en dylik ekvation av de enklaste typerna en av variablerna x eller y sak-

nas, kan ekvationen integreras genom att substltutlonen d_y = p infores.
X

dp
=

Hirigenom kommer ordningen att sinkas, enar — bhr =

2

Exempel: d_y =a-y.

Sitt d— =P 3 d y Z‘D Di fis Z—P = ay, men —— d _dp dy dp p Allesd fas

dx dy “dx
dp
d—},']’—ﬂ}’
fpdp=ﬂfydy
P» @ C
22 "2

Eftersom hir tva integrationer 4ga rum, kommer 16sningen till en differenti-
alekvation av andra ordningen att innehalla tvi godtyckliga konstanter.

Exempel:

177. - j—i{ N (‘Z—fc)2 - 0.

dy dy
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En kropp r6r sig frin 4 utmed 4B med hastigheten V. En annan kropp utgar
samtidigt frin O och ror sig i riktning mot den forsta kroppen med hastighe-
ten 2V Pi vilken kurva ror den sig och nir och var rikas de?

B
(a,2)
(x,7)
0] A
fig. 19
dy
y—z= %(x—a)
dy B Deri
%(d —x)=2—). erivera.
dy dzy dz dy
TR il e
dz dz)/
G

Vidare 4r As = 2Az (enir hastigheterna forhalla sig som 2 : 1). Alltsd 4r % =
@. Vi fir siledes

2dx

dyy2 Ly .ody
1+(—x) —Z(a—x)ﬁ; Satt%—p

v1+p? =2(a—x)%.
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Denna ekvation ir separabel. Nir hinsyn tages till utgingsbetingelserna x =
y =y =0 samtidigt, erhilles kurvans ekvation:

.. o 2 . 2
varur for x = 4 erhilles y = ?ﬂ och tiden = 3—;.

Hirled kedjelinjens ("katenarians”) ekvation. (se ex. 135)

V+dv
A
[}
I
I
|
I
-*»H+dH
A.f A)’
pAs
v
14
fig. 20
p = titheten.
Enligt lagarna for jamvike fis
H=H+dH

V+p-ds=V+dV
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vilket ger

dH =0
av = p-ds

ds = \/l + (%)Z~dx.

Om ds elimineras ur de bida sista ekvationerna fis

Men vi har ocks3 att

v dy )2 dy vV
E =p 1+ (%) men % = H.
d 42
vilket ger V' = H - d—i varur fis i—: =H- d—x}z} Om detta virde sittes lika med

det f6rra virdet pi Z—Z, erhilles

d*y dyy?2
H- 25 =m1+ ()
Hirmed har man kommit fram till den differentialekvation av 2:dra ordning-

dy dzy dp
I =poch —= ==

dx®  dx’
H-d—p=ﬁ‘/1+p2.
dx
Denna ekvation 4r separabel.
dp __ p
7 =5 fdx.
x= %ln(p+,/1+p2)+C.

Vilj Csiatt p = 0forx =0,dv.s C = 0.
Vi har nu ekvationen

en, som nu skall 16sas. Fordenskull sitter man

7 =p+41+p%
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Vi flyttar 6ver p och kvadrerar denna ekvation
2p% 2 £ 2
eH +p°=2p-eH =1+p

Lés ut p.

vilket ger

Vilj €, siatt y = — for x = Ovilket ger C; = 0. Sitt vidare ‘%[ = 4. Den sokta

ekvationen dr da
a X|a —X/a
y= z(e'/ +e! )
Problemet behandlades forst av Galilei, som trodde att kurvan var en parabel.
Ritta 16sningen fanns av Jacob Bernoulli ar 1691.

Nagra fysikaliska och kemiska tillimpningar

179. Till ett belysningsnit med den konstanta spinningen ¥ anslutes en
spole med motstander R och sjilvinduktionskoefficienten L. S6k sam-
bandet mellan stromstyrkan och tiden.

180. Till en kondensator med kapaciteten C och uppladdad till spinningen
V, anslutes en spole med sjilvinduktionskoefficienten L och férsum-
bart motstand. S6k sambandet mellan kondensatorspinningen och ti-
den.

181. Samma uppgift som i foregiende problem, men motstindet ir ¢j for-

sumbart. Y

Foljande differentialekvation erhélles: V" = R -1 + LE’ Hiir insittes 7 =
W arvid erhs v _, &V &Pvodv v

_CE’ varvid erhilles V" = _RCE _LCF ellerLF +RE te = 0.
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. . - - R
Denna ekvation satisfieras av V' = V™ coswe. Hir dr 8 = 3T och

1 R . . . . . .
©»=\1e " iz Hirur erhalles villkoret for att en ddimpad svingning

skall uppstd: o skall vara reeell, d.v.s. R < 2\/% .

182. Samma uppgift, men motstindet ir induktionsfritt (L = 0).

183. En spole med sjilvinduktionskoeflicienten L och motstindet R kort-
slutes, samtidigt med att strémstyrkan i densamma ér 7. Sok samban-
det mellan stromstyrkan och tiden.

184. Enstralning av nigot slag triffar en platta, varvid en del av densamma
absorberas. Den absorberade intensiteten 4r proportionell mot den in-
fallande samt mot plattans tjocklek, om denna 4r odndligt liten. Sok
sambandet mellan den genomgingna och den pafallande intensiteten
(Zy), om plattans tjocklek 4r x.

Vid sockerinvertering giller, att den under en viss liten tid inverterade soc-
kermingden ir proportionell mot tiden och mot den kvarvarande mingden
oférindrat socker. Om alltsd den ursprungliga mingden ir 4 och efter tiden
+ mingden x har inverterats, fas ekvationen

dx = k(a— x)dt.
Efter integration kan x (eller ) 16sas.

185. Av 65.45 grorsocker C,H,, Oy, 16staien liter vatten, forsatt med na-
gotsaltsyra, hade efter 30 minuter 5.75 g inverterats. Hur mycket ofor-
andrat socker dr kvar efter 90 minuter?

Om tvi dmnen reagera med varandra, ir enligt massverkningslagen den un-
der en viss liten tid bildade reaktionsproduktens koncentration proportio-
nell mot produkten av de kvarvarande mingderna av de ursprungliga imne-
na samt mot tiden, dx = k(a—x)(b - x)dt. Hir kunna naturligtvis 2 och 4 vara

lika.

80




“Wingirdh” — 2020/2/25 — 20:19 — page 81 — #81

186. En l6sning, som pa 1 liter innehdll 0,0301 mol acetylacetat och lika
manga moler natriumhydroxid innehdll efter 6 minuter 0,0127 mol
natriumhydroxid. Hur mycket osonderdelad ester finnes efter ytterli-
gare 6 minuter?

187. T en liter i avseende pa racemdibrombirnstenssyrat natron 0, 04504-
molar och i avseende pa NaOh 0, 02252-molar 16sning bildas pa 12 mi-
nuter 0, 01394 mol NaBr och lika manga moler mono-oxisyrat natron.
Berokna reaktionshastighetskonstanten (k).

Blandade exempel:
188. Integrera % + a% +bx = 0.
189. Integrera 3% - 7% -6y =0.
190. Integrera (%)2 - 2x- % +2y = 0. (Ledning: sitt % =p..)
191. Integrera % taa2 ) = 41—x2)'

d
192. Integrera xd—i =/x% + 2

d
193. Integrera3y —7x+7 = 3x— 7y — 3)d—1. (Ledning: sitt x = £ + 2 och
9 = 5+ b, och vilj a och & 54, att konstanterna forsvinna.)

y (dyy
194. Integrerayﬁ + (E) +1=0.
dy 1 .
195. Integrera 7y "3 Sin2x+ycosx =0.

196. Integrera (3x + 5y +6)dy — (x +7y +2) dy = 0.

dy

1 2 _ e o4 2 _
-+ 50" =cosx. (Ledning: sitt y* = z.)

197. Integreray
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198.

199.

200.

201.

202.

82

For vilka kurvor dr subtangenten medelproportional mellan tangerings-
punktens abskissa och ordinata?

I en rorlig punkt pa en kurva drages tangenten. Ytan, som begrinsas
av tangenten,subtangenten och punktens ordinata ir konstant (£ /2).
Sok kurvans ekvation.

dy 3% + 2xy — 27

Int = =
htegrera dx 2xy + x*

Integrera dy — xdx = xy dx.

dy 1dy
Integrera ﬁ + ;% =0.
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Svar till exemplen
1. 2.~

2. 22 4 2x-
JE

3. Zx-dxz-lna+;—ﬁ ‘Ina.

4. 4. cosx-lna
5. 1+Inx.

sin x
6. ——= “logx + cosx - logx.
X

sin x
. —— —Inx-cosx

7. xdnx . —
sin” x

2
8. Z.lnx-am~
x

9. x - ex(i + lnx).

10. «* xx(% +lnx+1n’ x)

. sinx sin x 1
11. ™. lnx- " (Inx~cosx+—+ )
x xlnx

12. x

13. \ﬁ lnxz‘l.
X %G

- (Insinx
1“5““(— +cotx~lnx).

x 2.96
14. (tanx)" - (sin o+ In tanx).
2
15. (sinx)cosx.(“.’s—x —sinx.lnx).
sin x
x
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28.

29.

30.

31.
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Inx

(sinx) Insin x )

~(cotx~lnx+

yz —xylny
x? —xylnx'

cos? x — sin® x - In sin x
(1+1ny)sinx

1
V1 = x2

_1
1+ x2

arctan x

Y

arcsin x
-1

(x+1)v2x+1

x + x% arctan x
1+ «2

X
(arctan x)* - (ln arctan x + 2—)
(1 + «?) arctan x

. Inx ln arcsin x
(arcsin x)l‘”( — + )
1 — x2arcsin x x
-1

2xvx —1
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35.

37.
38.
39.

40.

41.
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47.

48.

49.

50.

S1.

52.

3 .
3; z(—l + Z\/g)

sin Sx = Ssinx — 20sin® x + 16sin’ »
CosSx = 5 cosx — 20 cos’ x + 16 cos’ x

1
-2
0
7
8
1
2
0
1
1
2a- ¢’
T
0
1
2
kZ
xy = Z
/62
X_}/ = j:7
23 +)/2/3 _ 2B
yz -7 = +2rx

,  4(x—2a)

Y= T o7
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D3 P:s abskissa dr %Z

—Ilncosx

X
Intan 3

In(x + Va2 + 4?)
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N (sin x — 1)
2
;—C\/xz +a® + % n(x + Va? +42)

a-sinbx —b-cosbx
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ax

1
x-arctany - 5 In(1 + x%)
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97.

(x - l)z(x +3)

In TERE

In(x +2)%(x + 3)?

(x+2)°

Sl Py Py

1

2 4

Inx*- (x-3)* - p

1nx-(x—1)2+m

In(x +2)(x* +2) + % arctan (%)

(x+ 1)2 (x—2)4
5+ In =3)

—Inarccos x

In(¢* + 2)

Intanx

2 3

garcsin =

2

5 (Kx + 1)3

Xt 1

T(nx-7)

In tan (g + %)

a-Ccosbx + b-sin bx
a* + b?

ax

2
x+Vl-x earcsinx

2
Vi-x2-In(1+V1-x2) + (1 -V1-2?)Inx
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110.
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7 aretan (J_Z) - In(x* + )

2
Insinx —x - cotx —

2sin® x

% N
|
—_

o

Nk

oo| |,




“Wingirdh” — 2020/2/25 — 20:19 — page 89 — #89

115.
116.
117.

118.

119.

120.

121.

122.
123.
124.
12s.
126.

127.

128.

129.
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132.

133.
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>~ W

a% + b2
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Inv2
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147.

148.
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151.
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152. 27;19(19 + "7 - arcsin 2)

153. —(e7x —T —)

154. 7[V2+In(v2 + 1)]
x+y
xy

155. C+InZ =
Y

156. &* —y2 =C?

157. x- & =¢C

C
158. y+x=a-tany-;

159. x = @(1 —e_%)

160. x = = Iln ———

161. y=C-¢7

2 2
162, In Y*

Y
= arctan =
C x

xS

3 3

)y X

163. =C

164. C** - 2Cy =1

165. yz =2ux+ 4*

2x
C+x°

167. y = i

168. yz =24 .InCx
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175s.
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184.
18s.
186.
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189.
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V=V, -cos ——
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190.

191.

192.

193.
194.
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196.
197.

198.

199.

200.

201.

202.

N

2

c . . e x
y=Cx— > (singulidr [6sning y = 7)
Cx

Wlts?=ln————

1+ V1 +x?
[ 42 2
%(,/xz+y2+y)+lny—+ YT ¢
X

3
(y+x—1)5~(y—x+1)2:C
(x+C)+y=C"
)/—C'-e_smx—sinx+1:0
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yZ—C~e’x—sinx—cosx:0
Vx- fy=C

/€2
) T

2 = C(y - 2)(y+2%)
x> =InC(y+1)*

y=C-1nC1x
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