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gymnasieproblem Algebra och algebraiska ekvationer

Algebra och algebraiska ekvationer

1.

Tva positiva tal a och b 4ro givna. Om A betecknar de bada talens aritmetiska medium, G deras
. . . . . 1
geometriska medium (= talens medelproportional) och H deras harmoniska medium d.v.s. o=

101 1y .
E(Z + E)’ sa skall bevisas, att

A>G=>H (vt 15)

2. Los ekvationen (x +1)° = x° + 1 (jan. 38)
3. L&s x ur ekvationen

(ax + b)(bx + ¢)(cx + d)(dx + a) = (a + bx)(b + cx)(c + dx)(d + ax). (jan. 12)

10.

Bestdm x och y ur ekvationssystemet

3+ x%y +xy? + y° =156
{ x® — 2%y + xy? -3 = 104. (ht95)
Bestdm x och y ur ekvationssystemet
(o - (e = y) = 16xy
{ (@t — (2 — 1) = 640272, (ht 95)
Los ekvationssystemet
x+y=a
{ ¥4 y4 .y, s (ht21)
. Bestdm alla virdesystem, x, y, som satisfiera ekvationssystemet
x(x2-y?) =4
{(x—y>2+<x+y>2 =12 (ve39)
. Bestdm de system av virden pa x och 1, som satisfiera ekvationssystemet
X+y=uxy
{ 2x2 + 2y + xy = 27. (vt 34)
. Bestim alla virdesystem x, y, som satisfiera ekvationssystemet
* Yy
y X
1 1 B 1 (vt 35)
x oy 2
Ekvationssystemet
2y-3x>-1=0
3xy +12x-10y+2 =10
har l6sningen x = 1;y = 2. Bestdm de dvriga l6sningarna. (vt 37)
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Algebra och algebraiska ekvationer gymnasieproblem
11. Los ekvationssystemet
l _ l — g2 _ bZ
22
1 1
2(— + —) =a% + b?y.
Xy
Talen a? och b? antages vara olika och intetdera = 0. (aug. 37)
12. Los ekvationssystemet
1 1 1
2(— + —) + v 0
X X
1 1y Y (aug. 38)
; + ? =5
13. Los ekvationssystemet
2442
{ vty B dxy (jan. 39)
xy=x+y.
14. Los ekvationssystemet
2Py 3a? + b?
Y y= (a2 - b?)2
1 (vt 39)
Y= e
15. Varje virdepar (x; y), som satisfierar ekvationssystemet
x? =2x+ 3y
xy.= 2x — 3y
skall &ven satisfiera ekvationen y? = ax + by. Bestdm konstanterna a och b. (ht41)
16. Bestiim alla system av virden X, ¥, Z,som satisfiera ekvationssystemet
x+y+z=5
xy+yz=4 (ht31)
x? +y?*+ 22 =29.
17. Los ekvationssystemet
x+y+z=7
xy +yz =12xz
L T (vt 36)
-+ —-+-=4-.
Xy z 3

18. Bestam tre tal s4, att deras summa ar = g, att det mellersta av dem ar aritmetiska mediet till de
b&da andra samt att det mellerstas kvadrat ar medelproportional till de bada andras kvadrater.

19. Bestiim alla virdesystem ¥, y, z, som satisfiera ekvationssystemet

X +2y2-322=0

3x+2y+z=0
X% +y? + 22 = 63.

(aug. 35)

(jan. 40)
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gymnasieproblem Algebra och algebraiska ekvationer

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

L6s ekvationssystemet
+yP+z2=7

1
Xy-yz-zx =g (vt41)
(x+y)?=12+22
Bestdm z ur ekvationssystemet
1 1
—_ —-—=q
Xy
1 1
_ 12
2Tl (aug. 43)
1 1
; + :F =z
Det finns ett virde pa a, for vilket ekvationerna
x*—5x3 —x2 +23x—a=0_och
-7 +x24+35x-a=0
hava tva gemensamma rotter. Bestdm detta och'16s sedan ekvationerna. (aug. 35)

Om konstanterna a och b i polynomen
x> -7 +ax+2a+1 och x*>+bx-3

valjas lampligt, blir det férsta polynometjamnt delbart med det andra. Bestim de varden pa a och
b, for vilka detta intraffar samt roterna till de ekvationer som erhallas, da de bada polynomen (med
ifragavarande virden pé a och b) séttas lika med noll. (ht 29)

6\/5—5x—2—x\/§

Ilikheten = 7\/5 —y arox och y rationella tal. Bestdm deras virden. (vt 28)

1-4xV3-2x+243

Vilken ekvation av andra graden har till rétter kuberna p4 de inverterade virdena av rétterna till
ekvationen x2 + bx +c =0 (ht 14)

Summan av kvadraterna pé rotterna till en andragradsekvation ar 45 och summan av rotternas

inverterade virden ar 5 Angiv ekvationen. (ht17)

I de bada polynomen 4x% + ax — 1 och 4x2 + bx + c skola koefficienterna a, b och ¢ bestimmas s4, att
polynomen far samma virde for x = 1. Vidare skola rotterna till den ekvation som erhalles, d4 det
forsta polynomet séttes = 0, vara tre enheter mindre dn varsin av rottena till den ekvation som fés,
da det andra polynomet sittes = 0. Vilka dro vardena pa a, b och ¢? (vt 29)

Visa, att om forhallandet mellan rotterna till ekvationen x% + ax + b = 0 4r lika med forhéllandet
mellan rotterna till ekvationen y? + cy + d = 0, s& ar a?d = bc?. (ht 34)

/a b
Beridkna viardet av 7%, dar x = E + E samta och b rotterna till ekvationen 72 +7t+1 = 0. (ht 35)
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Heltalslara gymnasieproblem

30. For att rotterna x; och x, till ekvationen
x> +px+g=0 (1)
skola satisfiera ekvationen
X3+ 23 = (o + x3)(x1 + 1) (2)

méste konstanterna p och g uppfylla vissa villkor. Angiv dessa och préva resultatet genom att i (2)
insdtta de virden pa x; och x,, som i dessa fall ehallas ur (1). (jan. 36)

31. Bestam viirdet pa konstanten a i ekvationerna 4x? + ax — 3 = 0 och 4y — 16y + 3a = 0, s att for
vardera ekvationen summan av rétternas inverterade virden blir en och densamma. Angiv &ven
ekvationernas rotter, sedan virdet pa a bestamts. (jan. 41)

32. Bevisa, att om a ir ett helt positivt tal > 1 och r en rot till ekvationen
¥2-ax+1=0
N ;5 1 "
sd drdvenr’ + — ett helt positivt tal. (ht 09)
r
33. Med r betecknas en rot till ekvationen
X =B8x-1=0.

Visa, att 2—72 ocks4 ar en rot till ekvationen, och/bestim ekvationens tredje rot, uttrycktir. (ht 30)

34. Summan av tva tal 4r 2, summan av deras tredje digniteter ar 104°. Berikna summan av deras fjirde
digniteter, uttryckt ia. (ht 32)

Heltalslara

35. Bevisa fran "n till n + 1” riktigheten av formeln

nn+1) nn+1)2n+1)

1+3+6+10+ -+
2 6

(vt 11)

36. En geometrisk serie bestar av de olika stora termerna t;, t,, {3, ..., t,. Var och en av termerna
t1, to, t3, ..., t,4 multipliceras successivt med var och en av de termer i serien, som ha hogre
ordningsnummer. Summan av dessa produkter betecknas med S. Summan av de r férsta termerna
i den geometriska serien betécknas med s,. Bestdm seriens kvot, sa att sambandet S = an—1 -8,
kommer att gilla. (aug. 42)

37. Bevisa formeln
n+1 .n
- sin —a
2

sin
sina + sin2a + --- + sinna =

—a (jan. 42)
sin —
2
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gymnasieproblem Logaritmer och exponentialekvationer

38. Bevisa riktigheten av formeln

1 sin®v sin®v sin® v cosnv

+ + o+ = (aug. 43)
cosv cos2vcosv  cos3vcos2v cos(n +1)vcosnv  cos(n+ 1)v

39. Ett mosaikmonster bestir av regelbundna kongruenta minghdérningar. Varje linje i monstret
utgor sida i tvA ménghdrningar. Varje hérnpunkt i ménstret utgér hérn i de manghérningar,
som dar sammanstéta. Undersdk, hur minga dylika ménster som dro mojliga, och angiv deras
beskaffenhet. (aug.41)

Logaritmer och exponentialekvationer

40. Det tal, som angiver en stjirnas storleksklass, kan berédknas om man kanner dess ljusstyrka. Man
har darvid valt enheterna s, att ndmnda tal 4r lika med minus 2,5 ginger logaritmen for ljusstyrkan.
Ber#ékna pa grund dérav storleksklassen hos en dubbelstjirna, som bestar av tva stjarnor, vilkas
storleksklasser 4ro respektive 3,0 och 4,0. (ht 19)

41. Los ekvationen
10—0,4x — 10—0,411 + 10—0,4b

fora=>5,410chb =6,19. (jan. 37)
42. Berdkna virdet pax,dax =2Y ochlogy = —% ~log 2. (ht 14)
43. Beriknalog45,d4a manvetattlog24 = aochlog 54 = b.Med beteckningen log avses 10-logaritmen.
(ht 36)
44, Berikna virdet av uttrycket
1\l (1):
v
2 2
dér y och z dro rétterna till ekvationen 2%%+5x+1=0. (aug. 40)

Serier

45. Fyra tal bilda aritmetisk serie: Deras produkt 4r 384 och summan av deras kvadrater 120. Vilka &ro
talen. (vt 07)

46. Man bildar alla mgjliga brak; i vilka tiljaren &r mindre &n nimnaren samt savél tiljaren som
namnaren ir ett avtalen 1, 2, 3, ..., n. Berikna summan av dessa brak. (vt 34)

47. 1en aritmetisk serie med forstatermen 10 4r summan av alla termer med udda ordningsnummer
28 och summan av de 6vriga termerna 21. Berdkna termantal och differens. (aug. 37)

48. Ien aritmetisk serie dr femte termen lika med summan av férsta och tredje termernas kvadrater,
och det inverterade virdet av andra termen ir lika med summan av tredje och sjdtte termernas
inverterade virden. Bestdm serien. (ht 40)

49. Tvéaaritmetiska serier, 80, 78,76, ...och 3,7, 11, ...iro givna. Av den senare serien skola tagas dubbelt
s4 manga termer som av den forra. Hur manga termer av den férra serien kan man hogst taga, om
dennas summa skall vara storre &n den senares? (ht43)




“GY_problem_1" — 2016/6/6 — 19:54 — page 6 — #10

Serier

gymnasieproblem

50

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

. De for blotta 6gat synliga fixstjirnorna tdnkas med avseende pa ljusstyrkan vara indelade i 6 s. k.
storleksklasser, varvid en stjirna inom en storleksklass alltid antages vara q ganger s4 ljusstark som
en stjdrna av néstféljande storleksklass. Om man vidare antager, att det inom varje storleksklass
finns 3 ganger s ménga stjirnor som inom den néstforegiende, si forhaller sig den sammanlagda
ljusstyrkan hos alla for blotta 6gat synliga stjarnor till den sammanlagda ljusstyrkan inom de forsta
tre klasserna som 68 till 25. Hur stort &r talet g? (ht 13)

I en geometrisk serie 4r summan av de 20 forsta termerna 3 AV summan av de 10 forsta termernas

. W1 ..
kvadrater. Summan av de 30 forsta termerna ar 3 @V summan av de 10 forsta termenas kuber.
Bestim serien. (ht 34)

I en geometrisk serie med nio termer 4r den andra termen = 2 och produkten av alla nio termerna
ar 1728. Berdkna seriens summa. (jan. 37)

Tva geometriska serier ha bada kvoten 2. Av den forsta serien, vars forsta term &r 1, medtagas
dubblet s manga termer som av den andra, vars forsta term dr 43: Hur manga termer maste minst
medtags for att den forsta seriesumman skall dverstiga 3 ganger den senare? (vt 38)

Summan av alla termerna i en geometrisk serie med kvoten 2 4r 381; summan av de tva sista
termerna ar 288. Vilken ar serien? (aug. 41)

For ett rektanguldrt papper m. m. anvéndas i viss utstrackning de s. k. DIN-formaten. De erhallas
genom successiva vikningar av ett grundformat pa'sddant sétt, att samtliga format bli likformiga.
Grundformatet bendmnes AO; dess yta ar 1 m?. Genom att vika detta mitt itu, s att rektangelns
langre sidor halveras, erhaller man formatet A1l. Dess yta blir alltsa hilften av AO:s yta. Genom
att vika A1 pa samma sétt erhaller man A2, o. s. v. Bevisa, att om A1 &r likformigt med AO, sa
blir samtliga 6vriga format likformiga med dessa: Bestim forhallandet mellan den storre och den
mindre sidan i formaten. Berdkna lingden'av sidorna i formatet A6 (brevkortsformat), uttryckt i
mm. (ht41)

Summan av en geometrisk serie med 50 termer dr 30. Produkten av de 20 férsta termerna ar %
av produkten av de 10 forsta termernas kvadrater. Berdkna seriens kvot och forsta term. (ht 42)
Ett obegénsat antal punkter i ett koordinatsystem, (x;; 1), (X2; ¥2), (X3; Y3)sees (X5 Yy), .., &r0 &
belégna att storheterna (v, — y1);(¥s — ¥2), (V4 — ¥3),...bilda en geometrisk serie med kvoten % och
forsta termen —1. Storheterna x;, (¥ = xq), (X3 — xp), (x4 — x3),...bilda en geometrisk serie med
kvoten 2 och férsta termen 1. Vidare &r lim,,_,, y, = 0. Bestdm y, och hérled ett av n oberoende

samband mellan x, och y,,. Utpricka i koordinatsystemet l4get av nigra punkter i den ovan angivna
punktfoljden. (vt 43)

Fyra tal bilda en aritmetisk serie. Om de tkas med respektive 2, 4, 8 och 15, bilda de en geometrisk.
Vilka 4ro de? (ht01)

I en aritmetisk serie &r summan av férsta, andra, femte och sista termen 80. Dessa fyra termer bilda
dessutom en geometrisk serie. Vilken ar den aritmetiska serien? (jan. 40)

I en aritmetisk serie med olika termer och férsta termen 1 betecknas summan av de n forsta
termerna med S,,. Summorna S,y, S35 0ch Syg bilda i nimnd ordning en geometrisk serie. Angiv det
enklaste uttrycket for S,,. (vt 43)
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gymnasieproblem Serier

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

Man betraktar summorna av de b&da oéndliga serierna

s=1+x-x*>-23+xt+x°— ..
3 5
X X X
§1=2— = =20+ — +2x - — —2x% + ..
! 2 2 2
I den forsta serien hava de tva forsta termerna tecknet +, de tva féljande tecknet —, de tva darpa
foljande tecknet + o. s. v. Motsvarande géller om den andra serien fran och med dess fjirde term.

Dessutom &ro i denna serie koefficienternas viarden, bortsett fran tecknen, omvéxlande 2 och >

Bestdm de varden pa x, for vilka
s?+s2=3,4 (ht 27)

I en oéndlig geometrisk serie bilda forsta termen, kvoten och summan en geometrisk serie, under
det att kvoten, forsta termen och summan bilda en aritmetisk serie. Angiv den oéndliga geometriska
serien. (ht 37)

I en oéndlig konvergent geometrisk serie divideras var tredje term frdn och med den tredje med

2. Dérigenom blir seriens summa T av det ursprungliga virdet. Huru stor ar den givna seriens
kvot? (vt 39)

I var och en av tva konvergenta geometriska serier ir forsta termen lika med kvoten. Den ena
seriens summa &r hélften sa stor som den andras. Dividerar man den forra seirens termer i ordninng
med den senares, erhaller man en ny konvergent geometrisk serie, vars summa &r tre ginger si
stor som den storsta av de forstndmnda summorna. Berdkna de tre seriernas kvoter. (ht 39)

I en oéndlig geometrisk serie 4r summan medelproportional till férsta och tredje termerna. Skillna-
den mellan tredje och andra termerna ar =/1. Berékna seriens summa. (aug. 40)

Mellan forsta och andra, mellan andra och tredje, mellan tredje och fjirde o. s. v. termerna i en kon-
vergent odndlig geometrisk serie inskjutas tvenne nya termer, s att en ny geometrisk serie bildas,
bestidende av bade de ursprungliga och de nya termerna. Hur stor &r kvoten i den ursprungliga
serien, om den nya seriens summa dr dubbelt s stor som den ursprungligas? (vt41)

En aritmetisk serie och en konvergent odndlig geometrisk serie ha samma férsta term. Den forra
seriens differens ar dubblet sa stor som den senares kvot. Tionde termen i en aritmetiska serien ir
lika med den andra termen i den geometriska serien, och tredje termen i den férra serien &r lika
med den senare seriens summa: Vilka 4ro serierna? (vt 42)

Forsta termen i en oéndlig geometrisk serie &r positiv. Mellan vilka virden skall kvoten ligga, for att
summan av de 20 forsta termerna skall understiga seriens summa med mindre &n 0, 1 % av denna?
Gransernas virden skola angivas approximativt med tre riktiga decimaler. (aug. 43)

Bevisa, att summan av den oindliga serien

cos?v — sin® v + cos* v — sin* v + cosb v — sin® v + ...
ar
4 cos2v
sin” 2v
Los ekvationen 1
tanx—tan3x+tan5x—tan7x+~-:5 (vt 32)
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Serier

gymnasieproblem

71.

72.

73.

74.

75.

76.

77.

78.

79.

80.

Man har ett oéindligt system likformiga ratvinkliga trianglar sa beskaffade, att varje efterfcljande
triangels storre katet &r lika me den foregadende triangelns mindre katet. Sok villkoret for att den
forsta triangelns yta skall vara lika med summan av ytorna till alla féljande trianglar med jaimn
index, alltsd summan av den andra, fjirde, 0. s. v. (vt 15)

I en rat cirkulér kon, vars hojd dr 3 ganger sa stor som bottenytans radie, 4r en med denna likformig
kon inskriven pa det sétt, att denna andra kons spets ligger i medelpunkten for den forstas bottenyta.
Pa samma sétt 4r i den andra konen en tredje med de forra likformig kon inskriven, i denna en
fjarde o.s. v.i odndlighet. Huru stor &r summan av samtliga dessa koners volymer, om den forsta
konens bottenradie &r r? (vt 17)

Fran mittpunkten av siadan AB i en liksidig triangel ABC drages en normal mot BC, fran dess
fotpunkt drages en normal mot AC, fran dess fotpunkt drages en normal mot AB, fran dess fotpunkt
en normal mot BC o. s. v.i samma ordning i odndlighet. Visa att dessa normaler obegrénsat nirma
sig sidorna i en viss triangel. (vt 18)

En reguljiar polygon med 7 sidor &r inskriven i en cirkel med radien 7. Man sammanbinder nérlig-
gande sidorns mittpunkter och far sdlunda en ny polygon, med vilken man férfar pad samma sétt
som med den forsta, o. s. v. i oéndlighet. S6k summan av alla dessa polygoners ytor. (vt 20)

I en likbent triangel, dar basen 4r a och den mot basen stdende vinkeln a, 4r inskriven en odndlig
f6]jd av varandra successivt tangerande cirklar, vilkas medelpunkter &ro beldgna p4 den mot basen
stdende hdjden. Hur stor 4&r summan av alla dessa cirklars ytor? (ht 20)

OAB ér en given cirkelsektor med medelpunkten O, medelpunktsvinkeln AOB = 20, som antages
mindre &n 120, och radien OA = OB = r.I densamma inskrives en ny sektor O; A;B; med samma
medelpunktsvinkel 2v, vars medelpunkt O, ligger i mittpunkten av badgen AB; radiernas &ndpunkter
A7 och B ligga pa radierna OA resp. OB. I sektorn O, A;B; inskrives pa analogt sétt en sektor
O, A,B, med medelpunktsvinkeln 2v, s att silunda O, ligger i mittpunkten av bagen A;B; ochatt A,
och B, ligga pa O; A; resp. O;B;.Isektorn O, A,B, inskrives p4 analogt sétt en sektor O3 A3;B; med
medelpunktsvinkeln 20, o. s. v.Man far pa detta sétt en odndlig foljd av sektorer, vilkas medelpunkter
oberginsat nirma sig en viss punkt. Bestim denna punkts lage. (vt 33)

I kvadraten ABCD, vars sida ar 4, inskrives en kvadrat A;B;C;D; med A; i mittpunkten av AB, By i
mittpunkten av BC o.s.v.I A;B;C,Dj inskrives pa samma sétt en ny kvadrat A,B,C,D, med A, i
mittpunkten av A;B;.1 A,B,CsD5 inskrives p4 samma sétt kvadraten A3B;C3D; 0. s. v. i oéindlighet.
Den spiralformigt brutna linjen AA,A,A, ... drages, och diarigenom bildas en odndlig foljd av
trianglar AA Ay, AyA3 Ay, AyAsAg, ..Hur stor 4r summan av alla dessa trianglars ytor? (vt 36)

L och M &r tv mot varandra vinkelrita linjer, som skéra varandra i O. Fran en punkt A pa L drages
en rét linje till Bpa M, s& att vinkeln OAB = v; fran B drages en rit linje till C pa L, s& att vinkeln
OBC = v; fran C drages'en rét linje till D pa M, sé att vinkeln OCD = v o. s. v. i o&ndlighet. Bestim
vinkeln v, sa att den brutna linjen ABCD ... blir dubbelt sa ling som OA. (vt 37)

I en cirkel har man inskrivit en fyrh6rning, vars sidor i f61jd 4ro 2 cm, 6 cm, 6 cm och 2 cm. I denna
fyrhorning inskrives en cirkel och i denna cirkel en ny fyrhérning, likformig med den forstndmnda,
i denna fyrhérning ater en cirkel, i denna cirkel en med de nimnda fyrhérningarna likformig
fyrhorning o. s. v. i odndlighet. Berikna summan av alla ndmnda cirklars ytor. (aug. 39)

Fran en punkt P pa en sida i en given kvadrat drages en linje L, som med den ndmnda sidan bildar
en vinkel v < 45°. Linjen L skér den foljande kvadratsidan i en punkt P, varifran linjen L; drages
vinkelrédtt mot L; L, skir den darpa foljande kvadratsidan i P,, varifran linjen L, drages vinkelrétt
mot Lq; L, skér den dirpéa foljande kvadratsidan i P;. Samma konstruktion upprepas, varvid i
ordning erhéllas punkterna P,, Ps, Pg,...Bevisa, att dessa punkter obegrinsat nirma sig till hérnen i
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81.

82.

83.

en kvadrat, som dr oberoende av punkten P:s ldge pa den givna kvadratens omkrets men beorende
av vinkeln v. (vt 40)

Vilken &r den aritmetiska serie med # termer, vilkens summa &r 41 + 512 oberoende av virdet pa

n? (Vt 91)
Berikna seriesumman 12 + 2% + 32 + --- + 12, d4 man vet, att densamma ir lika med ett polynom av
tredje graden in. (ht 00)

I en aritmetisk serie &r summan av ett godtyckligt antal termer lika med kvadraten p4 termantalet.
SOk serien. (vt 12)

84. Sok forhallandet mellan nionde och 4ttonde termerna i utvecklingen av.
22 1Pz 13
Sammansatt réinta
85. Ettlan pa 60 000 skall amorteras pa foljande satt. Vid slutet av vart och ett av de 10 forsta dren

86.

87.

88.

89.

90.

betalas 6% av det ursprungliga lanebeloppet. Vid slutet av det 10:e aret betalas dessutom en sé
stor summa, att dterstoden med lika stora arliga inbetalningar som forut blir fullstindigt betald pa
ytterligare 15 ar. Réntefoten under de forsta 10 arenér 4%, unde de 6vriga 15 aren 5%. Hur stor
var den summa, som pa en gang betalades? (vt 23)

En fader insétter at sin son vid hans fodelse och sedan vid varje fodelsedag, tills sonen fyllt 18 ar.
akr. A de insatta pengarna erhalles 5% rénta pa rinta. Sonen lyfter, da han fyller 19 4r, b kronor
och sedan lika mycket varje ar, till dess han fyllt 25 ar, da pengarna &ro slut. Huru stort 4r 4, om
b = 1000 kr? (ht 25)

En person erbjuder sig att for en gard betala 6000 kr kontant och 2500 kr vid vart och ett av
de ndrmaste 10 arens slut. En annan bjuder 9000 kr kontant och 3500 kr vid vart och ett av de
nérmaste 5 arens slut. Sdljaren kan beréikna 6% ranta. Vilket anbud &r béast, och hur mycket &r det
ena battre dn det andra? (vt 31)

En studerande fick.vid borjan av vart och ett av sina fem studiear lana 2000 kr pa foljande villkor.
Under studietidenvar han befriad fran alla inbetalningar av kapital och rénta. De fem f6ljande aren
skulle han arligen vid arets slut-betala 500 kr. Dérefter skulle han vid varje &rs slut inbetala en
viss summa, vilken bestdmdes s§, att skulden var betald efter ytterligare tio ar. Hur stor var denna
summa? Langivaren berdknade 5% rinta pa rinta. (ht 31)

En stipendiefond pa 4000 kr insattes vid borjan av 1933 i en bank mot 4% &rlig rénta. Vid varje
ars slut uttagas 100 kr till ett stipendium. Nér fonden vid slutet av ett ar, sedan réintan lagts till
kapitalet och stirpendiet utbetalats, 6verstiger 8000 kronor, skola fran och med det féljande aret
tva stipendier utbetalas. Nar kan detta ske forsta gangen? (ht 33)

Ett lan, pa vilket 5% &rlig rdnta pa rinta beriknas, skall amorteras pa 40 &r genom lika stora
inbetalningar vid varje ars slut. Varje inbetalning utgér till en del rénta, till en del kapitalavbetal-
ning & skulden. Vid vilken inbetalning intréaffar det fér forsta gangen, att rdntan blir mindre &n
kapitalavbetalningen? (ht 35)
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91.

92.

93.

94.

95.

96.

97.

98.

99.

100.

101.

10

Pa en egendom finnes - férutom ungskog - avverkningsmogen skog till en sammanlagd kubikmassa
av 1700 000 m® med en genomsnittlig massatillvixt av 1, 1% per ar. Man vill helt och héllet avverka
denna del av skogen under en tidrymd av 50 &r, pa sa sétt att arligen lika stor kubikmassa uttages.
Darutéver berdknar man en arlig avverkning av 3900 m® genom gallring i yngre bestand. Till huru
ménga m® per ar uppgar skogens hela avkastning under tidrymden i fraga? Kalkylen antages utford
vid borjan av ett ar avverkningarna kunna ténkas forlagda till arets slut. (jan. 36)

Ett14an & 60 000 kronor, & vilket 312% arlig rdnta pa rinta beriiknas, skall amorteras pa 25 4r genom
lika stora inbetalningar vid varje ars slut. Huru stor summa av den tionde inbetalningen atgar till
tdckande av riantan under det tionde aret? (ht 36)

En person vill disponera ett kapital, som &r placerat mot 5% rinta parinta, pa sidant sitt atthan
vid slutet av varje ar tar ut sammanlagt a kronor, varvid kapitalet beréknas récka precis 10 ar. Efter
slutet av 5:e &ret sjunker emellertid réntefoten till 4%. Till vilket belopp méaste nu de arliga uttagen
minskas, for att kapitalet skall rdcka s& lange som fran borjan avsetts? (vt 37)

En person skall under tio 4r amortera ett lan genom lika stora‘annuiteter pa 647,60 kr. Han erhaller
dock tillstand att i stillet erligga endast upplupen rinta under vart och ett av de fem forsta dren
och sedan amortera skulden genom inboérdes lika stora annuiteter under de senare fem aren. Hur
stora skola dessa annuiteter vara, om rantefoten ar 5%? (aug. 37)

En person utldnade vid borjan av ett ar en viss summa pengar till en fastighetségare mot 5% arlig
rénta. Den vid varje ars slut erhéllna rintan insattesiomedelbarti en bank mot 3% &rlig rénta. Efter
10 ar aterbetalades lanet. Vilken effektiv rdnta kan han ségas ha haft pa sitt kapital under denna
tid, d. v. s. till vilken procent borde samma kapital ha varit utlanat fér att med rénta pa rianta ge
honom samma behéllning vid tionde arets slut? (ht 37)

En person lanar en summa mot 3% ranta. Efter vilken réintefot skall han ldna ut samma summa,
for att han skall fa sin egen skuld betald genom att inbetala den erhéllna rantan vid slutet av varje
ar under 35 ars tid? (jan. 38)

En tjinsteman insatte, da han fyllde 35 ar, 600 kr i en bank. detsamma gjorde han varje féljande
fodelsedag till och med den, d& han fyllde 64 ar. Av det samalde kapitalet uttog han dérefter p4 varje
fodelsedag fran och med den, da han fyllde 65 4r, en viss summa. Han dog vid en alder av 7614 ar.
Detibanken innestdende kapitalet var da 24 380 kr. Hur stor var den summa som 4rligen uttogs?
Pengarna voro placerade pa kapitalrikning, dir rintan halvarsvis lades till kapitalet. Réntefoten
var hela tiden 4%. (aug. 38)

En person 6nskar genom inséttningar i 'en bank tillférsiakra sig ett arligt belopp av 1200 kronor
under 15 ar fran och med borjan av det ar han fyller 60. Vilket belopp méste han fordenskull arligen
inbetala under 20 pa varandra foljande ar, om forsta inbetalningen sker vid borjan av det ar da han
fyller 30?7 Riantan beriknas efter 3% for ar och kapitaliseras vid varje ars slut. (vt 39)

En studerande lanar vid borjan av'5 pa varandra foljande ar 2400 kr. Skulden amorteras genom 20
lika stora inbetalningar som goras med ett halvt ars mellanrum och forsta gangen 2 ar efter det
att sista lanebeloppet erhallits. Hur stor ar varje inbetalning, om riantefoten antages vara 4% och
réntan kapitaliseras vid varje halvars slut? (aug. 39)

En fabriksanldggning, som togs i bruk vid &rsskiftet 1914-1915, har dsamkat en fastighetségare i
grannskapet en arlig forlust, som uppskattas till 100 kronor. Samma forlust berdknas arligen under
all framtid. Varje ars forlust ténkes férlagd till arets slut. Efter ingdngen 6verenskommelse skall
fabriken till fastighetségaren pa en gang vid arsskiftet 1939-1940 utbetala vérdet av alla dessa
forluster. Hur stort blir detta virde, om rénta pa rianta beriknas efter p%. Undersék grafiskt, hur
vérdet dndras, d4 p antar virden fran 3 till 6. (vt 40)

En person testamenterade till tva gossar en summa av 10 000 kr, som skulle tillfalla dem vid
arsskiftet narmast efter hans déd och da fordelas pa sa sitt, att bAda gossarna kunde beridknas ha
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gymnasieproblem Planimetri

102.

103.

104.

105.

106.

att lyfta en lika stor summa vardera vid slutet av de ar, under vilka de skulle fylla 19 ar. Samma ar
testator dog, fyllde gossarna 9 respektive 14 &r. Hur férdelades arvet, om rinta pa rinta berdknades
efter 4%? (ht 40)

Tva fran borjan lika stora kapital viixa med rénta pa rinta under ett jimnt antal 4r. Den ena forrantas
halva tiden efter p% och halva tiden efter g%. Det andra férréntas hela tiden efter (p + 4)/2%. I vilket
fall blir slutkapitalet storst? (jan. 41)

En skuld op 12 000 kr skall amorteras under 20 ar pa s& sitt, att vid slutet av vart och ett av femte,
tionde, femtonde och tjugonde aren etfer ldnets upptagandeinbetalas 3000 kr och vid slutet av vart
och ett avde 20 dren dessutom en viss summa. Hur stor blir denna, om réntefoten &r5%? (aug. 41)

En studerande som bdrjar sina universitetsstudier det ar han fyller 20 ar, upptar vid arets borjan
ett 1an pa 2500 kr. Vid borjan av vart och ett av de ndrmast foljande aren lanar han ett lika stort
belopp, tills han avlagt sin forsta akademiska examen. Han lyckas da fa en anstéllning, som ger
honom né&gon inkomst, sa att han fran och med det 4r han fyller 25 &r kan minska lanebeloppet
till 1500 kr om aret. Det ar han fyller 29 ar, disputerar han for filosofie doktorsgrad och maste da,
utdver de 1500 kr till levnadsomkostnaderna (det sista av detta skags 1an han behover upptaga),
lana 1500 kr for att gdlda kostnaden for doktorsavhandlingen. Det r han fyller 30 ar, far han en
befattning, vilken han beridknar behélla till utgdngen av det ar, under viklet han fyller 65 ar, da
han &r skyldig att avgd med pension. Han vill nu amortera sina studieskulder genom lika stora
annuiteter, av vilka den forsta betalas det ar han fyller 30 ar, och den sista det ar han fyller 65 ar,
da skulderna skola vara slutbetalda. Hur stor blir annuiteten, om rianta beridknas etfer 4,5% och
inga avbetalningar gjorts tidigare? Alla 14n tdnkas upptagnavid &rets bérjan och alla avbetalningar
tdnkas gjorda vid &rets slut. (ht41)

En person kopte i borjan av ett ar aktier i ett-bolag till ett pris av 130 kr per aktie. Under de forsta
fem aren lyfte han vid slutet av varje ar en utdelning av 5 kr per aktie. Av vissa skl maste bolaget
darefter instélla all utdelning under fem ar. Vid slutet av vart och ett av de fem dérpé féljande aren
var utdelningen 6 kr per aktie. Vid borjan av det 16:e aret 6nskade personen silja aktierna. Hur
mycket borde han da begira for varjeaktie for att f& 4% rénta pé sitt insatta kapital? (jan. 43)

En stipendiefond pa 20000 kr ar placerad i 4% obligationer. Rintan, som utbetalas halvarsvis
den 30 april och den 31 oktober, inséttes omedelbart pa sparkasserikning mot 212% rénta, vilken
kapitaliseras vid varje ars slut. Fran sparkasserdkningen uttages varje ar den 15 december en
summa av 600 kr till stipendier. Forsta obligationsréntan erhélls och insattes den 30 april 1941.
Forsta uttagningen till stipendier gjordes den 15 december 194 1. Till vilket belopp har fonden vuxit
vid arsskiftet 1950-1951? Den icke utfallna rédntan pa obligationerna 1/11-31/12 1950 medriknas
icke. (ht43)

Planimetri

a. Uppgifter som limpligen behandlas utan trigonometriska funktioner

107.

108.

109.

En cirkel, vars diameter AB &4r 6 dm, tangerar en rit linje i punkten A. Huru stor 4r radien i en
cirkel, som har sitt centrum pé den forra cirkelns omkrets, gar genom B och tangerar den rita

linjen? (ht 08)
I en cirkel med radien r &r en liksdig triangel inskriven. Berékna l&éngden av den korda, som genom
triangelns sidor delas i tre lika delar. (ht 18)

Fran en yttre punkt drages tangenter till en cirkel med radien r. I cirkeln &r inskriven en rektangel,
som har ett hérn belaget i vardera tangeringspunkten och ena sidan lika stor som radien. Angiv
den yttre punktens avstand fran cirkelperiferin for de bada fall, som kunna ifrigakomma. (ht 22)

11
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110.

111.

112.

113.

114.

115.

116.

117.

118.

119.

120.

121.

122.

123.

12

Fran en punkt pa en cirkels periferi utga tvenne kordor, som med varandra bilda 60° vinkel, och
som ha lingderna 5 cm och 8 cm. Hur lang &r den korda i cirkeln, som delar vinkeln mellan ndmnda
kordor mitt itu? (ht 28)

Tre cirklar med radierna 4, b, ¢ tangera varandra tva och tva utantill. Hur stor &r radien i den cirkel,
som gar genom de tre tangeringspunkterna? (vt 29)

Tvé kordor i en cirkel skiira varandra i en punkt inom cirkeln under en vinkel av 60° s4, att den ena
kordans delar bliva 3 cm och 8 cm och den andra kordans delar 4 cm och 6 cm. Berdkna cirkelns
radie. (ht 30)

I parallellogrammen ABCD ar AB = 2cm, AD = 3 cm och vinkeln mellan dessa sidor 60°. E ar
mittpunkten pa CD och F skérningspunkten mellan sammanbindningslinjerna AE och BD. Berékna
ytan av fyrhérningen BCEF. (jan. 36)

I en ratvinklig triangel dr avstdndet mellan medelpunkterna i den inskrivna och den omskrivna
cirkeln lika med diametern i den inskrivna cirkeln. Sok forhallandet mellan radierna i de nimnda
cirklarna. (vt 36)

Fran en punkt P pa en given cirkel 4ro dragna tvi lika langa kordor PA och PB, som bild 60° vinkel
med varandra. Man soker en tredje korda CD. ej parallell med AB, som skiar PAiE och PBiF s,
att CE = FD och EF = cirkelns radie. Konstruera CD, och berikna dess langd, uttryckt i cirkelns
radie (7). (maj 36)

I en triangel med sidorna a, b och ¢ &ro 7, och r;, radierna till de vid sidan a resp. sidan b vidskrivna
cirklarna. Bevisa, att triangeln ar ratvinklig, om#, + ry=c: (aug. 36)

I en réatvinklig triangel delas hypotenusan av den mot densamma dragna hdjden i forhallandet m : n.
Angiv forhallandet mellan de i deltrianglarnadnskrivna cirklarnas ytor som en rationell funktion av
m och n. (jan. 37)

I en likbent triangel ar férhallandet mellan sidan och basen 3 : 2. En cirkel gar genom basens
dndpunkter och tangerar de andra sidorna. I vilket forhallande delar cirkeln den linje, som forenar
basens ena &ndpunkt med mittpunkten pa héjden mot basen? (vt 40)

Tvé kongruenta kvadrater dro placerade s3, att de fullstindigt técka varandra. Den ena vrides i

kvadraternas plan en vinkel av 30° kring diagonalernas skirningspunkt. Hur minga procent av var-

dera kvadratens yta utgor ytan av denfigur, som efter vridningen blir gemensam for kvadraterna?
(vt 41)

Visa, att en triangel ar ratvinklig, om radien i en av de vidskrivna cirklarna ar lika med summan av
radien i den inskrivna cirkeln och radierna i de bada andra vidskrivna cirklarna. (ht 43)

I ett parallelltrapets 40 deparallella sidorna respektive 6 cm och 4 cm och var och en av de évriga
sidorna 3 cm. Hur stortér ett med detta likformigt trapets, som kan inskrivas i en cirkel med radien
6 cm? (ht17)

Ett parallelltrapets 4r omskrivet kring en cirkel med radien 12 cm. Huru l4nga 4ro de bada parallella
sidorna i fall de bada 6vriga aro resp. 30 cm och 40 cm? (vt 22)

I ett parallelltrapets ABCD &ar AB = BC = CD = 2dm och vinkeln A = 30°. Mittpunkten E av
AD sammanbindes med C, och B sammanbindes med D. Linjerna EC och BD skéra varandrai F.
Berdkna ytan av fyrsidingen ABFE. (jan. 39)
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b. Uppgifter som limpligen behandlas med trigonometriska funktioner

1. Uppgifter som kunna behandlas utan hjilp av triangelteoremen

124.

125.

126.

127.

128.

129.

130.

131.

132.

133.

134.

135.

136.

137.

138.

139.

aoch b dro tva sidor i en triangel ABC och m medianen till den tredje. Berikna triangelns vinklar,
nér

2a = 3b = 3m. (vt 14)
Sok vinklarna i en ratvinklig triangel, om lingderna av de fran den rita vinkelns spets dragna inre
och yttre bisektriserna forhalla sig till varandra som 3 till 4. (ht17)

Genom en korda ir en cirkel delad i tvd segment och i vart och ett av dessa ar en kvadrat inskriven.
Berdkna segmentens medelpunktsvinklar, dd man vet, att den ena’kvadraten har dubbelt s& stor
sida som den andra. (ht 18)

I en triangel forhalla sig vinklarna till varandra som 2 : 3 : 5. Hur forhéller sig den ldngsta medianen
till den léngsta sidan? (ht21)

En kvadrat 4r inskriven i en annan kvadrat pa det sétt, att den forras horn ligga pa var sin av den
senares sidor. Hur stora vinklar bilda den ena kvadratens sidor med den andras, da kvadraternas

ytor forhalla sig till varandra som 3 till 4? (ht 25)
Sok vinklarna i en ratvinklig triangel, som &r s& beskaffad, att medianen till den ena kateten &r
vinkelrét mot medianen till hypotenusan. (vt 26)

I en ratvinklig triangel drages héjden mot hypotenusan. Summan av hjdens projektioner pa de
bada kateterna forhaller sig till ena kateten som 6 : 5. Berdkna triangelns vinklar. (ht 26)

Bestdm vinklarna i ett parallelltrapets, som uppfyller foljande villkor. De tva icke parallella sidorna
samt den mindre av de parallella sidorna &ro alla tre lika ldnga. Drages genom diagonalernas
skérningspunkt en rét linje parallell med de/bada parallella sidorna i trapetset, sa delar den de icke
parallella sidorna i forhallandet 3 : 5. (ht27)

I en likbent triangel 4r den vid basen vidskrivna (= utantill inskrivna) cirkelns radie aritmetiska
mediet till radierna i den inskrivna cirkeln och i den cirkel, som ar vidskriven en av de lika sidorna.
Sok triangelns vinklar. (vt 34)

Ienlikbent triangel drages fran basens ena &ndpunkt en linje, som delar motstdende sida i forhallan-
det 1 : 2. Vinkeln mellan den dragna linjen och basen dr 60°. Berikna triangelns vinklar. (aug. 35)

Tvé lika stora liksidiga trianglar med sidan = 10 cm hava ett horn A gemensamt. Vinkeln mellan
dears fran A utgiende hojder ar 45°. Beridkna ytan av den fyrhérning, som utgor trianglarnas
gemensamma del. (jan. 37)

En cirkel med radienr, som har sin medelpunkt i mittpunkten av den storre av de parallella sidorna
i ett likbent parallelltrapets, tangerar trapetsets tre dvriga sidor. Trpatesets area ir 19r%/8. Berikna
dess vinklar. (ht 38)

Fran ett horn i'en triangel dragas hojden samt den den réta linje, som férbinder hornet med den
omskrivna cirkelns medelpunkt. Vinkeln mellan dessa linjer &r 30° och ldngderna av héjden och
den omskrivna cirkelns radie 4ro 8 cm och 6 cm respektive. Berdkna triangelns vinklar. (vt 39)
Ett grasbevuxet filt har formen av en rektangel med sidorna 24 m och 10 m. Tva héstar &ro tjudrade
ivarsin &ndpunkt av en diagonal i rektangeln. Vartdera tjudret ar s& avpassat, att histen kan avbeta
de delar av faltet, vilkas avstand fran tjudrets fastpunkt &r lika med eller mindre &n filtets halva
diagonal. Hur stor procent av filtets yta kan inte avbetas? (ht 39)
I ebn triangel &r hojden mot den lingsta sidan fjirdeproportional till till de tre sidorna samt
tredjeproportional till de bAda andra hdjderna. Berdkna triangelns vinklar. (aug. 42)

Beridkna ytan av en triangel, i vilken den inskrivna) cirkelns radie &r 1 cm, en sida 4 cm och en intill
denna liggande vinkel 60°. (ht42)

13
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2. Tillimpningar pé triangelteoremen

140.

141.

142.

143.

144.

145.

146.

147.

148.

149.

150.

151.

152.

153.

154.

155.

156.
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Diametern i en halvcirkel dr delad i tva delar, den ena 13 cm och den andra 5 cm; pa vardera delen
sasom diameter &r en halvcirkel uppritad. Huru stor &r radien i den cirkel, som tangera dessa tre
halvcirklar, och huru stor ar den vinkel, som féreningslinjen mellan sistndmnda cirkels och den
storsta halvcirkelns medelpunkter bildar med halvcirklarnas gemensamma diameter? (ht95)

Kring triangeln ABC é&r en cirkel omskriven; dess tangenter i punkten A rékar sidan BC:s forlang-
ning i T. Vinkeln A &r 45°17’, B 4r 58°13’, cirkelns radie &r 11,72 dm. Beriikna stycket AT. (ht 00)

En triangels yta r 600 m?. Den i triangeln inskrivna cirkeln har radien 10 m. En av de vidskrivna
(utantill inskrivna) cirklarna har radien 20 m. Berékna triangelns sidor och vinklar. (ht 25)

I en triangel 4r en sida 8 dm, triangelns yta 4 dm? och den kring triangeln omskrivna cirkelns radie
5 dm. Ber#kna triangelns vinklar. (vt 27)

Ientriangel ir en vinkel 60°, denna vinkels bisektris 2 dm och radien i den kring triangeln omskrivna
cirkeln 2 dm. Berékna triangelns sidor och vinklar. (ht 29)

I en triangel ABC ar sidan AB 96 cm, vinkeln A 30° samt den kring triangeln omskrivna cirkelns
radie 50 cm. Huru stora dro sidorna AC och BC? (vt 32)

A, B,C, D och E &ro fem pa varandra f6ljande horn i en regelbunden niohérning. I vilket forhallande
delas diagonalen AD av diagonalen CE? (vt 33)

I triangeln ABC &r sidan BC aritmetiska mediet till de bada andra sidorna. Medianen (mittlinjen)
till BC ar medelproportional till AB och AC. Beréikna vinkeln BAC. (ht 34)

I fyrhérningen ABCD &ro sidorna AB, BC och CD likalanga. Vinklarna B och C &ro 100° och 110°.
Berikna vinklarna A och D. (vt 35)

Tva vinklar i en triangel 4ro 58° och 74°. Radien i den'kring triangeln omskrivna cirkeln ar 40 cm.
Hur stor ir radien i den i triangeln inskrivna eirkeln? (aug. 35)

I triangeln ABC éar sidan AC = 19,3 cm, sidan BC = 8,6 cm och vinkeln B = 52,17°. Sidan CA
forlanges till en punkt D utanfor A, s att AD = %AB. Berikna vinklarna i triangeln ABD. (ht 35)
I en cirkel med radien 5 cm &r inskriven en sexhérning ABCDEF, i vilken sidorna AB, CD och EF

aro lika 1anga och var och en av dem dubbelt si ldng som var och en av de dvriga sidorna. Berékna
sexhOrningens yta. (ht 35)

Skillnaden mellan den storsta och den minsta sidan i en triangel 4r hélften si stor som radien i
den i triangeln inskrivna cirkeln. Den tredje sidan &r aritmetiska mediet till de bada andra sidorna.

Berikna den storsta vinkeln. (ht 35)
I triangeln ABC 4r' AB = 6,2 cm och vinkeln BAC = 56,48°. P4 AC (mellan A och C) tages punkten
D, s& att BD = AB, varvid CD = 2BD. Solvera triangeln. (aug. 37)
I fyrhoérningen ABCD &r AB = 3cm, BC = 6cm, CD = 5cm och DA = 4 cm samt diagonalen
AC = 7 cm. Sok vinkeln mellan diagonalerna. (ht 37)

I en parallellogram ABCD éar vinkeln ABC = 150°, och den vinkel, som sidan AB bildar med
diagonalen BD, ar 40°. DA utdrages till E, s& att AE = AD. Vilken vinkel bildar EB med AB?
(jan. 38)

AB ar sida i en i en cirkel inskriven regelbunden femhdérning. I det mindre av de segment, som
AB avskar av cirkeln, inskrives en triangel ABC, i vilken sidorna AB och AC forhalla sig som
1: 3. Berdkna forhallandet mellan ytorna av de cirkelsegment, som ligga utanfor sidorna AC och
BC. (aug. 38)
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I ett parallelltrapets dro de parallella sidorna a och b, de 6vriga sidorna ¢ och d samt diagonalerna e
och f. Visa, att

e+ f2=c®+d? + 2ab. (aug. 38)
I en triangel ABC &r AB = 10 cm, BC = 6,5 cm och vinkeln A = 36,3°. P4 AB véljes en punkt D, sa
att AD = 3,5 cm. Berdkna ldngden av CD. (ht 38)
I en triangel forhalla sig radierna i de vidskrivna cirklarna som 3 : 4 : 6. Berikna triangelns
vinklar. (jan. 39)

I en triangel ABC ar H hojdernas skidrningspunkt. Berékna triangelns vinklar,dd AH : BH =3:2
samt vinkeln AHB = 110°. (aug. 39)

I en triangel delar en av bisektriserna triangelns yta i tva delar, som forhalla sig till varandra som
2 : 3. Om denna bisektris utdrages, delar den omkretsen av den kring triangeln omskrivna cirkeln i
forhallandet 3 : 4. S6k triangelns vinklar. (ht 39)

En fyrhorning ABCD éir inskriven i en cirkel med radien 65 mm. Sidorna AB och AD é&ro lika
langa, diagonalen AC &r 104 mm, sidorna BC och CD férhalla sig som 11 : 21. Bestdm sidornas

langder. (aug. 40)
I en triangel ABC ar vinkeln A = 70°. Medianen till sidan AC forhaller sig till sidan AB som 5 : 4.
Berikna vinklarna B och C. (ht 40)

11 1
Flera fysikaliska formler (t. ex. linsformeln) kunna skrivas — + 3 = J—( D4 tva av storheterna a, b
a

och f aro kiinda, kan man bestimma den aterstdende genom att anvéinda ett s. k. nomogram. Detta
utgores hér av en triangel AOB, dér vinkeln O = 120° sidan OA = b, sidan OB = a samt léingden
av bisektrisen till vinkeln O = f. Visa, att

=4 vt 42
Nt (vt 42)
Vinkeln mellan de linjer, som i en romb forena en sidas mittpunkt med den mostdende sidans
andpunkter, ar 45°. Berdikna rombens vinklar. (aug. 42)

I en triangel ABC &r vinkeln C =:100° och CA : CB = 5: 3. Medianen till sidan AB utdrages, tills
den skir den kring triangeln ABC omskrivna cirkeln i D. Visa, att DB : DA = 5 : 3, och berikna
forhallandet mellan de delar, i vilka cirkelns yta delas av kordan CD. (ht42)

I en triangel dro tvé sidor 37,23 m och 48,31 m. Den ena av de mot dessa sidor stdende vinklarna
ar 4,68° storre &n den andra. Beréikna den tredje sidan och vinklarna i triangeln. (jan. 43)

Fran spetsen A i den likbenta triangeln ABC drages en rit linje, som delar toppvinkeln i tva olika
stora delar, o och . P4 denna linje 4r punkten D s beldgen, att vinklarna ADB och ADC éro lika
stora (= v). Visa, att storleken av vinkeln v 4r oberoende av « och §5. (jan. 43)

Tva trianglar ha lika stora ytor. Sidorna i den ena &ro 40 cm, 60 cm och 80 cm. Vinklarna i den andra
aro 40°, 60° och 80°. Berikna den minsta sidan i den senare triangeln. (vt 43)

I en likbent triangel bildar medianen till en av de lika stora sidorna en vinkel av 80° med denna
sida. Berdékna triangelns vinklar i det ena av de bada fall, som ar majliga. (ht 43)

Tvé réta linjer skéra varandra i punkten A under 40° vinkel. P4 den ena av linjerna ligga pa samma
sida om A tva punkter B och C, sd att AB = 16 cm och AC = 25 cm. Fran vilken punkt pa den andra
linjen ser man avstandet BC under storsta mdjliga synvinkel, och huru stor 4r denna? (vt 37)

15
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Pa en slatt ligger platsen A 2000 m rétt norr om platsen B. En sfirisk luftballongs centrum C
observeras fran A pa 30° hojd 6ver horisonten i ett vertikalplan, som goér en vinkel av 50° med
meridianen, fran norr &t 6ster rdknat. Fran B ar sistndmnda vinkel blott 40°. Berikna ballongens
ho6jd 6ver marken samt dess avstand fran A och B. (ht91)

Man har uppmétt avstdndet mellan tre punkter A, B och C p4 en horisontell sldtt och funnit
AB = 92,5m, BC = 60,1m, AC = 110,4m. I en punkt P, beldgen pa forlangningen av linjen
AB at B till, har man uppmitt vinkeln BPC, som befunnits vara 12,5°. Huru stort 4r avstandet
PC? (ht11)

Man odnskar bestimma avstandet fran en punkt A till en dérifran osynlig och oatkomlig punkt
B. Fran punkterna C och D pi en fran A utgiende rit linje ACD &r emellertid B synlig. Genom
métning finner man AC = 236,7m,CD = 215,9m, A ACB = 142°37", NADB = 76°13’. Berdkna
AB. (ht 13)

Fran ett skepp, som seglar fran séder mot norr, observeras tva fyrar rakt i vister. Efter en timmes
seglats synes den ena av dessa fyrar i sydvist, den andra i sydsydvist. Avstiandet mellan fyrarna ar
8 km. Berikna skeppets hastighet. (vt 19)

For att bestimma héjden av en bergstopp P har man uppmétt en baslinje AB = 198 m i sddan
riktning, att vertikalplanet genom AB gar genom P. Baslinjen &r ej horisontell, utan &ndpunkten B,
som &r nirmast P, ligger 8,4 m hogre dn A. Syftlinjerna AP och BP bilda vinklarna 25,7° och 31,8°
med horisontalplanet. Bestim h6jdskillnaden mellan-P-och B. (vt 36)

Fran en punkt P synas spetsarna av en flaggstang A och ett torn Birétlinje under hojdvinkeln 15,36°.
Om man hérifran avldgsnar sig 50 m i riktning fran tornet till en punkt Q med samma hdjdniva som
P och beligen i samma plan som A, B och P, synas spetsarna av A och B under héjdvinklarna 6,38°
resp. 12,52°. Beridkna hérav avstindet mellan flaggstangen och tornet. (vt 37)

Ett fartyg A gick med 20 knops fart i jostnordostlig riktning. D& man ombord pa A siktade en
hamn i sydostlig riktning p& 15 nautiska mils avstand, s&g man ett skepp B ldmna densamma. Det
senare fartyget hade en hastighet av 16 knop: Efter en halvtimmes foérlopp, under vilken tid de bada
fartygen nirmat sig varandra, lago/de i rét linje med hamnen. Bestdm B:s kurs och dess avstand till
A vid det senare tillfillet. 1 knop'= 1 nautisk mil per timme. (vt 40)

Fran en punkt pa land iakttogs med vinkelinstrument en stor &ngare, som bogserades. Dess lingd
var 100 m. Forsta observationen gjordes kl 10. Efter 6 min hade synlinjen till &ngarens for vridit sig
30°. Vid detta tillfille konstaterades, att baten fran for till akter upptog en synvinkel av 3°. Genom
fortsatta observationer faststélldes det 6gonblick, d4 den ndmnda synlinjen vridit sig ytterligare
30°, vilket intraffade k1 10:15. Hur manga knop gjorde dngaren, om den antages rora sig med
konstant hastighet och utan kurséndring? 1 knop = 1852 m/tim. (Andrat.) (ht 40)

Shetlandsdarnaligga pa 60° nordlig latitud och 1° vistlig longitud. Galapagosdarna ligga pa ekvatorn
och pa 91° vistlig longitud. Jorden antages vara en sfir med omkretsen 4000 mil. Hur stort &r det
kortaste avstandet lings jordytan mellan dessa 6grupper (d.v.s. avstindet lings den storcirkel, som
gar genom dem)? (jan. 38)

Los Angeles och Osaka ligga pa ungefiir samma geografiska bredd, 34,5° N. Longituderna for de
bada stdderna dro 117,5° V respektive 134,5° O. Berdkna det kortaste avstdndet mellan orterna a)
utefter parallellcirkeln, b) utefter jordytan, d.v.s. utefter storcirkeln genom orterna. Jorden betraktas
som en sfir med omkretsen 4000 mil. (jan. 41)
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Trigonometriska ekvationer och teorem

182. Los ekvationen cosx = 2(1 + cos 2x) sin x. (vt 09)
183. Los ekvationen 1+ cosx + cos2x + cos3x = 0. (ht 15)
184. Los ekvationen sinxcosx = sinx + cosx. (vt 17)
185. Los ekvationen sin3x + sin2x = 3sinx. (vt 19)
186. Los ekvationen sinx + cosx = —. (vt 21)

V2

187. Angiv alla l6sningar till ekvationen

X 3x
sinx + sin2x + sin3x = 4 cos 3 COS X COS > (ht 24)

188. Los ekvationen 1+ cosx + cos2x + sinx + sin2x = 0. (vt 25)

189. Visa, att man kan bestimma ett sifferviirde pa a s, att likheten
sin(60° — x) - sinx - sin(60° 4 x) = a - sin 3x

giller for alla vinklar x. (vt 25)

190. Bestam alla vinklar x, som satisfiera ekvationen
2sin2x +2 =tanx + cotx. (vt 26)
191. Bestam alla de vinklar x, som satisfiera ekvationen
cos 2x + cosx = sin2x + sin x. (ht27)
192. Bestam alla de vinklar x, som satisfiera ekvationen
sin x.-tan 2x = 4cos x - sin 2x — cos x. (vt 28)
193. Bestam alla de vinklar x, som satisfiera ekvationen
sin2x—-sinx+1-cosx =0. (ht 28)
194. Bestam alla vinklar x, som satisfiera ekvationen
3tanx + 2tan2x — 3cotx = 0. (ht 29)

195. Los ekvationen ) )
sin(gx - 45°) + cos(gx + 45°) =0 (ht 30)

196. Bestam alla vinklar x, som satisfiera ekvationen

sin 3x - sin4x = cos 4x - cos 5x. (vt 31)
197. Los ekvationen cot3x + 3cotx +tanx = 0. (vt 35)
198. Los ekvationen cot2x + cot?x = 1. (aug. 35)

199. Vilka viarden antager funktionen f(x) = sin2x+2 sin x for de virden pa x, som satisfiera ekvationen

cos2x +2sinxcosx = 0. (jan. 36)

17
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200. Bestam alla vinklar x, som satisfiera ekvationen
2 .23
cos® x —sin” = 5(1 + tan x). (ht 36)
201. For vilka spetsiga eller trubbiga vinklar géller olikheten
4 +2cos2x—5sinx > 0? (ht 39)
202. Lo6s ekvationen
sin 3x . .
+ 2tanx + cotx = 6sin2x. (jan. 40)
cos x
203. Los ekvationen
cospx + cos(p —2)x = 2cos x - cos(p + 1)x,
dér p &r en konstant. (vt 40)
204. Los ekvationen 4cosxcos2x = 1. (aug. 40)
205. Los ekvationen  sin(3x — 180°) cos(270° — x) = % (ht 40)
206. Los ekvationen
cos4dx + 2sin2xcosx +2cos2x +1 = 0. (jan. 41)
207. Ekvationen tan x — tan2x = asinx, dir a dren konstant, satisfieras avx = 60°. Bestim samtliga
vinklar, som satisfiera ekvationen. (vt41)
208. Los ekvationen  sinxsin3x + cos2x = 1. (ht41)
209. Los ekvationen sin4x = 4 cosx. (vt 42)
210. Los ekvationen  sin* x + cos* x = sin 4x + cos4x. (aug. 42)
211. Los ekvationen sinx + cosx = 2 cos 2x. (ht42)
212. Lo6s ekvationen
(cos x + cos 2x.+ cos 3x)? + (sin x + sin 2x + sin 3x)? = 1. (jan. 43)
213. Los ekvationen V2 + 2cosx =/tan x. (vt 43)
214. Los ekvationen 2sin3x—3cos3x =1. (aug. 43)
215. Visa, att man kan bestimmassadana virden pa konstanterna 4, b och ¢, att likheten
(1 + cos x)(1 + sinx) = (a + b cos x + ¢sin x)? giller for alla virden pa x. (ht 43)
216. Los ekvationssystemet
1
tanx = - tan
2 Y (ht 20)
x+y=30°
217. Lbs ekvationssystemet
cosx 3
cosy 4 o (vt 22)
cos(x —y) = 7
218. Tva vinklars summa &r 130° och deras sinus forhalla sig till varandra som 3 till 2. Vilka &ro dessa

18

vinklar?

(vt 30)
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L6s ekvationssystemet

tanx + coty = —i (maj 36)
cotx +tany = 2.
Los ekvationssystemet
. . 3
sin3x + sin3y = 17
. ' 1 (vt 37)
sinx +siny = -.

I en ratvinklig triangel kénner man ldngderna av hypotenusan BC = 3 m och det stycke BD = 2m

av vinkelns B:s bisektris, som ligger inom triangeln. Berékna vinkeln B och kateterna. (vt 08)
I en triangel ABC ar vinkeln B 3 ganger sa stor som vinkeln C. Sidan BC delas i forhallandet 1 : 5 av
tangeringspunkten for den inskrivna cirkeln. Sok vinklarna B och C. (vt 10)
I en likbent triangel ar cosinus for vinkeln vid spetsen 3 ganger sa stor som cosinus for vinkeln vid
basen. Hur stora aro vinklarna? (vt 12)
I en triangel 4r en sida 5 m, en annan 8 m och den mellanliggande vinkeln = «. Om « vore 24°37’
storre, skulle triangelns ytinneh4ll vara 4 m? storre. Hur stor ar vinkeln a? (ht 16)
I en triangel ABC dr sidan AB = 3748 cm, sidan BC = 5927 cm och vinkeln B dubbelt s& stor som
vinkeln C. Berikna vinklarna i triangeln. (ht 19)

Fran tva orter, vilka ligga rétt i norr och séder fran varandra med en breddskillnad av 8°54’,
observeras en meteor i det 6gonblick, d& den befinner sig mellan dem och i deras meridianplan.
De hojdvinklar, pa vilka meteoren da synes fran de bada orterna, befinnas vara 9°30” och 14°20’.
Beridkna hiarur meteorens hojd 6ver jordytan:Jorden antages sfirisk och dess radie = 6370 km.

(vt 30)
I en triangel ABC é&r vinkeln A dubbelt s stor som vinkeln B. Bestim den mot vinkeln A stiende
sidan som funktion av triangelns bada gvriga sidor. (ht 30)

I en cirkel &r inskrivet ett parallelltrapets, i vilket tre sidor dro lika langa och var och en av dem
dubbelt s& 1ang som den fjirde sidan:Berédkna de medelpunktsvinklar, som trapetsets sidor upptaga,
samt trapetsets yta, da cirkelns radie ar 1,6 dm. (ht 33)

Den kring en triangel omskrivna cirkelns radie &r lika med aritmetiska mediet mellan tva av sidorna
och pa samma gang lika med dubbla medelproportionalen till dessa sidor. Berikna den vinkel
sidorna i friga omsluta. (jan. 36)

I triangeln ABC ar M mittpunkten av BC. AB ar dubbelt sa 1ang som AC, och vinkeln CAM &r tre
ganger sa stor som vinkeln BAM. Berikna vinkeln BAC. (aug. 36)

ABCD ér en i en'cirkel inskriven fyrhérning. AB ar 8,1 dm och AD 6,8 dm. Diagonalen AC bildar
med AB vinkeln 24,3° echmed AD vinkeln 52,6°. Berdkna AC. (aug. 36)

Pa periferin till en given cirkel avséttes bagen AB = 90°. En punkt B; pa denna bage sammanbindes
med B, och parallellt med BB, drages kordan AA;, varvid den mellan dessa kordor liggande delen

av cirkeln blir é av hela cirkelytan. I vilket férhallande delas bigen AB av punkten B;? (ht 36)

I en triangel &r en vinkel 75° och den didremot stdende sidan 2 dm. Beriikna forhallandet mellan de
delar, vari denna sida delas av den mot densamma dragna héjden, om denna ér 1 dm. (ht 37)

I en cirkel med radien r ar inskrivet ett parallelltrapets som har tre lika l4nga sidor. Vardera
diagonalen &r § av cirkelns diameter. Bestim parallelltrapetsets yta. (jan. 38)

I en triangel ABC ar forhallandet AB : AC = 2 : 3. Vinkeln A 4r dubbelt s stor som vinkeln B.
Ber#kna triangelns vinklar. (vt 38)

19
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I triangeln ABC &r AB = a, AC = 2a och vinkeln A = 90°. Punkten P &r bel4gen inom triangeln, sa
att vinklarna APB, BPC och CPA éaro lika stora. Bestdm lingden av PA samt de vinklar, som PA
bildar med kateterna. (vt 38)

I parallelltrapetset ABCD, diar AB &r parallell med CD, ar DA = 5cm, AB = 4cm och BC = 3 cm.
Vinkeln BCD ir tre ganger sa stor som vinkeln BAC. Berékna vinklarna i parallelltrapetset.

(jan. 40)
I en triangel ABC é&r vinkeln C = 120°. De vid sidorna AC och BC vidskrivna cirklarnas radier
forhalla sig som 5 : 9. Bestam triangelns vinklar. (aug. 40)

I triangeln ABC forhaller sig vinkeln B till vinkeln C som 2 : 3. Fran A dragas bisektrisen samt
medianen till den motstadende sidan. Avstindet mellan deras skdrningspunkter med sidan BC utgor

% av denna sidas langd. Bestdm triangelns vinklar. (aug.41)

I en triangel ABC ar vinkeln A dubbelt sa stor som vinkeln B och sidan BC dubbla medelproportio-
nalen till de 6vriga sidorna. Berékna triangelns vinklar. (jan. 42)

Itvalikbenta trianglar 4ro benen lika stora och forhallandet mellan baserna 3 : 8. Vinkeln vid spetsen
ariden ena triangeln tre ginger sa stor som i den andra, Berdkna trianglarnas vinklar. (aug. 43)

Bestédm vinklarna A, B, C i en triangel, ifall

2sinA+sinB=2sinC =0 och
sin A+ 3sinB —-3sinC =0. (ht 22)

Mellan vinklarna A, B, C i en triangel bestar foljande relation

sin A+sin(C - B)
cos(C — B)

cotB =

Bevisa, att triangeln ar ratvinklig. (vt 25)

Visa, att i varje triangel ar
asinA — bsin B = csin(A - B),

om a, b och ¢ dro motstaende sidor till resp. A, B och C. (vt 36)

En triangels vinklar &ro «, 5, y. De punkter, i vilka triangelns bisektriser rdka den kring triangeln
omskrivna cirkelns periferi, forenas medelst rita linjer, varvid en ny triangel uppkommer. Visa,
att forhallandet mellan ytan av den ursprungliga och ytan av den silunda bildade triangeln &r
a By .
8 sin > sin 2 sin > (jan. 39)
En triangel, vars sidor &ro a cm, b cm och c cm (a > b > ¢), ar s& beskaffad, att om dess hojder tagas
till sidor i en ny triangel, sa blir denna likformig med den givna triangeln och far héilften sa stor yta.
Visa, att sidan b dr medelproportional till 2 och c och att dess motstiende vinkel &r 45°. Berdkna
triangelns dvriga vinklar. (vt 39)

I en triangel inskrives en cirkel, och i denna cirkel inskrives en med den forra likformig triangel.
Visa, att forhallandet mellan motsvarande sidor i den in- och omskrivna triangeln ar

A B
4sin — - sin — - sin —,
2 2 2

dir A, B och C &ro vinklarna i trianglarna. (aug. 39)
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A B C
248. En triangels vinklar 4ro A, B och C. Visa, att om cot X cot > och cot o) bilda en aritmetisk serie, sa

4 tA tC—3 ( 41)
ar cot — cot 5 = 3. aug.

249. Iencirkel med 65 cm radie &r en fyrhérning ABCD inskriven. Sidorna AB, BC och CD é&ro i ordning
66 cm, 78 cm och 50 cm. Visa, utan att anvinda tabell, att cirkelbdgen ABCD é&r en halvcirkel.

(jan. 42)
Stereometri
250. ABCD ér en parallellogram och P en punkt vilken som helst. Visa att
—2 —2 —2
PA +PC -PB -PD
ar oberoende av P:s ldge. (vt 18)

251. Givna &ro tva réta linjer i rummet, som icke skéra varandra. P dr.en rorlig punkt pa den ena, Q en
rorlig punkt pa den andra linjen. Visa att orten fér mittpunkten av ritalinjen PQ drett plan. (vt 18)

252. ABCD éar en tetraeder. Genom AD légges ett plan, som delar vinkeln mellan planen BAD och CAD
mitt itu och tréaffar BC i E. Bevisa, att BE : CE = AABD : AACD. (vt 81)

253. Fran en punkt O utga tre begrénsade rita linjer OA, OB och OC s4, att de tva och tvd med varandra
bilda en rit vinkel. Deras ldngder &ro i ordning 3, 4, och'5 dm. berékna vinkeln mellan planet ABC

och planet OAB. (ht 27)
254. I en fyrsidig pyramid med kvadratisk basyta &ro baskanterna 10 cm och sidokanterna 13 cm. Be-
rikna vinkeln mellan tvi varandra skidrande sidoytor pa pyramiden. (vt 28)

255. Basytanien pyramid 4r en regelbunden sexhérning ABCDEF. Hojden fran pyramidens topp O mot
basytan rakar denna i dess medelpunkt och ar dubbelt s& stor som sexhdrningens sida. Beréikna
cosinus for vinkeln mellan de plan, som innehélla sidoytorna OAB och OCD. (ht 31)

256. 1 en tresidig pyramid dr basen en vid A ratvinklig triangel. De tre fran toppen D utgaende kantlin-
jerna &ro lika ldnga. Vidare drwvinkeln ADB = 30° och vinkeln ADC = 60°. Berdkna vinkeln mellan
sidoytorna ABD och ADC. (ht 34)

257. 1 en rit stympad pyramid &re basytorna liksidiga trianglar, vilkas sidor forhalla sig som 2 : 3.
Sammanbindningslinjen mellan den 6vre (mindre) basytans mittpunkt och mittpunkten p4 en kant
i den nedre basytan bildar en vinkel av 60° med sistndmnda basyta. Berékna vinkeln mellan tvi
sidoytor pa den stympade pyramiden. (aug. 38)

258. O ir spetsen i en regelbundenfyrsidig pyramid OABCD, i vilken alla kantlinjerna &ro lika. Berdkna
vinkeln («) mellan sidoplanet OAD och den ritalinje, som gar genom mittpunkterna pa kantlinjerna

BC och OC. (aug. 39)
259. I enregelbunden pyramid med kvadratisk basyta 4r vinkeln mellan tvi nérliggande sidoytor 120°.
Berdkna vinkeln mellan en sidoyta och basytan. (jan. 40)

260. Ienregelbunden tresidig pyramid férhaller sig en sidokant till en baskant som 3 : 2. Bestdm vinkeln
mellan en sidokant och basytan samt vinkeln mellan en baskant och en av sidoytorna. (aug.41)

261. Hojdenienregelbunden tresidig pyramid ar héilften s& stor som baskanten. Berékna vinkeln mellan
tva sidoytor. (ht41)
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ABCD é&r basyta i en kub och E ett av kubens horn sa beléget, att AE ar diagonal i kuben. Man kan
da finna en punkt P pa4 AE och en punkt Q pa basytans diagonal BD, sa att linjen PQ blir vinkelrét
savil mot AE som mot BD. Sok laget av P och Q. (aug. 42)

ABCD ar enregelbunden tetraeder. Ett med begransningsytan ABC parallellt plan skér kantlinjerna
DA,DBoch DCi A’, B’ och C’ respektive. D’ &r mittpunkten i triangeln ABC. Vinkeln mellan tvi
genom D’ gdende sidoytor i tetraedern A’B’C’D’ ar 120°. 1 vilket forhallande delas kantlinjerna
DA, DB och DC av planet A’B’'C’? (ht42)

AB och CD éro tva kantlinjer i en regelbunden tetraeder, vilka inte rakas. Tetraederns kantlinje har
langden a. P4 AB har man tagit punkten P s§, att AP = %a, och pa CD punkten Q s&, att CQ = Ea.
Berékna strackan PQ. (ht 28)

Ien tresidig pyramid ABCT é&r basytan ABC en liksidig triangel:De tre fran T utgiende kantlinjerna
aro lika l4nga och var och en dubbelt s& l1ang som AB. Ett plan skir kantlinjen TAi A’ sd,attTA" = }1
av T A, samt samt kantlinjerna TB och TC i punkterna B/ och C’ resp. sd, att TB’ = TC’ = 3T A’.
Berékna vinkeln B’ A’C+ i den triangel A’B’C’, som planet utskér av.pyramidens sidoytor. (vt 33)
I en regelbunden tresidig pyramid &r varje baskant = a och varje sidokant = b. Bestdm avstindet
mellan mittpunkten av en baskant och mittpunkten av motstadende sidokant. (aug. 36)

I en ratvinklig parallellepiped &r diagonalen 7 cm: Sidoytorna forhélla sig som 1 : 2 : 3. Berdkna
kantlingderna. (ht 38)

ABCD é&r en av begrénsningsytorna till en parallellepiped. Kantlinjerna AA;, BBy, CCy, DD; skéras
av ett plan i punkterna A,, B,, C, respektive-D,. Vidare &r AA, = a,BB, = b, CC, = ¢,DD, = d.
Bevisa,atta+c=0b+d. (aug. 40)

I en pyramid dr basytan en liksidig triangel, och de tre fran spetsen utgdende kantlinjerna &ro lika
langa. Det kring pyramiden omskrivna klotets radie ar tva tredjedelar av pyramidens h6jd. Bestdm
de vinklar, som baskanterna bilda med sidoytorna. (aug. 37)

Genom spetsen av en liksidig kon drages en rit linje /, som bildar 45° vinkel med konens axel.
Berikna vinkeln mellan de tangentplan till konen, som gi genom /. (vt 39)

Fran en kub, vars kant &r a, bortskéras de atta hérnen av atta plan, av vilka vart och ett gar genom
mittpunkterna av/de tre sidoytorav kuben, som sammanstdta i samma hoérn. Hur stor ar den
aterstiende solida figurens yta? (ht 08)

En trekantig pyramid, som till bas har en liksidig triangel, har de tre sidokanterna av lika ldngd.
Berikna forhallandet mellan bottenytan och en av sidoytorna, da sidoplanen skira varandra under
rata vinklar. (ht12)

Sok volymen av den pyramid, som bortskéres fran en regelbunden oktaeder med kantlingden a
genom ett plan, vilket innehéller en av oktaederns kanter och skér tva andra mitt itu. (ht 23)

I en regelbunden tresidig pyramid hava sidoytorna toppvinkeln a, och l&ngden av var och en av de
dar ihopstotande kanterna dr = 1. Uttryck pyramidens volym sasom funktion av a. (ht 24)

Kantlinjen i en kub har ldngden 4. Man bortskéir kubens hérn pé sé sitt, att vid vart och ett av
hérnen bortskéres en pyramid genom ett plan, som gar genom mittpunkterna av de tre kantlinjer i
kuben, vilka utga fran hornet i friga. Beréikna volymen och ytan av den kropp, som aterstar, sedan
pa detta sétt alla kubens hérn bortskurits. (vt 27)
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En kub har kantlinjen a. Genom vart och ett av dess hérn lagges ett plan, som &r parallellt med
planet genom &dndpunkterna av de tre kantlinjer i kuben, vilka utgé fran hornet i friga. Dessa paln
begriansa en kropp, vars yta och volym skola beréknas. (vt 29)

Ienregelbunden fyrsidig pyramid ha alla sidoytorna tillsammans nio ganger sé stor yta som basytan.
Genom ett med basen parallellt plan avskéres en toppyramid s4, att totala ytan hos den aterstaende,
stympade pyramiden ir 0, 8 av den ursprungliga pyramidens totala yta. Hur stor 4r den stympade
pyramidens volym jimford med den ursprungliga pyramidens volym? (vt 31)

En pyramid har till bas en rektangel ABCD. Dess spets O ligger rakt 6ver basytans mittpunkt.
Genom kantlinjen AB lagges ett plan, som gar genom mittpunkten av kantlinjen OC. Detta plan
delar pyramiden i tvenne delar. Berikna forhallandet mellan dessa‘delars volymer. (vt 32)

I en oregelbunden tetraeders sidoytor dragas medianerna. Deras skdrningspunkter med varandra i
resp. sidoytor tagas till hérn i en ny tetraeder. Visa, att de bada tetraedrarnas sidoytor bliva parvis
parallella och likformiga, samt bestim férhallandet mellan tetraedrarnas volymer. (ht 33)

Omkring en given kub, vars kant 4r = g, dr en regelbunden kvadratisk pyramid omskriven s, att
fyra av kubens horn ligga i pyramidens bottenyta, medan de 6évriga ligga pa var sin av pyramidens

sidokanter. Bestdm pyramidens hdjd, da dess volym &r = §a3. (aug. 35)

Ur en réatvinklig parallellepiped, vars kantlinjer &ro resp. 4, 5 och 7 cm, avskéres en trekantig
pyramid genom ett plan, lagt genom tre av parallellepipedens hérn. Angiv denna pyramids volym
och dess fyra hojder. (maj 36)

En regelbunden pyramid och en rédtvinklig parallellepiped ha bada kvadratisk basyta. Parallell-
epipedens ena basyta giar genom pyramidens spets, och.den andra ligger i pyramidens basyta.
Parallellepipedens sidokanter skéra pyramidens sidokanter mitt itu. Hur stor del av pyramidens
volym ligger inuti parallellepipeden? (vt 40)

Av en pyramid, vars hojd 4r 12 cm och basyta 48 cm?, skall genom tva med basytan parallella
plan utskéras en skiva med tjockleken'3 em och volymen 31 cm3. Berikna planens avstand fran
pyramidens topp. (vt41)

En kub och en regelbunden oktaeder genomtrénga varandra pé s sétt, att varje kantlinje i kuben
skéires mitt itu av en av oktaederns kantlinjer, vilken sjélv halveras i skirningspunkten. De utanfor
de bada kropparnas gemensamma del belégna delarna av kuben ha tillsammans volymen v;, medan
motsvarande delar av oktaedern tillsammans ha volymen v,. Bestim férhallandet mellan v; och
Us. (vt42)

En rit kon, vars h6jd ér & och vars mantel med bottenplanet gor en vinkel = a, skéres av ett med
basen parallellt plan s, att den stympade konens hela yta ar lika med den ursprungliga konens
mantel. Pa vilket avstdnd fran toppen ligger det skiirande planet, och for vilka virden pa « &ar
uppgiften mojlig? (vt97)

En rak kons toppvinkel &r rat. Vad &r férhallandet mellan volymerna av konen och den déri inskrivna
kuben? (vt 03)

Visa, att volymerna av de dubbelkoner, som uppst, da en triangel roterar kring var och en av sina
sidor, 4ro proportionella mot dessa sidors inverterade vérden. (vt 06)

I ett koniskt kirl med spetsen nedat ifylles kvicksilver och ovanpa detta en lika stor vikt vatten.
Hur forhaller sig vattnets hojd till kvicksilvrets? Kvicksilvrets specifika vikt dr 13,6. (ht11)

Vilket 4r forhallandet mellan basytorna till en stympad kon, ifall dess buktiga yta delas i tva lika
stora delar genom ett plan, som skir den stympade konens hdjd i forhéllandet 1 : 2? (vt 12)
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En pelare, som har formen av en rit cirkulér cylinder med radien % m, star pd marken och belyses
fran en punktformig ljuskélla, vars avstand fran pelarens axel 4r 2 m. Hur stor del av pelarens buktiga
yta synes belyst, d& den betraktas fran en punkt, som ligger lika h6gt 6ver marken som ljuskéllan
och vars avstind fran pelarens axel och fran ljuskéllan 4ro respektive 3 m och 4 m? (vt 17)

En rit cirkuldr kon skéres av ett med basytan parallellt plan, vars avstand fran basplanet 4r 2 m. Den
sa uppkomna stympade konens volym ar = 36 m?, och dess bada basytor férhalla sig till varandra
som 5 : 3. Hur stor &r den ursprungliga konens toppvinkel? (vt 24)

Tva réta koner ha gemensam basyta. Den ena konens hojd &r fyra ganger sa stor som den andras,
och dess toppvinkel dr hélften av den senares. Sok férhallandet mellan deras mantelytor. (ht 36)

Om en likbent triangel roterar kring h6jden mot basen eller kring en av de lika sidorna, uppkomma
tva olika rotationskroppar. Bestdm triangelns toppvinkel, om forhallandet mellan volymerna av
den forra och den senare rotationskroppen ar1 : 3. (ht 37)

Pa ett plan ligga tre sfirer, vilkas radier 4ro 3 dm och som tangera varandra dmsesidigt. Ovanpé
dem ligger en fjirde lika stor sfir, som tangerar de tre. En rit kon tangerar alla fyra sfarerna, de tre
forra med bade basen och manteln, den fjirde endast med manteln. Berikna mantelns yta. (ht 03)

Genom tre mot varandra vinkelrdta diametralplan delas en sfir i tta s. k. "oktanter” I en av
dem &r en sfiar inskriven. Berdkna férhallandet mellan oktantens och den sistndmnda sfiarens
volymer. (vt 04)

En sfir delas av ett plan i tva segment, vilkas buktiga ytor férhalla sig till varandra som m till #;
huru forhalla sig till varandra segmentens volymer? (vt 07)

Den nordamerikanska staten Colorados omrade &r begrénsat av tva parallellcirklar p4 respektive
37° och 41° nordlig latitud och av tvd meridianbagar pa respektive 102° och 109° vistligt longitud.
Hur stort ir statens ytinnehall, om jorden antages sfarisk och dess omkrets 4r 40 000 km??  (ht 14)

En reguljir tetraeder med kantlinjen s delas mitt itu medelst ett plan genom en av kantlinjerna, vari-
genom uppkomma tva oregelbundna tetraedrar. Hur stor ir radien till den sfir, som kan omskrivas
kring en av dem? (ht 15)

Genom ett plan, som gar genom mittpunkten av en radie i en sfir vinkelritt mot radien, ir sfiren
delad i tva segment, och i det mindre av dessa ar en kub inskriven. Hur stor &r kuben i forhéllande
till det nimnda segmentet? (ht 18)

En dubbelpyramid, bildad av tvd p4 samma basyta stdende, men at motsatta hall riktade tetraedrar,
har var och en av alla nio kantlingderna = s. Bestim den inskrivna sfarens radie. (ht 20)

I en rit cirkuldrkon med bottenradien r 4r inskriven en sfir, vars yta ar = § av konens mantelyta.
Berikna konens héjd. (ht21)
Huru langt fran medelpunkten till en sfir med radien » bor en punkt ligga, for att den buktiga yta,

som alstras av de fran punkten till sfaren dragna tangenterna, skall hava samma ytinnehall som
sfiaren? (vt 22)

En sfir ar inskriven i en stympad reguljar fyrsidig pyramid, vars volym 4r dubbelt s stor som
sfarens. Hur stor 4r den stympade pyramidens hela yta i forhallande till sfarens yta? (vt 23)

Medelpunkten till ett klot med radien 4 m ir beldgen p4 ytan av ett klot med radien 6 m. Berédkna
volymen av den for de bada kloten gemensamma linsformiga kroppen. (ht 23)

En klotskiva 4r 2 cm tjock. Radierna till de parallella smacirklar, som begréinsa den, ir 6 cm och
8 cm. Berédkna klotskivans totala yta. (ht 24)




“GY_problem_1" — 2016/6/6 — 19:54 — page 25 — #29

gymnasieproblem Stereometri

306.

307.

308.

309.

310.

311.

312.

313.

314.

315.

316.

317.

318.

319.

320.

En rét cirkuldr stympad kon ar omskriven kring en sfir. S6k forhallandet mellan sfirens volym och
den stympade konens volym, om konens buktiga yta 4r dubbelt s& stor som sfiarens yta. (ht 24)

En rat cirkuldr kon, vars sida dr lika med basytans diameter, och en rét cirkular cylinder 4ro
omskrivna kring en sfir. Visa, att de tre kropparnas volymer forhélla sig till varandra sdsom deras
ytor. (vt 25)

En rat cirkulér kon har sin topp pa ytan av ett klot, och dess axel gar genom klotets medelpunkt.
Hur stor skall toppvinkeln i konen vara, for att dess mantelyta (som ténkes obegrinsat utdragen)
skall dela klotets volym i tva lika stora delar? (vt 26)

I en pyramid 4r basytan en liksidig triangel, och de tre fran toppen utgédende kantlinjerna aro
lika langa. Det i pyramiden inskrivna klotets radie &r en tredjedel av pyramidens hojd. Berdkna
forhallandet mellan en kantlinje i basytan och en av de frin toppenutgiende kantlinjerna. (ht 26)

En rét cirkuldr kon ar given. Ett klot har sin medelpunkt i konens topp och tangerar konens basyta.
Hur stort maste forhallandet mellan bottenradien och héjden i den givna konen vara, for att klotets
yta skall dela konen i tvi delar med lika stora volymer? (vt 28)

I ett sfariskt segment har man inskrivit ett klot, som tangerar segmentets buktiga yta i en punkt
samt dess plana yta i dennas medelpunkt. Det inskrivna klotets volym &r en sjittedel av segmentets
volym. Berdkna forhallandet mellan det inskrivna klotets yta och segmentets totala yta.  (ht 28)

En cirkel har medelpunkten O. Fran en yttre punkt A drages en tangent till cirkeln; tangerings-
punkten &r B. D4 figuren roterar kring (den utdragna) linjen OA, s& alstras av cirkeln ett klot och
av triangeln OAB en dubbelkon. Hur stort 4r avstandet AO (uttryckt i cirkelns radie 7), om denna
dubbelkon har halva sin volym utanfor klotet? (vt 29)

Ett klot och en kub ha samma medelpunkt. Hilften av klotets yta ar utanfér kuben. Hur stor del av
klotets volym befinner sig utanfér kuben? (ht 29)

Ett halvklot 4r inskrivet i en rit cirkular kon, sa att det férras plana grénsyta faller utefter konens
basyta. Berékna forhallandet mellan kropparnas volymer, om konens sida ir 2,5 gdnger sa stor som
halvklotets radie. (ht 32)

AOB ér en cirkelsektor, dir OA och OB éro de radier, som tillsammans med bagen AB begrinsa
sektorn. Medelpunktsvinkeln AOB &r mindre &n 120°. Sektorn roterar ett varv kring en genom O
gaende, i sektorns plan beldgen axel, som med bisektrisen till vinkeln AOB bildar 60°. Hur stor
skall vinkeln AOB vara, for att den vid rotationen alstrade kroppen skall f4 en volym, som &r en
tredjedel av volymen av ett klot med samma radie som sektorn? (ht 32)

Den plana begrinsningsytan av ett halvklot med radien r ir bas i en rét cirkulédr kon, som skéir
halvklotet s, att % av halvklotets buktiga yta faller inom konen. Berdkna konens volym. (ht 33)

Ett klot skéires med tva parallella plan. Dérvid delas dess yta i tre delar, som, tagna i sddan ordning
att den mellan planen beldgna delen blir den minsta, forhalla sig som 2 : 1 : 3. Berdkna férhallandet
mellan de tre delarnas volymer. (vt 34)

Tva klot, det ena med 10.cm,.det andra med 7,5 cm radie, skiira varandra sa, att den del av den
mindre sfiren, som ligger utanfor den storre, blir en konkavkonvex lins, vars storsta tjocklek ar
1 cm. Beridkna linsens volym. (ht 34)

Pa etthorisontellt bord ligga fyra klot, vartdera med radien 8 cm, ordnade s4, att deras medelpunkter
bilda en kvadrat med sidan 16 cm. Ovanpé dessa klot ldgges ett femte, som tangerar de fyra och
vars radie dr 25 cm. Hur hégt 6ver bordet ligger dess medelpunkt? (vt 35)

En rat cirkulér kon har sin topp pé ytan av ett klot, och dess axel gar genom klotets medelpunkt.
Konens mantelyta (som tinkes obegrinsat utdragen) delar klotets yta i tva delar, si att den del, pa
vilken konens topp ar beldgen, dr dubbelt s stor som konens innanfor klotet beldgna mantelyta.
Berdkna forhallandet mellan de delar, i vilka klotets volym delas genom konens mantelyta. (vt 35)
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I ett klot med radien r ar en regelbunden tresidig pyramid inskriven, vars sidokanter &ro dubbelt
sa ladnga som baskanten. Bestdm baskantens lingd. (aug. 35)

Iett klot gores en utborrning, vars grinsyta dr mantelytan till en kon med toppen i klotets medel-
punkt och toppvinkeln = 80°. Sedan fortséttes utborrningen, tills grinsytan blir mantelyta i en
kon med samma bascirkel och samma axel som den forsta men med toppen mitt emellan klotets
medelpunkt och yta. Berdkna forhéllandet mellan volymerna av de delar, som borttages andra och
forsta gangen. (ht 35)

Fran en punkt, som ligger lodrétt 6ver medelpunkten till ett klot med radien r, 14gges en tangentkon
till klotet. Punktens avstand fran klotets medelpunkt ar 4. Volymen mellan klotets 6vre yta och
konens mantelyta delas i tva delar av det plan, som tangerar klotetidess hégsta punkt. Visa, att
delarnas volymer forhalla sig till varandra soma : r. (vt 36)

I en rit cirkulér kon &r forhallandet mellan mantelytan och basytan = 4. Huru forhaller sig konens
volym till volymen av det inskrivna klotet? (jan. 37)

En rét kon, vars toppvinkel dr 49°40’, 4r omskriven kring en sfiar. Vad dr forhallandet mellan konens
och sfarens volymer? (vt 37)

Hornpunkterna till en triangel dro (0; 0), (+4; 0) och (0;/+6). En sfir vars radie ar 7 lingdenheter
och vars medelpunkt ligger ovanfor triangelns plan, gar genom triangelns horn. Berékna volymen
av den del av sfiren, som ligger under triangelns plan. (vt 38)

I en rit cirkular cylinder med bottenradien 25 cm lagger man forst tva lika klot med radien 12 cm
pa bottnen, sa att de tangera savél varandra som cylinderns botten- och mantelyta. Utan &ndring
av dessa klots l4gen ldgger man i cylindern dnnu ett klot av samma storlek, som tangerar de bada
forra och cylinderns mantelyta samt ligger sa langt ned som mdgjligt. Da slutligen ett plant lock
palégges, visar sig detta tangera det 6versta’klotet. Sok eylinderns hdjd. (ht 39)

En sfirisk sektor, som &r mindre &n en halvsfir, kan uppdelas i ett sfariskt segment och en kon.
Foérhallandet mellan volymerna av dessa delar, tagna i nyss ndmnd ordning, 4r 5 : 3. Bestim
forhallandet mellan sektorns sfiriska och koniska ytor. (vt 40)

I en rét cirkuldr kon &r hojden lika stor som basdiametern. Ett klot ligger s4, att konens hojd utgor
diameter i detsamma. Bestdm forhallandet mellan de delar av klotet, som ligga innanf6r och utanfér
konen. (ht 40)

I en rit cirkulér kon, dir bottenytans radie 4r 6 cm och héjden 8 cm, ar ett klot inskrivet. Detta
tangeras av ett plan, som &r parallellt med konens bottenyta. Sok forhallandet mellan volymerna av
den avskurna toppkonen, klotet och hela konen. (aug.41)

En halvsfar och en regelbunden fyrsidig pyramid tdnkas placerade pad samma plana underlag.
Pyramidens basytaédr omskriven kring halvsfirens plana yta. Pyramidens kanter 4ro alla lika langa.
Hur stor del av halvsfirens volym faller utanfér pyramiden? (jan. 42)

Volymen av en/sfirisk sektor ar cav hela sfiarens volym. I sektorn inskrives en ny sfir, sa att den

tangerar savil sektorns sfiariska yta som dess koniska yta. Hur stor del av den ursprungliga sfirens
volym utgor volymen av den nya sfiren? (vt 42)

Ett klot skéres av ett plan i'tva delar, vilkas totala ytor forhalla sig som 5 : 8. Berdkna forhallandet
mellan delarnas volymer. (jan. 43)

En parallellt stympad rét cirkuldr kon dr omskriven kring en sfar och inskriven i en annan sfér.
Forhallandet mellan den stympade konens mantelyta och den mindre sfirens yta &r 25 : 16. Bestim
forhallandet mellan den stympade konens mantelyta och den storre sfirens yta. (vt 43)

En regelbunden tetraeders kantlinje 4r 30 cm. En sfir tangerar en sidoyta och de tre kantlinjer,
som icke ligga i denna sidoyta. Berékna sfirens radie samt hojden i de sfariska segment, som ligga
utanfor tetraedern. (ht 43)
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O &r origo i ett ratvinkligt koordinatsystem. En triangel ABC har spetsen A i punkten (-1; —1).
Spetsen B ligger pé rita linjen x + 5 = 0, spetsen C pé réta linjen y — 3 = 0. Vidare raka triangelns
hoéjder varandra i O. Berdkna triangelns yta. (vt 29)

I ett rétvinkligt koordinatsystem &r O origo, A en punkt pa x-axeln och B en punkt p4 y-axeln. En
rit linje genom A traffar OB i en punkt C mellan O och B s§, att OC : OB = 2 : 3. En rét linje genom
B triaffar OA i en punkt D mellan O och A s4, att OD : DA = 3 : 2. Linjerna AC och BD skéra
varandra i E. Fran O &r en linje dragen genom E; den tréffar AB i F. Bestdm forhallandet AF : FB.
(Uppgiften kan 16sas antingen med analytisk geometri eller med euklidisk geometri.) (ht 35)

Genom punkten (4; 0) drages en rét linje, som tillsammans med x-axeln.och linjen 4x -y + 8 =0
bildar en triangel med ytan 12 ytenheter. Bestim ekvationen fér denna réta linje. (aug. 37)
En rit linje, som gar genom punkterna (1; 3) och (3; 4) i ett riatvinkligt koordinatsystem, rakar
y-axeln i punkten A. Genom punkten (3; 2) gir en mot denna linje vinkelrit rit linje, som rakar
densamma i punkten B och x-axeln i C. Beréikna ytinnehéllet av den fyrsiding, vars horn utgoras av
origo samt punkterna A, B och C. (ht 37)

Berdkna avstidndet mellan medianernas skérningspunkt och bisektrisernas skarningspunktien
triangel, i vilken tva sidor 4ro AB = 10 och AC = 16 cm och mellanliggande vinkel 60°. (ht 37)

Fran skdrningspunkten mellan de réta linjernay = 2x+3och y = 3x — 2 drages en normal mot
linjen 8x + 11y + 2 = 0. S6k normalens ekvation och langd. (jan. 38)

En likbent triangel, vars bas ar lika med desshéjd, har sin bas utefter réita linjen 3x — 2y — 4 = 0.
Triangelns tyngdpunkt dr (—1; 3). Berdkna triangelns yta. (aug. 38)
Tva konsekutiva hérnpunkter i en parallellogram ha koordinaterna (0; 0) och (-1; —1) resp. En sida
lligger utefter linjen y = 2x. Sék ekvationerna for de linjer, utefter vilka de andra sidorna ligga, om
parallellogrammens yta ir 2 ytenheter. (ht 38)

Koordinaterna for mittpunkterna pa tva sidori en triangel dro (2; 0) och (0; 4). H6jden mot den
tredje sidan traffar denna sida i punkten (5% ;'3). Bestdm sidornas ekvationer. (jan. 30)
En triangel har sina horn i punkterna (0; 0), (4; 0) och (0; 3). Varje horn forbindes med den punkt,
i vilken den inskrivna cirkeln tangerar motstdende sida. Visa, att de tre rita linjerna ga genom
samma punkt. (aug. 39)
En ritvinklig triangel, vars yta ar 130 ytenheter, har den réta vinkelns spets i origo och hypotenusan
utefter den rita linjen x + y = 10. Berdkna koordinaterna for mittpunkten p& hypotenusan. (ht 39)
Kateterna i en ritvinklig triangel ligga utefter linjerna 2x—y+5 = 0 och x+2y+3 = 0. Hypotenusans
mittpunkt dr punkten (—4; —5): Bestim ekvationen for den linje, utefter vilken hypotenusan ligger.
(ht 40)
Tva av en triangels horn ligga i punkterna (2; 0) och (6; 2), det tredje ligger pa den ritalinjen x = —2.
Den del av triangelns yta, som ligger inom andra kvadranten, &r 2 ytenheter. Bestdm triangelns
yta. (jan. 41)

En triangels horn ligga i punkterna A (—12 ; —2),B(1; 3%) och C (4; —-3). Hojden fran C och dennas

forlangning skira koordinataxlarna i punkterna D och E. Bevisa, att triangeln ADE &r likbent.
(vt 41)

En punkt P pé linjen 2x + 5y = 10 sammanbindes med punkterna A (1; 0) och B (-1; 0). I triangeln
ABP ir den ena av vinklarna A och B 90° storre dn den andra. Berdkna koordinaterna for punkten
P. (ht41)
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I en godtycklig triangel &r H hojdernas skdrningspunkt, M medianernas skérningspunkt och N
mittpunktsnormalernas skéirningspunkt. Bevisa - limpligen medelst analytisk geometri - att H, M
och N ligga i rét linje samt att M delar strickan HN innantill i forhallandet 2 : 1. [Satsen om Eulers
linje.] (jan. 42)

Punkterna A (2; 4) och B(3; —1) dro horn i en triangel ABC. Bestdm for de mdjliga fallen koor-
dinaterna fér punkten C, si att triangelns yta blir 7 ytenheter och linjen y = 2x en median i
triangeln. (vt 42)

En rét linje genom punkten P (5; 4) bildar med x-axeln och den réta linjen 2x —y — 6 = 0 en triangel.
Da den forstndmnda linjen vrider sig kring P, intréffar det for vissa légen, att triangelns yta blir 14
ytenheter. Vilken ar da linjens ekvation? (aug. 42)

I triangeln ABC utgéres ett hérn av punkten A (2; 2), hérnet B ligger pa linjen x — 3y + 6 = 0, och
medianen till sidan AC &r 3 langdenheter. Medianerna skéra varandra i origosBestdm koordinaterna
for B och C. (ht 42)

Ekvationerna fér tva av en triangels sidor &ro x + y +2 = 0 och 2x = y.+4 = 0. Den tredje sidan &r
parallell med linjen 5x — y — 9 = 0. Bestdm denna sidas ekvation, om triangelns tyngdpunkt ligger
palinjen2x +y+1=0. (jan. 43)

Tva réta linjer med ekvationerna 2x + y + 1 = 0 och x +2y — 1 = 0 &ro givna. Sék ekvationen for
den rita linje genom punkten (4; —4), som med de givna linjernabildar en ritvinklig triangel, samt
berdkna ytan av denna triangel. (vt 43)

Ekvationerna fér sidorna i en triangel AOB &ro 2y = x,y =2x och x + 4y — 3 = 0. Triangeln vrides
90° kring origo O, sa att den kommer att intaga 1aget A; OB, i andra kvadranten. Sidorna AB och
A4B; skéra varandra i punkten C. Angiv ekvationen forlinjen OC. (aug. 43)

b. Kurvor
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3,2
x| x
Bevisa, att tangenten till kurvan y = ey o 3 2x iden punkt, vars abskissa dr 1, gar genom kurvans

skdrningspunkt med negativa x-axeln. (vt 12)

Vilket virde méaste konstanten a ha, for att x-axeln skall vara tangent till kurvany = x> - 2x + 3 +
a(x—1)? (ht 17)
I punkten (-1; —6) pa kurvan y = 2x®>—3x?— 1 4r en tangent dragen. Visa, at det stycke av tangenten,

som ligger mellan tangeringspunkten och tangentens skdrningspunkt med y-axeln, delas mitt itu
av x-axeln. (ht 19)

Till kurvan 3y = 2x® — 3x kunna dragas tva tangenter, som éro parallella med linjen x — y = 0. Var
och en av dessa tangenter rakar lurvan i en annan punkt 4n tangeringspunkten. Bestim dessa
punkter. (ht 33)
Pakurvany = x° har man tagit punkten P s4, att normalen i P med koordinataxlarna bildar en
triangel, vars yta ar 2§ ytenheter. Berikna forhallandet mellan de delar, i vilka triangelns yta delas
av kurvans tangent i punkten P. (vt 34)
I den utanfér origo beldgna skiirningspunkten mellan kurvorna y = ax? och y = x uppritas

normalen till vardera kurvan. Visa, att ytan av den triangel, som bildas av dessa normaler och
ordinataxeln, har ett av konstanten a oberoende véirde. (ht 34)

P4 kurvan y = x® — 3x har man tagit en punkt P, vars x-koordinat betecknas med a. Tangenten till
kurvan i P skéir denna dessutom i en punkt R. En triangel har tvd hérn i P och R och det tredje i
origo. Berdkna dess yta uttrycktia. (vt 35)
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En rit linje, som tangerar kurvan y = x° - sxien punkt A utanfor origo med abskissan x, skir

kurvan i en annan punkt B med abskissan —2x. Sk vinkelkoefficienten for den réta linjen AB, om
den i B skar kurvan under rit vinkel. (aug. 35)

Det finnes tva normaler till kurvan 9y = x* — 18x2 + 3x, som dro parallella med kurvans normal i
origo. Bestim dessa normalers ekvationer. (vt 36)

Upprita en kurva éver funktionen y = x> — 3x. Fran punkten (+1 % ; —4) dragas tangenter till kurvan.
Var tangera dessa? Sok dven tangenternas ekvationer och den vinkel, de bilda med varandra.
(maj 36)
Till kurvan y = x? — 2x — 1 drages en korda genom de punkter pA densamma, vilkas x-koordinater
dro resp. +2 och —2. Bestédm ekvationen fér den med kordan parallella tangenten till kurvan samt
avstandet mellan kordan och tangenten. (aug. 36)

Genom origo drages en rit linje, som (utom i origo) skir kurvan y = % - §x3 i A och B. Sok
ekvationen for linjen, om kurvans tangenter i A och B dro vinkelréta mot varandra. (aug. 36)

En triangel bildas av tangenten och normalen i origo till kurvan y = x(x—1)(x—2) samt av tangenten
till kurvan i dennas skiarningspunkt med den forstndmnda tangenten: Hur stor ar triangelns yta?
(ht 36)

I maximi- och minimipunkterna till kurvan y = 4x®> —3x dragas tangenterna. Var och en av dessa
rikar kurvan i &nnu en punkt. I dessa punkter dragas likaledes tangenter. Berékna ytan av den
fyrhorning, som begréinsas av dessa fyra tangenter. (aug. 37)

Tangenten i punkten P (-3; —2) till kurvan y = %+ 3x% — 2 skiir kurvan i en punkt Q. Beréikna
vinkeln mellan tangenten i P och tangenten i Q. (jan. 38)

Uppriat kurvan 10y = 2x3 — 15x2 + 125 i dess huvuddrag. Tv& punkter pa kurvan &ro sé belégna,
att skillnaden mellan deras abskissor 4r 3 langdenheter. En fyrhérning begrinsas av ordinatorna i
dessa punkter, sammanbindningslinjen mellan punkterna och x-axeln. Unders6k hur ytan av denna
fyrhorning varierar, d punkterna rorasig pa den av kurvan, som ligger ovanfor x-axeln. (vt 38)

Bestdm konstanten 4 s, att rita linjen ¥ + = 4 blir tangent till kurvan 2y = x> — 2x? — 2x + 4. Visa,
att den réta linjen samtidigt blir normal till kurvan, och angiv de punkter p4 kurvan, genom vilka
tangenten resp. normalen gi. (aug. 38)

Genom den punkt pa kurvany = x3, vars abskissa ir 2, ligges linjen med vinkelkoefficienten 113.
Den skir kurvan i tva andra punkter, P och Q.Beréikna ytan av den fyrhdrning, som begrinsas av
linjen, x-axeln och normalerna till kurvan i P och Q. (ht 38)

En kurvas ekvation &r y = 16 + 5x — 2x2. I punktem (2; 18) pa kurvan 4r tangenten dragen. En rit
linjen genom punkten (2; 0) ar parallell med denna tangent och skér kurvan i A och B. Beridkna
langden av kordan AB, (jan. 39)

En tangent till parabelny = 2 skiir x-axeln i punkten A. Tangenten y = 2x— 1 skéir den férstnimnda
tangenten i punkten B och x-axeln i punkten C. Ytan av triangeln ABC &r lika med 3 ytenheter. S6k
tangentens ekvation. (vt 39)

Genom origo drages en rét linje, som skir kurvan y = 2x — x° i ytterligare tva punkter A och B.
Visa, att linjen 4r normal till kurvan, da kvadraten pa lingden av strickan AB 4r maximum eller
minimum. (vt 39)

Berikna den spetsiga vinkeln mellan de normaler till kurvan 2y = x* — 8, som ga genom kurvans
skérningspunkt med positiva x-axeln. (aug. 39)

En punkt A pa kurvan y = x> — 3x sammanbindes med origo. Sammanbindningslinjen skir kurvan
ytterligare i punkten B. Studera, jur lingden av strickan AB varierar, da punkten A beskriver kurvan.
Angiv ocksa den vinkel, som linjen bildar med x-axeln i ndgra ldgen av sirskilt intresse.  (ht 39)
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I de punkter p4 kurvan 4y = x* - 10x? + 9, dér x-koordinaten &r 2 resp. —2, dragas tangenterna och
normalerna till kurvan. Bestdm ytan av den fyrhorning, som dessa linjer begrénsa. (jan. 40)

Fran punkten P (10; 0) drages en linje till en punkt Q p4 kurvan 2y = 2x? + 8x — 7. Undersék, hur
strackan PQ varierar, da Q beskriver kurvan. Bestdm séarskilt PQ:s maximi- och minimivérden.
(jan. 40)

En triangel har ett hérn i punkten (0; 6), ett i punkten (6; 0) och det tredje p& kurvan 3y = —x>.

Undersok, med angivande av eventuella maxima och minima, hur triangelns yta varierar, da det
rorliga hornet beskriver kurvan. (vt 40)

Diskutera kortfattat utseendet av kurvorna y = x" fér olika positiva heltalsvirden av ». P4 en sadan
kurva viljes en godtycklig punkt P med positiva koordinater. Genom P drages dels en rit linje
parallell med x-axeln, dels normalen till kurvan i punkten. Dessa linjer bilda tillsammans med
y-axeln en rétvinklig triangel. Undersék, om det finns nigot vérde pa n, for vilket ytan av denna
triangel 4r oberoende av P:s lige, och angiv i s fall ytan for detta n-varde. (aug. 40)

Bestim ekvationerna fér de tva tangenterna till kurvan y = X3 —6x% +7x4+ 8, som aro parallella med
linjen 2x + y — 2 = 0, samt berékna ytan av det parallelltrapets, som bildas av dessa bada tangenter
och koordinataxlarna. (ht 40)

Diskutera och upprita kurvany = ax® + bx?, da man vet, att den skir x-axeln i punkten (4, 5; 0) och
att dess normal i denna punkt skér x-axeln i (0; E). (jan. 41)

A och B &ro tva godtyckliga punkter pa kutvan y = x°. Tangenterna till kurvan i dessa punkter
skira varandra i C. Visa, att abskissan for C ar aritmetiskt medium till abskissorna for A och B samt
att ordinatan for C 4r medelproportional till ordinatornaf6r A och B, med positivt eller negativt
tecken, allt efter som A och B ligga pa samma eller olika sidor om y-axeln. (jan. 41)

Angiv ekvationen fér den gemensamma tangenten till de bada kurvornay = x> ochy = x° + 4.
Bestidm dérefter koordinaterna for de punkter, dir tangenten skir kurvorna. (vt41)

I skérningspunkterna mellan den réta linjen x + y = 3 och kurvan x? = 4y dragas tangenterna till
kurvan. S6k skirningspunkten mellan dessa tangenter. (aug.41)

Diskutera och upprita kurvan y = ax* + bx®, da man vet, att den har ett minimum i punkten
(L -1). (ht 41)

Visa, att normalen i punkten (-2; 0, 5) tillkurvany = x2+8x+12, 5 gar genom origo. Finns ytterligare
nagon normal till kurvn med samma egenskap? Angiv i si fall dess ekvation. (jan. 42)

Den kurva, som motsvarar/ekvationen y = ax* + bx2, dir a och b dro konstanter, har ett minimum
och tva maxima, vilka utgéra horn i en liksidig triangel. Bestam tecknen for a och b, och angiv det
algebraiska sambandet mellan dessa konstanter. (vt 42)

Bestdm konstanternaa och b i funktionen y = a + bx — x2, s att motsvarande kurva gar genom
punkterna (—1; 0) och (0; 2). Beréikna dérefter ytan av den triangel, som bildas av kurvans normaler
i de ndmnda punkterna samt dessa punkters sammanbindningslinje. (aug. 42)

Kurvan y = (x — 1) skiir x-axeln i A och y-axeln i C. Tangenterna och normalerna till kurvan i A
och C bilda en fyrhérning ABCD. Berékna dennas yta. (ht42)

Diskutera utseendet av kurvan y = x° + ax + b, dér a och b &ro konstanter. Angiv kurvans skiirnings-
punkter med tangenten i en punkt p4 kurvan med abskissan c. (jan. 43)

Upprita kurvan y = x® — 4x? + 4x. Origo sammanbindes med en punkt P pa kurvan, och fran P
falles normalen PQ mot x-axeln. Undersdk och dskadliggor i samma koordinatsystem, hur ytan av
triangeln OPQ varierar, da P genomléper kurvan. (vt 43)
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Upprita kurvany = x® - 3x% + 3x. P och Q &ro tva punkter pa kurvan, sa beligna att tangenterna till
densamma i dessa punkter &ro parallella. De nimnda tangenterna skéra x-axeln i punkterna A och

B. Visa att strackan AB &r § av strackan PQ:s projektion pa x-axeln, var 4n P ir beldgen. (aug. 43)
En rétlinje, vinkelrit mot linjen y + 3x = 0, &r normal till kurvan y = 9x - xien punkt P; och skir
kurvan i ytterligare tva punkter P, och P;. Berikna lingden av strickan P,Ps. (ht43)

Upprita kurvan 4y = x* — 4x° i dess huvuddrag. Bestim ekvationen fér den tangent till kurvan, som
tangerar densamma i tvenne punkter. (ht43)

Undersék, hur antalet skirningspunkter mellan kurvan y = 12x%—4x3 — 3x* och réta linjen y = k
varierar med virdet pa k, och bestim med tillhjalp hirav, hur manga positiva och hur ménga negativa
rotter ekvationen

B3xt+4x® - 12x2 +k=0

far for olika varden pa 4k. (ht 32)

c. Uppgifter 4 max. och min.

401.

402.

403.

404.
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406.

Bestidm koefficienterna i uttrycket
x?>—2ax+b

s, att det minsta virde, som uttrycket kan fa for reella virden péa x, blir -9, och att den ekvation,
som erhélles, d& uttrycket séttes lika med noll, far tvi rotter, vilka forhalla sigsom 2 : 1. (ht 26)

Man kan finna ett sddant virde pa det konstanta talet a i polynomen
x° — 3x% + 3ax + 18,

att polynomen, betraktad som funktion av x, far ett maximi- och ett minimivérde och att summan
av dessa viarden blir 20. Bestdm detta a-varde. (ht 27)

Berikna det minsta virde uttrycket
p = xcos 120° + iy sin 120°

kan antaga, om x och y &ro keordinaterna fér en rérlig punkt pa kurvany — 1 = x2%. (jan. 36)

Genom en punkt P pé en given triangels bas drages tva réta linjer, som 4ro parallella med sidorna
och alltsa jaimte dem bilda en parallellogram. Var skall P tagas for att denna parallellogram ma bliva
sa stor som mojligt? (vt 09)

S6k maximivardet fér ytan av ett likbent parallelltrapets, dir den mindre av de parallella sidorna
ar a cm och var och en av de icke parallella sidorna &r medelproportional till de b&da parallella
sidorna. (vt 35)

I en triangel ABC drages en transversal DE parallell med BC. Fran D, som ligger pa AB, drages
transversalen DF parallell med AC och fran E transversalen EG parallell med AB. Sok laget av D,

da ytan av parallelltrapetset DEGF far sitt maximivirde. (AD > %AB.) (ht 36)
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Ienlikbent triangel &r basen 4 cm och hjden 8 cm. Bestdm maxmimiytan for etti triangeln inskrivet
parallelltrapets, som har den kortare av de parallella sidorna utefter triangelns bas och ett horn pa
var och en av de andra sidorna samt tva vinklar lika med 120°. (ht 37)

Pa sidan AB i en triangel ABC &r en punkt P given. Hur skall en med AB parallell transversal RQ
dragas, for att den i ABC inskrivna triangeln POR skall fa storsta mojliga yta? (vt 38)

Fran A avgar kl 9 en bat med hastigheten 1 mil i timmen mot B, som ligger 2 mil rakt 6ster om A.
K110 avgar fran A en annan bat med hastigheten 2 mil i timmen mot C, som ligger 2,5 mil frin A
och rakt norr om B. Vid vilken tidpunkt efter kl 10 &ro batarna varandra nirmast, och hur stort ar
da deras avstand? (ht 38)

Genom en godtycklig punkt P pa sidan AB i rektangeln ABCD drages normalen mot DP. Denna skér
antingen sidan BC eller sidan CD. Om skérningspunkten kallas R/ avskéres i forra fallet en triangel
BPR, i senare fallet en fyrhérning BPRC. Vilket villkor maste rektangelns sidor uppfylla, for att den
ndmnda avskurna figuren, oberoende av punktens P:s lige p4 AB, skall bli en triangel? Var pa AB
skall P vara belégen, for att den avskurna triangelns yta skall bli s stor.som majligt? (vt41)

I en triangel 4r h6jden mot en sida dragen. Var pa denna hojd skall en punkt P vara belégen,
for att summan av kvadraterna pa avstanden fran P till triangelns horn skall vara s liten som
mojligt? (jan. 42)

AB ar diameter i en cirkel med radien r. Fran en punkt P pa cirkeln drages normalen till tangenten
i B. Normalens fotpunkt &r C. Sok maximum for summan av AP och PC. (vt42)

I en riat kon av tra dr hojden tre ganger sa stor som basytans radie (= r). Man 6nskar av konen
utskéra en rit cylinder med stérsta mdjliga begriansningsyta. Stk cylinderns basdiameter och
hojd. (vt 10)

I en sfar inskrives en pyramid med kvadratisk basyta och stérsta mojliga volym. Uttryck denna
pyramids hojd och basyta i sfarens radie (r). (vt 12)

Undersok hur ytan av den kring en réatvinklig parallellepiped omskrivna sfiren varierar, da parallell-
epipedens dimensioner variera pa ett sddant satt, att en av de genom ett horn gaende kantlinjerna
stindigt forblir lika med en av de andra samt med den tredje har en konstant summa = k. Angiv de
stérsta och minsta virdena hos nimnda yta. (ht 13)

I en halvsfir dr en rét cirkulér kon med storsta mdjliga volym inskriven, sa att konens spets sam-
manfaller med sfirens medelpunkt. Hur stor 4r konens toppvinkel? (vt 14)

Sok den storsta mojliga volymen av en i en sfar med radien R inskriven parallellepiped, som &r
underkastad villkoret, att basytans ena kant dr dubbelt sa lang som den andra. (vt 15)

Bestdm baradien i den ritacirkulira cylinder med stérsta mojliga volym, vars hela yta &r lika med
ytan av en sfar med radien r. (vt 19)

Réta linjen AT tangerar en cirkel med radien r i punkten A. CD &r en en med AT parallell korda i
cirkeln. Pa vilket avstand fran AT skall CD dragas, for att den solida figur, som uppstar, da triangeln
ACD roterar kring AT, skall fa sa stor volym som mojligt? (vt 25)

En pyramid &r given. Pyramiden skéires av ett med basytan parallellt plan. Snittytan valjes till basyta
i en annan pyramid, vars topp ligger i den ursprungliga pyramidens basyta. Hur skall planet 14ggas,
for att den nya pyramiden skall fa sa stor volym som mdgjligt, och hur stor blir denna, uttryckt i den
ursprungliga pyramidens volym? (ht 30)

Man betraktar den rotationskropp, som uppkommer, da ett likbent parallelltrapets (de bada icke
parallella sidorna lika l&nga) roterar kring den léngsta av de bada parallella sidorna. Vilket ar det
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storsta virde, som denna rotationskropps volym kan antaga, om den sida, kring vilken rotationen
sker, 4r konstant och = g samt de Ovriga sidorna variera s4, att det likbenta trapetsets omkrets
forblir konstant och = 3a? (ht 34)

I ett halvklot skall ett regelbundet prisma med kvadratisk basyta inskrivas, s att en rektangulir
sidoytaliggerihalvklotets plana yta och de fyra aterstdende horneniklotytan. Bestim maximivardet
for prismats volym, om klotets radie &r r. (ht 35)

I en cirkel med radien R ir en viss rétlinig figur inskriven; dess yta dr S och dess omkrets /. I
en rit cirkular kon med basradien R och héjden H &r ett rakt prisma inskrivet. Dess basytor &ro
likformiga med den nyss nimnda ratliniga figuren. Huru stor ar prismats totala yta, da den ar
maximum? (jan. 36)

En sfir med radien = r &r given. Man ténker sig en del av sfirensvolym bortskuren férmedelst en
sfirisk yta med medelpunkten pa den givna sfirens yta och med radien = x-Huru skall x véljas, for
att den aterstdende delen av den givna sfiren ma fa sa stor begransningsyta som mojligt? (maj 36)

A och B éro tva punkter, vilkas avstand dr a. Med B som medelpunkt uppritas en cirkel med radien
x. C ar tangeringspunkten for den fran A dragna tangenten. Berdkna x s4, att den koniska yta, som
AC beskriver vid figurens rotation kring AB, blir sa stor som méjligt. (aug. 36)

Ett klot med radien r skéres av ett plan, si att den mot planet vinkelrita diametern delas i forhal-
landet 1 : 2.1 det diarvid uppkommande mindre segmentet skall en cylinder inskrivas med ena
basytan i den plana ytan. Bestdm cylinderns héjd och basradie, s att volymen blir s stor som
mojligt. (jan. 37)

I en triangel 4r summan av bas och h6jd 12 cm. Triangeln far rotera omkring basen, s att en
dubbelkon uppkommer. Bestdm bas och héjd sa;att dubbelkonens volym blir s& stor som méjligt.
(jan. 38)

Diametern i ett klot med radien r delas i forhéllandet 3 : 5. Genom delningspunkten ldgges ett
plan vinkelritt mot diametern. I det storre av de erhallna klotsegmenten inskrives en rit pyramid
med kvadratisk basyta s4, att pyramidens spets faller i medelpunkten av klotsegmentets plana yta.
Bestdm avstandet fran klotets medelpunkt till pyramidens basyta, d4 pyramidens volym &r s stor
som mojligt. (aug. 38)

I en given halvsfir inskrives ett/rakt regelbundet 6-sidigt prisma s4, att en av prismats basytor
sammanfaller med halvsfirens plana begrinsningsyta. Beréikna forhallandet mellan volymerna av
prismat och halvsfiren, d4 prismats volym &r s& stor som majligt. (ht 38)

Ett variabelt reguljirt 3-sidigt prismas totala begrinsningsyta ir konstant (= 4?). Berdkna maximum
av dess volym och angiv forhallandet mellan basytans sida och prismats hojd, nér detta maximum
intraffar. (jan. 39)

En likbent triangel med konstant omkrets roterar kring bisektrisen till vinkeln mellan de lika stora
sidorna. Bestim forhallandet mellan triangelns sidor, d4 den uppkomna rotationskonen har sa stor
volym som majligt. (aug. 39)

Ett klot tangerar sidoytorna till ett hérn i en regelbunden tetraeder eller deras forlangningar.
Tetraederns hojd ar h. Om klotets radie ar tillrackligt liten, ligger klotet helt inom tetraedern. Om
radien véxer, intriffar det, att endast en del av klotet ligger inom tetraedern. Vixer radien ytterligare,
kommer slutligen klotet att ligga helt utom tetraedern. Studera, hur den inom tetraedern belagna
sfariska ytan varierar, och askadliggér dven variationen grafiskt. (jan. 40)

I en rét cirkulér kon, vars héjd och bottenradie dro lika stora, inlagges ett regelbundet tresidigt
prisma, sa att en av sidoytorna ligger i konens bottenyta och de bida hérn, som icke héra till denna
sidoyta, bli beldgna pa konens mantelyta. Bestdm forhallandet mellan baskanten och sidokanten i
det storsta prisma, som uppfyller dessa villkor. (aug. 40)
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En rat pyramids basyta &r en liksidig triangel. Pyramidens spets ligger i medelpunkten till en
given sfir. Basytans horn ligger pa sfirens yta. Bestim det storsta virde, som forhallandet mellan
pyramidens och sfirens volymer kan antaga. (jan. 41)

Genom en punkt P pa kantlinjen AB i en regelbunden oktaeder lagges ett plan parallellt med tva
motstiende sidoytor. Oktaederns 6vriga sidoytor avgrinsa av planet en sexhorning. Berékna var P
skall vara beldgen pa AB, for att sexhorningens yta skall bli s& stor som mdgjligt. (ht41)

En given rit cirkulér kon ér liksidig (d.v.s. en plan sektion genom hojden &r en liksidig triangel).
Ett sfariskt segment har samma plana begrénsningsyta som konen och &r vént 4t samma hall som
denna. En sfir, beldgen utanfor segmentet, tangerar dettas buktiga yta och dessutom léngs en cirkel
konens mantelyta. Bestdm forh&llandet mellan h6jderna i segmentet och konen, dd summan av
sfarens och segmentets ytor ar sa liten som majligt. (aug. 42)

En sférisk sektor ar inskriven i ett klot med radien 7, s& att dess medelpunkt ligger pa det givna
klotets yta. Bestim den sfiriska sektorns totala yta, da dess volym ir sa stor som mdjligt. (ht 42)

Genom en punkt P p4 en diagonal AB i en kub lagges normalplanet till AB. Undersok, hur ytan av
den inom kuben belégna delen av detta plan varierar, da P ror sig fran A till B. (jan. 43)

Summan av kvadraterna pa avstanden fran en punkt p en diagonal i en kub till hérnen i en sidoyta
ar en funktion av punktens avstand till diagonalens ena &ndpunkt. Bestdm denna funktions stérsta
och minsta virde. (vt 43)

Tvéa givna réta cirkuldra koner ha gemensam bottenyta och dro véinda &t motsatta hall. Toppvinkeln i
den ena ir 2a, toppvinkeln i den andra dr supplementvinkel till denna. Bdda konerna stympas genom
var sitt plan, parallellt med bottenytan. Avstadndet mellan planen é&r lika stort som bottenytans
radie. I vilket férhallande delas detta avstind av.bottenytan, dd summan av de stympade konernas
mantelytor ir si stor som mojligt? (aug. 43)
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Uppgifter, givna jan. 1944 - H.T. 1948

Jan. 1944
1. I ekvationen ax?2 — a?2x = 1 4ra en positiv konstant. Visa, att ekvationens rotter dro reella. Berikna
det virde pa a, for vilket summan av rotterna och deras inverterade virden blir sa stor som mojligt.

2. Itriangeln ABC é&r vinkeln A = 66,7°. Mittpunktsnormalen till sidan BC tréffar sidan AB i punkten
D, sa att AD : DB =1 : 2. Berdkna vinklarna B och C.

3. Bevisa, att om 4, b, c och d i nimnd ordning 4ro termer i en geometrisk serie, sa ir
b-c?+(c—aP+d-b?=@-d>2%
4. T enregelbunden tetraeder OABC ar M mittpunkten pd AB och N mittpunkten pa AC. Beridkna

den spetsiga vinkel, som bildas av riktningarna for linjerna OM och BN.

5. Los utan att anvéinda tabell ekvationssystemet

X cos 56° + 1y cos 26° =.cos 116°
xsin 56° + ysin 26° = sin 116°,

och angiv de exakta virdena for x och y i enklaste form.

6. Ekvationen for en sida i en triangel &r 2y = x, ekvationen for medianen till en annan siday = 2x
och ekvationen for héjden mot den tredje sidan &r2x — 3y —4 = (. S6k ekvationerna for triangelns
bada sistndmnda sidor.

7. En rat cirkular cylinders basradie ar r och'h6jd /. Genom axelns mittpunkt drages en rat linje
parallellt med cylinderns basytor, och genom denna linje lagges ett plan, som skér basytorna langs
kordorna AB och CD. Vilket ar det storsta virde, som ytan av fyrhérningen ABDC kan antaga?

8. Bestdam den funktion y = f(x) av andra graden, vars motsvarande kurva tangerar linjernay = 4,
y=x+2ochy=-2x+12

V.T. 1944

’ 5+

1. Ekvationen x% — a2x — b?x + ab-=0 har rotterna x = . Bestam konstanterna 4 och b.

N
2
N

2. Bestam ekvationen for den kortaste medianen i en triangel, vars sidor falla utefter linjerna y =
4x + 11,2y = x + 1 och 2x + 3y .= 5. Berdkna &ven medianens lingd.

3. Tva liksidiga trianglar, vardera med sidan g, ticka varandra fullstindigt. Man vrider den ena triang-
eln 90° kring en'mot trianglarnas‘plan vinkelrit axel genom trianglarnas gemensamma tyngdpunkt.
Dérefter ssmmanbindas trianglarnas hornpunkter, s att en konvex sexhdrning uppkommer. Bevisa,
att denna &r likvinklig, och beridkna den exakta lingden av dess omkrets.

4. Pa kurvany = (x —a)?, dér a &r en positiv konstant, 4r en punkt P s belégen, att tangenten till
kurvan i denna punkt och dess avskirningar av de positiva koordinataxlarna bilda en triangel med
storsta mdjliga yta. Normalen till kurvan i samma punkt gar genom origo. Bestdm konstanten 4.

5. Hornen i tva parallella begransningsytor, ABCD och A;B,CDy, i en kub iro sa betecknade, att
AA;, BBy, CCq och DD; &ro kantlinjer i kuben. E &r mittpunkt pa AB, F mittpunkt pi AD och G
mittpunkt pi AA;. Man sammanbinder E med Dy, F med B; och G med C. Bevisa, att dessa linjer
raka varandra i en och samma punkt och dela varandra i samma férhallande.
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6.

7.

8.

En rét cirkuldr kon med stoérsta mdjliga volym inskrives i ett klot. I ett mot konens axel vinkelratt
plan utskires en cirkelring av klotytan och konens mantelyta. Undersok, hur forhallandet mellan
cirkelringens och klotets yta varierar, da planet &ndrar l4ge mellan konens spets och basyta.

Harled for cos 3v en formel, vari endast cos v ingar. Anvind dérefter denna formel f6r att l6sa
ekvationen x> — 3x + 1 = 0, sedan x i denna utbytts mot 2y. Ekvationens rétter skola angivas var for
sig i savil exakt som approximativ form.

I en triangel 4r den omskrivna cirkelns radie = R, den inskrivna cirkelns radie = r och avstadndet
mellan de ndmnda cirklarnas medelpunkter = d. Mellan storheternas R, r och d géller d4 sambandet

R%Z - 4% =2Rr (en sats av Euler).

Bevisa denna sats for det fall, att triangeln ar ratvinklig.

Aug. 1944

1.

Ien triangel ABC &ro sidorna AB och AC lika stora. Hornet'A &r belaget i punkten (2; 5) och hornet
Bi(4; 1). Hojden mot sidan BC gar genom punkten (0; 1). Berékna koordinaterna fér hornet C.

. Visa, att kurvorna 8x2 + 4x — 8y — 5 = 0 och x? + 2x + 2y + 2 = 0 ha endast en punkt gemensam och

att de i denna punkt ha samma tangent. Angiv ekvationen fér denna tangent och upprita kurvorna.

. Los ekvationen 2sin2x + 2sinx +2cosx+ 1 =0.

4. I en tetraeder ABCD &ro sidoytorna ABC och ABD vinkelréta mot varandra. Vidare 4r AB = 6 cm,

AC = BC = 7cm och AD = BD = 9 cm. Bestdm vinkeln mellan sidoytorna ACD och BCD.

. T en rat cirkuldr kon lagges genom hdjdens mittpunkt ett plan parallellt med basytan. I den hérige-

nom uppkomna parallellt stympade konen kan man inskriva ett klot, som tangerar den stympade
konens mantelyta och bada plana begrinsningsytor. Bestim konens toppvinkel.

. Fran en godtycklig punkt A, pa siadan BCien triangel ABC drages A;B, parallellt med AB. Fran B,

som ligger pa AC, drages B,;C; parallellt med BC. Fran Cy, som ligger p& AB, drages C, A, parallellt
med CA. Pa motsvarande sétt dragas daefter.A,B,, B,C, och C, A; parallellt med AB, BC respektive
CA. Punkterna B,, C, och Aj; ligga pa AC, AB respektive BC. Bevisa, att A; och A; sammanfalla.
Vad ar villkoret for att A; och Ayskola sammanfalla?

. Upprita kurvan y = x*(3 — x) i dess huvaddrag. Tva punkter pa kurvan, A och B, ha positiva

koordinater, och deras sammanbindningslinje gar genom origo. Projektionerna pa x-axeln av A och
B aro A; och B;. Undersok och askadliggor grafiskt, hur ytan av parallelltrapetset AA;B;B varierar,
da linjen AB vrider sig kring origo.

. En skuld amorteras under ett visst antal ar genom lika stora annuiteter, vilka inbetalas vid varje ars

slut. Réntefoten dr hela tiden densamma. I varje annuitet ingar dels rinta, dels amortering. Visa, att
de successiva amorteringarna bilda en geometrisk serie med rantefaktorn som kvot.

H.T. 1944

36

1.

Ekvationerna fér tva sidor i en triangel &ro 2x —y + 6 = O och x + y — 12 = 0. Bestém ekvationen for
den tredje sidan, d& dess mittpunkt &r (3; 3).

. Bestéim storleken av den yta, som inneslutes av tangenterna till de bdda kurvorna 15y = 73+18x—3x2

och 15y = 217 — 48x + 3x? i dessas skdrningspunkter.

. Bestdm summan av # termer i f6ljande serie av 10-logaritmer:

log2 + 1o 3+10 4+lo 5+
g gz 83 84
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Bestidm déarefter de virden péa n, for vilka summan é&r ett helt positivt tal.

4. For bestdmning av vindstyrka och vindriktning p4 olika héjd 6ver marken anvéindes ofta vétgas-
fyllda gummiballonger, vilka ha konstant stighastighet. Fran en fast observatiosnplats (O), dir en
avlasningskikare ar placerad, slippes en ballong, vars ldge sedan med vissa mellanrum iakttages.
Man bestdmmer salunda ballongens héjdvinkel v, d.v.s. den vinkel, som syftlinjen fran O till bal-
longen bildar med horisontalplanet, samt den vinkel %, som vertikalplanet genom ballongen och
O bildar med meridianplanet genom O, varvid vinkeln riknas fran norr it dster. Vid ett tillfille
avlistes, sex minuter efter det att ballongen ldmnat O, v = 38,2° och u = 52,3°. Fyra minuter
senare voro vinklarna v = 31,5° och u = 61,8°. Bestdm vindstyrkan i m/sek i de ifrdgavarande
luftlagren, om den antages vara konstant till storlek och riktning. Ballongens stighastighet antages
vara 180 m/min. Fran vertikala luftstrommar bortses.

5. Ien triangel ABC ar vinkeln B 40°. Tangeringspunkten for den i'triangeln inskrivna cirkeln delar
sidan AC iforhallandet 1 : 3. Berékna triangelns 6vriga vinklar.

6. Genom en diagonal i en kub med kantlinjen a ligges ett plan. Undersok och askadliggor grafiskt,
hur ytan av den inom kuben beléigna delen av detta plan'varierar, d& skirningspunkten mellan
planet och en av kubens kantlinjer genomléper denna kantlinje:

7. Ekvationen cot? x + 4 cot x — 3 = 0 satisfieras av tva grupper vinklar; x; tillhér den ena gruppen, x,
den andra. Bevisa, att for dessa vinklar exakt géller likheten:

X1+ xp0=45° +n-180°,

dar n ar ett helt tal, positivt eller negativt.

8. En dubbelkon bestér av tva kongruenta réta cirkuldra koner med gemensam basyta. Dubbelkonen
delas genom tva mot dess axel vinkelréta plan i tre delar, vilka ha lika stora volymer och lika stora
totala begrénsningsytor. Bestdm konernas toppvinkel.

Jan. 1945

1. I en geometrisk serie med reella termer ir summan av de tvé forsta termerna 16 och summan av
de fyra foljande 5. Vilken &r serien?

2. I en regelbunden fyrsidig pyramid, i vilken'alla kantlinjer &ro a lingdenheter, inskrives en kub, s&
att en av dess begrénsningsytor ligger i pyramidens basyta och fyra av dess hérn pa var och en
av pyramidens sidokanter. I den darvid bildade toppyramiden inskrives pa samma sétt en ny kub.
Genom upprepning av detta forfaringssétt erhaller man slutligen en oéndlig serie kuber. Berikna
forhallandet mellan dessa kubers sammanlagda volym och den ursprungliga pyramidens volym.
Forhallandet skall anges dels exakt, dels approximativt med tre sékra decimaler.

3. Bedkna forhallandet mellansidorna i en likbent triangel, i vilken det kortaste avstandet fran basens
ena dndpunkt till den inskrivna cirkelns periferi 4r en fjirdedel av triangelns bas.

4. De ritalinjerna y = 2x + 3'och y = 2x + 1 skéiras av en tredje rét linje, av vilken den del, som ligger
mellan de bada forra linjerna &r 5 lingdenheter. Bestim vinkelkoefficienten f6r den tredje linjen.

5. Ien triangel ABC &r sidan AB = 3 cm, medianen frin A = 4 cm och vinkeln B = 73,90°. Beriékna
triangelns 6vriga sidor och vinklar.

6. Sok lingden av den minsta korda, som genom punkten (4; 5) kan dragas i kurvan 4y = x2.

7. Till ekvationen 8 cos 2x + sin2x = 7 dro x; och x, tva olika rotter, vilkas skillnad icke ar en hel-
talsmultipel av 180°. Bestdm i exakt form det eller de virden, som cos(x; + x,) kan antaga.
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8.

En kropp bestér av en rit cirkulér cylinder och ett halvklot, vars plana begrinsningsyta sammanfal-
ler med cylinderns ena basyta. Den sammansatta kroppens totala begransningsyta ar 5ma?, dir a 4r
en konstant. Undersok och &skadliggor grafiskt, hur den sammansatta kroppens volym varierar,
da halvklotets radie dndras. Ange sérskilt det varde pa radien, for vilket volymen blir s& stor som
mojligt.

V.T. 1945

. Lés ekvationen sin? 2x = sin? x + sin® 3x.

. Upprita kurvorna 16y = 3x> —36x och 27y = 27x—x> i deras huvuddrag. Visa, att kurvornas maximi-

och minimipunkter utgéra hérn i en kvadrat.

. I en triangel ABC aro D (3; 2) och E (5; 0) mittpunkterna pa sidorna AB och AC samt F (4; —3)

fotpunkten foér hjden fran A mot BC. Bestdm ekvationerna for triangelns sidor.

. Pasidan ACien triangel ABC finns en punkt D sé beskaffad; att AD = BD och CD = AB. Vinkeln

C ar 30°. Bestam triangelns ovriga vinklar.

. I en halvcirkel har man inskrivit en rektangel ABCD, i vilken sidan AB faller utefter diametern.

Mittpunkten E p& halvcirkelns periferi sammanbindesmed C och D. Figuren ABCEDA fir rotera
kring normalen fran E mot diametern. Bestidm forhallandet mellan rektangelns sidor, da volymen
av den uppkomna rotationskroppen ar sa stor som maojligt. Férhallandet skall anges dels exakt i
forenklad form, dels approximativt med tre.decimaler.

. Tettlikbent parallelltrapets ABCD ar hojden h och de parallella sidorna AB och CD respektive a

och b, dir a > b. Man konstruerar en foljd av parallelltrapets CDD;C,, C;D1D,C,, ..., likformiga
med ABCD, sa att C;D; faller inom ABCD, C;D5inom CDD,C; o.s.v. D& konstruktionen upprepas
ett obegrinsat antal ginger, komma parallelltrapetsen att obegrinsat avtaga i storlek och slutligen
nirma sig en punkt P inom ABCD. Stk ldget av punkten P, uttrycktia, b och k.

. I'enregelbunden pyramid med kvadratisk basyta ar hojden & och basytans diagonal 64. Ett plan

lagges genom pyramidens topp, parallellt med basytans ena diagonal. Undersok, hur ytan av den
inom pyramiden beldgna delen av detta plan varierar, d4 planet vrider sig kring toppen, och upprita
motsvarande kurva i dess huvuddrag.

. En obegrénsad rit cirkulir cylinder med radien r skéres av tva plan, vilkas skirningslinje ligger

helt utanfor cylindern. Den mellan planen beldgna delen av cylinderns axel har lingden k. Sok
mantelytan och volymen av den mellan planen belégna stympade cylindern, uttryckta i och h.

Aug. 1945

38

1.

En regelbunden femuddig stjairnas spetsar sammanfalla med hérnen i en regelbunden femho6rning,
som ir inskriven i en cirkel med 5 cm radie. Stjirnans begrinsningslinjer utgéra delar av diagona-
lerna i nimnda femhorning. Berdkna stjirnans yta och angiv vérdet i savél exakt som approximativ
form.

. En rit linje med riktningsvinkeln 45° tangerar kurvan 3y = x> — 4x? i en punkt A och skir den

dessutom i en punkt B. Bestim koordinaterna fér punkterna A och B.

. Bestim virdet pa cos2x ur ekvationen 4 cos? x + 4sin’x — 3 = g, dir a 4r en positiv konstant.

Berédkna dérefter virdena pa x fora = T

. I en tresidig pyramid &ro fem kantlinjer lika stora och av given ldngd. Den sjitte kantlinjen ar

variabel och skall viljas s4, att sammanlagda arean av pyramidens begransningsytor blir sa stor
som mdjligt. Hur stor &r d4 vinkeln mellan de bada sidoytor, vilkas skéirningslinje stAr emot den
variabla kantlinjen?
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5. I ett koordinatsystem X OY skall viljas punkterna A (a; 0) och O’ (24; b), dir a och b &ro positiva

tal. Punkten O’ tages till origo i ett nytt koordinatsystem X’O’Y’, i vilket punkten A kommer att
ligga pa den negativa abskissaxeln. Bdda koordinatsystemen #ro s& beskaffade, att den positiva
abskissaxeln i vartdera systemet sammanfaller med den positiva ordinataxeln efter en vridning
kring origo 90° i positiv led. Bestdm koordinaterna f6r punkten O i X’O’Y’-systemet.

. TvA tetraedrar har gemensam basyta och dro véinda &t motsatta hill. Den ena &4r regelbunden,
den andras sidoytor 4ro likbenta rétvinkliga trianglar. I den av de bada tetraedrarna bildade dub-
belpyramiden inskrives en sfir. Beréikna dennas radie och forhallandet mellan dess volym och
dubbelpyramidens.

. I en cirkel med radien r drages en diameter AB. Punkten A tages till medelpunkt for en cirkel,
som skér den forstnimnda cirkeln i punkterna C och D samt diametern AB i punkten E. Om
cirkelsegmentet CDEC roterar kring AB, alstrar det ett sfiriskt segment. Bestim radien i cirkeln
A, da det sfariska segmentets volym ar sa stor som mojligt.

. Ettfartyg gick med konstant hastighet réitlinigt mot en punkt P. Det observerades vid olika tidpunk-
ter en viss dag fran en punkt Q. Vinkeln mellan syftlinjen fran Q till fartyget och syftlinjen fran Q
till P var kl. 10.30 79°24/, k1. 11.00 62°12’ och kl. 11.30 47°18’. N4r kom fartyget fram till P?

H.T. 1945

1. O &r origo i ett ratvinkligt koordinatsystem, A en punkt p4 negativa x-axeln och B en punkt pa

negativa y-axeln. P4 hypotenusan AB och kateten AQ i den ritvinkliga triangeln ABO uppritas utit
kvadraterna ABCD och AOPQ. Bevisa, att de rita linjerna DO och BQ skira varandra under réita
vinklar.

. En rektangular dorr ABCD, dir AB ar 90 ¢m och AD 216 cm, kan vridas kring AD. Om dérren
oppnas 40° hur stor vinkel har diagonalen ACvridits?

. I en geometrisk serie med fem olika stora termer &r skillnaden mellan forsta och tredje termen
tan? x och skillnaden mellan tredje och femte termen sin? x. For vilka viirden pa x ir summan av de

1
tre mellersta termerna 357

. Bestim ekvationen fér den gemensamma normalen till de bada kurvornay = x> — 2x + 1 och
y=x2+2x-1.

. Summan av termerna i en aritmetisk serie med forsta termen 2 ar 90. Mellan foérsta och andra
termen i serien inskjutas trenya termer, mellan andra och tredje likasa tre nya termer o.s.v,, s att
en ny aritmetisk serie erhélles, bestdende av de ursprungliga och de inskjutna termerna. Denna
senare series summa blir 342. Berikna den ursprungliga seriens differens och termantal.

. En skal har formen av ett sfiariskt segment, vars hdjd ar lika med halva radien i sfiren. I skilen
nedlaggas fyra lika stora klot, av vilka vart och ett tangerar tva av de 6vriga. Skilens plana lock
tangerar alla fyra kloten. Hur stor del av skélens volym upptages av de fyra kloten?

. Pasidorna i den ritvinkliga triangeln ABC uppritas utat de likformiga, likbenta trianglarna AP;B,
BP,C och CP3A, vilkas toppvinklar Py, P, och P; alla &ro 120°. Visa, att triangeln P; P,P; &r liksidig.

. Ekvationerna for en triangels sidor &ro x + 3 = 0,y + 4 = 0 och x + y = 6.1 denna triangel inskrives
en triangel ABC, s att dess medianer ga genom origo. Undersdk och askadliggor grafiskt, hur ytan
av triangeln ABC varierar, samt ange det storsta och minsta véirdet av denna yta.

Jan. 1946

1. Ien triangel 4r en sida lika stor som den kring triangeln omskrivna cirkelns radie, vilken 4r 324 cm.

En annan sida ar 486 cm. Berdkna triangelns yta och dess minsta vinkel.
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. En bank beréknar p4 sparkasserikning rénta efter 2%, och réntan lagges vid arets slut till kapitalet.

Pa kapitalrdkning berdknas likasa rinta efter 2%, men réntan lagges vid varje halvars slut till
kapitalet. Under ett kalenderar insatte en person pa sparkasserikning i denna bank 100 kr vid varje
manadsskifte, forsta gangen den 31 januari och sista gangen vid arets slut. Om samma inséttningar
i stéllet hade gjorts pa kapitalrakning, hur mycket stérre skulle da beh&llningen ha blivit vid
kalenderérets slut?

. Bevisa, att 16sningarna till ekvationen

V3 - sinx + cosx =2
utgoras av de gemensamma losningarna till ekvationerna
. 2
(\/5 sinx + cosx) =4 och

(\/5 - sin x)2 = (2 - cos x)2.

. Entriangels ena sida ligger utefter linjen 3x —4y + 3 = 0 och medianen mot denna sida utefter linjen

2x =y + 2 = 0. Den nimnda sidan &r 10 langdenheter,/Triangelns tyngdpunkt ligger pa y-axeln.
Angiv ekvationerna for triangelns 6vriga sidor.

. Grafitkdrnan i en spetsad blyertspenna hade formen av en rit cirkulér cylinder med en p4 denna

stélld rit cirkuldr kon med toppvinkeln 20°, DA pennan anvénts nagon tid, &terstod av den koniska
delen av grafitkdrnan endast en del, begransad av.en sfariskkalott, som tangerade konens mantelyta
utefter basytans omkrets. Hur ménga procent av grafitkéirnans koniska del hade notts bort?

. T'en triangel ABC &r vinkeln A 45°. Sidan AB delas av punkten D, sa att delarna AD och DB forhélla

sig som 1 : 2. Drages linjen CD, komma vinklarna ACD och DCB likasa att forhalla sig som 1 : 2.
Berikna de dvriga vinklarna i triangeln ABC.

. Kurvornay = X3 + ax och y = x* + bx/ dar a och b dro konstanter, ha minimum i samma punkt.

Bestdm 6vriga gemensamma punkter och upprita kurvorna.

. Mantelytan i en rit cirkuldr kon tangeras av en oindlig f6ljd av varandra successivt tangerande

sfarer med medelpunkterna pa konens hojd. Den forsta sfaren tangerar &ven konens basyta. Visa,
att forhéllandet mellan summan av alla sfarernas volymer och konens volym alltid 4r mindre &n 3

V.T. 1946
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1.

Ekvationerna for tvé sidorien triangel &ro 2x + y — 9 = 0 och x + 2y + 6 = 0. Den kring triangeln
omskrivna cirkelns medelpunkt &rbeldgen i punkten (6; 2). Bestdm den tredje sidans ekvation.

. Genom mittpunkten M péa sidan AB i den liksidiga triangeln ABC drages en rit linje, som skér AC i

D och forlangningen av BC i E, s att MD = DE. Beridkna vinkeln AMD.

. I'en konvergent odndlig geometrisk serie med reella termer &r summan av forsta och fjirde termen

19

; 729 . :
5 och produkten av de fyra forsta termerna o Ber#dkna seriens summa.

4. Los ekvationen (sinx + cos x)? = sin 3x + cos 3x.

Ien riit cirkulér kon 4r avstandet mellan den inskrivna sfirens medelpunkt och en punkt pa basytans
omkrets medelproportional till de in- och omskrivna sfirernas radier. Bestim konens toppvinkel.
3
X
Konstruera kurvany = x — 3 Bestéim sedan konstanterna a och b s4, att kurvan y = ax® — bx skér

den forra i tre punkter och tangenterna till de bada kurvorna i var och en av dessa skirningspunkter
bli vinkelréta mot varandra. Upprita &ven den eller de pa detta sitt erhallna kurvorna.
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7.

Summan av en regelbunden sexsidig pyramids samtliga begrinsningsytor &r lika med en given
konstant a2. Berikna volymens storsta mojliga virde samt basytans storlek, nir volymen antar
detta vérde.

A, B, C och D &ro fyra punkter pa jordytan s& belégna, att kortaste avstdndet langs jordytan mellan
tva av punkterna blir detsamma, vilka av de fyra punkterna man én véljer. Punkten A har latituden
90° N, punkten B longituden 0°. Bestdm longitud och latitud fér punkterna C och D. Jordytan
antages vara en sfir. Kortaste avstandet 1ings jordytan mellan tva punkter pa denna dr avstandet
langs storcirkelbidgen genom punkterna.

Aug. 1946

1.

I en ratvinklig triangel 4r den ena spetsiga vinkeln 40°. Berdkna vinkeln mellan medianerna mot
kateterna.

. Ettlan, lopande med 4% rinta pa rinta, skall amorteras genom lika stora annuiteter, den forsta ett

ar efter lanets erhéllande. Berikna annuitetens storlek i procent avldnesumman, om efter 10 ar,
. 1 o o o
sedan annuiteten erlagts, endast ;av lanet skall tersta.

. Ekvationerna for tva sidor i en triangel dro 4x —y +4 =0 och 3x + y —4 = 0. Triangelns tyngdpunkt

ligger i punkten (0; —g). Vilken &r ekvationen for triangelns tredje sida?

. Los ekvationen

3cos?x +2sin2x =2sinx —4cosx + 2 = 0.

. ABCD och A,B;C;D; aro tvd motstaende sidoytorien kub, A och A;, B och By, 0.s.v.ligga p4 samma

kantlinje. Genom AB och C;D; lagges ett plan;genom BC och A;D; ett annat. Berikna vinkeln
mellan dessa plan.

. I'en regelbunden sexsidig pyramid &ro sidokanternas lingder dubbelt sa stora som baskanternas.

En sfar har sin medelpunkt i mittpunkten av pyramidens basyta och tangerar sidokanterna. Hur
manga procent av pyramidens volym ligger inom sfiren?

. Upprita kurvan y = x> + 2x? i dess huvuddrag: Visa, att den réta linjen 3x — 4y + 9 = 0 tangerar

kurvan, och stk ekvationen for en tangent, som &r vinkelrdt mot ndmnda rita linje.

. Mitetalen for tva sidor i en triangel dro rétter till ekvationen ax? + bx + ¢ = 0. En cirkel tangerar

dessa bada sidor och har sin medelpunkt pa den tredje sidan. Bestim maximivérdet av denna
cirkels radie.

H.T. 1946

1.

Bestim konstanterna a4 och b i ekvationen y = x* — x> + ax? + bx, s4 att tangenten i origo till
motsvarande kurva skidrdenna i punkten (2; 4). Angiv &ven, var denna tangent ytterligare skér
kurvan. (For nojaktig behandling kraves icke, att kurvan uppritas.)

. En person har ldnat en summa vid borjan av ar 1940. Ett visst antal 4r beh&éver han inte géra nagra

inbetalningar men skall sedan amortera skulden genom 10 annuiteter, vilka var och en utgéra 15%
av det ursprungliga lanet.Néar skall han erldgga den forsta annuiteten? Rénta pa rinta berdknas
efter 3%.

. I triangeln ABC &r vinkeln A rét, sidan AB 2 cm och vinkeln B 40°. Bisektrisen till sistnimnda

vinkel, som skér AC i D, utdrages till E, si att BD = DE. Berékna vinklarna i triangeln AEC.

. Hornen i fyrsidingen OACB ha koordinaterna O (0; 0), A (a; 0), C (2a; 3b), B (0; b). Linjen CB skir

OA ipunkten D, linjen CA skér OB i punkten E. Linjerna CO och AB skiéra linjen DE i punkterna
P respektive Q. Visa, att EP : PD = EQ : QD.
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5.

Avstandet mellan tva fasta punkter O och P ar a. Punkten O tages till medelpunkt fér en sfir med
variabel radie och punkten P till spets for en rét cirkulédr konisk yta, som tangerar sfiren utefter
en cirkel. Bestdm sfirens radie, sa att den del av konen, som ligger mellan den koniska och den
sfariska ytan, far sa stor volym som mojligt.

. Ien halvcirkel 4r AB diametern samt AC och CD kordor, av vilka den senare &r parallell med AB. Da

vinkeln BAC varierar fran 0° till 90°, 4ndras férhallandet AC : CD. Bestam vinkeln, da forhallandet
ar=2.

. Bestdm de exakta virdena pa x ur ekvationssystemet

X =sinv + cosv
7x3 — 15x = 6 sin v cos 2.

. En ratvinklig triangel ligger i ett plan P. De bada kateterna bilda vinklarnaA och B med ett annat

plan Q genom hypotenusan. Planen P och Q bilda med varandra vinkeln C. Visa, att

sin® C = sin® A + sin®B.

Jan. 1947

1.

En sfarisk sektor delas medelst ett plan i ett sfiariskt segment.och en rét cirkulér kon. Hirigenom
delas sektorns begrinsningsyta mitt itu. I vilket forhallande delas dess volym?

. I de bada serierna 10, 10x, 1022, ... och 0, x, 2x;.3x, ...-bestimmes x s4, att skillnaden mellan ter-

merna med ordningsnummer 11 i de bada serierna, tagna i angiven ordning, blir s& liten som
mojligt. Berdkna for detta x-virde forhallandet mellan summorna av de 9 férsta termerna i den
aritmetiska och i den geometriska serien.

. Los ekvationen 2 sin 2x — cos 6x = 4 sin® x sin 2x.

4. I parallelltrapetset ABCD &r AB 6 cm, BC 10 cm, CD 21 cm och DA 20 cm. Berékna totala ytan av

den kropp, som uppkommer genom att figuren roterar kring en axel, som ligger i figurens plan,
ar vinkelrédt mot de parallella sidorna AB och CD samt gar genom den punkt, dir de bada dvriga
sidornas forlingningar skéra varandra.

. Triangeln ABC &r placerad i ett koordinatsystem, sa att A ar beldgen i origo, B i punkten (-10; 0)

och C i punkten (—4; 3). Triangeln forskjutes i koordinatsystemets plan till laget A;B,Cy, s& att By
kommer att ligga i C och origopa.A;B;. Bestdm ekvationen for medianen fran C;.

. En triangels sidor 4ro 26 cm, 28 cm och 30 cm. En cirkel med radien 2 cm har sin medelpunkt M

pa en av triangelns sidor. Hur stor yta 6verfares av cirkeln, dd M beskriver triangelns omkrets?

. Sidovinklarna vid'spetsen i en tresidig pyramid &ro alla rita. Bevisa, att kvadraten p4 basytan &r

lika med summan av kvadraterna p4 sidoytorna.

. Upprita kurvan y =a? — 6x + 10. Undersék, hur avstandet z mellan en punkt P pa kurvan och

punkten (5; 6) varierar, da.P genomléper hela kurvan. Askadliggor i ett sirskilt diagram sambandet
mellan z och x genom en ungefirlig kurva.

V.T. 1947

1.

2.

42

I en triangel d4ro mittpunkterna pa tva sidor beldgna i punkterna (1, 5; 0) respektive (3,5; 1). Media-
nerna skiira varandra i punkten (2; 1). Bestim ekvationerna for triangelns sidor.

Den aritmetiska serien 1, 3, 5, 7, 9, ... innehéiller som delserie den geometriska serien1, 3, 9, ....
Hur manga termer i den aritmetiska serien méste minst medtagas, for att summan av den geomet-
riska serien skall 6verstiga 1000, och hur stor 4r di den aritmetiska seriens summa?
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. En sfar ar omskriven kring en rétvinklig parallellepiped, vars basyta &r en kvadrat med sidan 15 cm

och vars hojd 4r 7 cm. Kan man i samma sfir inskriva ndgon annan rétvinklig parallellepiped med
kvadratisk basyta och med samma volym som den givna? Bestdm i s4 fall dess kanter.

4. Los ekvationen sin 3x + 2 sin® x — cosx = 1.

. Kurvorna y = ax? — bx och y = ax — bx? skiira varandra i tva punkter under rita vinklar. Bestim

konstanterna a och b. Upprita kurvorna fér dessa virden pé a och b, och beriikna ytan av den
fyrsiding, som inneslutes mellan tangenterna i kurvornas skérningspunkter.

. T ett sfariskt segment &r héjden 6 cm och den sfiriska ytans radie 7 cm. I detta segment inskrives

ett annat sfiriskt segment, sa att dess sfiriska yta tangerar det forsta segmentets plana yta i
mittpunkten och dess plana begrinsningsytas omkrets ligger pa det forsta segmentets sfiriska yta.
Sék den storsta volym, som det inskrivna segmentet kan anta.

. Ien konvergent oéndlig geometrisk serie med reella termer &r forsta termen a och kvoten k. Man

vill 16sa uppgiften att med ett givet virde pa a bestimma ett sddant varde pa k, att seriens summa
blir lika med kvadraten pi k, och konstruerar fordenskull den kurva, som svarar mot det erhallna
sambandet mellan a och k. Undersok, for vilka virden pa a den nyss namnda uppgiften ar mojlig,
och ange sérskilt, for vilka av dessa viarden uppgiften har en ellerflera 16sningar.

. T en triangel &ro tva vinklar 45° och 60° och den omskrivna cirkelns radie R. Bestdm vinklarna, och

uttryckta i R, sidorna i den triangel, vars horn utgéra héjdernasfotpunkter i den givna triangeln.

Aug. 1947

1.

Upprita kurvan 10y = x* — 8x? + 7. Ange sérskilt kurvans skirningspunkter med koordinataxlarna
samt dess maximi- och minimipunkter.

. Ivar och en av tva geometriska serier med reella termer &r forsta termen 3. Seriernas kvoter dro

varandras inverterade virden. Den ena serien dr konvergent och den andra foljaktligen divergent.
Summan av de 7 forsta termerna i den ena serien ar 64 ganger sa stor som summan av de 7 forsta
termerna i den andra. Bestim summan av den odndliga konvergenta serien.

. Ett parallelltrapets ABCD, vars parallella sidor AB och CD forhalla sig som 1 : 2, har hornet A

i punkten (-3; 6) och hornet D pa x-axeln. Diagonalerna AC och BD skéra varandra under riata
vinklar i punkten (-1; 2). Bestdm sidornas ekvationer.

. I en ratvinklig triangel med ytan T uppritas den inskrivna cirkeln. Férenas tangeringspunkterna

med varandra, erhalles en triangel med ytan f. Bevisa, att forhallandet ¢ : T &r lika med férhallandet
mellan den inskrivna cirkelns radie och hypotenusan.

. Tettlikbent parallelltrapets dr den ena av de parallella sidorna 16 cm, och summan av halva den

andra och hojden 4r 9 cm. Trapetset roterar kring de parallella sidornas mittpunktsnormal. Nar
blir den uppkomna rotationskroppens volym sa stor som mojligt?

6. Los ekvationen sin2x =2 + 2.sinx + 2 cos x.

. En cirkelsektor har radien 7 och medelpunktsvinkeln v (v < 180°). Sektorns bage AB delas genom

punkterna C och D i tre lika stora delar, AC, CD och DB. Ett parallelltrapets CDEF inskrives i
sektorn, sa att E och F dro beldgna pa radierna OB respektive OA och CD &r parallell med EF. Ange
laget av E och F, da trapetsets yta ir sa stor som mojligt. Undersok dérefter, mellan vilka virden

vinkeln v skall ligga, for att OE skall vara > %r, da ytan har sitt maximivérde.

. T'enkub dro ABCD och A’B’C’D’ tva parallella sidoytor, vilkas horn forenas av kantlinjerna AA’,

BB’, CC’ och DD'. Ett plan lagges genom hornet C’ och mittpunkterna p4 kantlinjerna AB och AD.
Bestédm ytan av den del av planet, som faller inom kuben.

43




“GY_problem_1" — 2016/6/6 — 19:54 — page 44 — #48

Uppgifter, givna jan. 1944 - H.T. 1948 gymnasieproblem

H.T. 1947

1 -2

a
. Féenekla uttrycket (\/ﬁ) " (\/ﬁ) * . Berikna darefter dess exakta viarde, om a4 och b dro rotterna

till ekvationen 5x2 — 24x + 30 = 0 och p = V5.

2. Los ekvationen sin® x — sin 3x = cos® x + cos 3x.

. Den rita vinkelns spets i en réatvinklig triangel ligger i punkten (-2; —5) och triangelns tyngdpunkt

i(1; —2%). Hypotenusan ligger utefter linjen 11x + 3y — 23 = 0. Bestdm koordinaterna for triangelns
ovriga hérn.

. Kring ett klot omskrives en rit cirkuldr kon. Genom den cirkel, l&ngs vilken klotet tangerar konens

mantelyta, lagges ett plan. Detta delar klotet i tvi segment, vilkas volymer forhalla sig som 5 : 27.
Bestdm konens toppvinkel.

. Treklot, som ligga pa ett horisontellt bord, tangera varandra parvis utantill. Ett av kloten har hélften

sa stor radie som de bada andra. Ett plan l4gges s4, att det tangeraralla kloten. Berékna vinkeln
mellan detta plan och bordet.

. Tvéa rata cirkuldra koner ha samma basyta och &ro vinda@t samma héll. Den ena konens toppvinkel

ar 60° den andras 90°. Parallellt med basytan lagges ett plan, som skir bAda mantelytorna s4, att
den cirkelring som utskéres i planet, far storsta mojliga yta. Beréikna det forhallande, i vilket den
mellan mantelytorna befintliga volymen delas av detta plan.

. I triangeln ABC é&r vinkeln B dubbelt sa stor som vinkeln C. Bisektrisen till vinkeln A skér den

motstidende sidan i punkten D och den kring triangeln omskrivna cirkeln i punkten E. Hur stora
aro triangelns vinklar, om AD : DE =5 : 4?

. Upprita kurvany = 24x —22x? + 8x> — x* i dess huvuddrag. I en punkt P p4 kurvan drages tangenten.

Undersék, hur dennas avskirning pa y-axeln varierar, nir P ror sig ldngs kurvan och 4skadliggér
detta i ett sarskilt diagram. Ange speciellt, for vilka x-virden den nidmnda avskirningen antar
maximi- eller minimivérden.

Jan. 1948

44

1.

For en konvergent odndlig geometrisk serie giller, att summan av termerna med udda ordningsnum-
mer och summan av termerna med jamna ordningsnummer &ro rotter till ekvationen 2x%+3x—2 = 0.
Vilken ir serien?

. I den rétvinkliga triangeln ABC med den réta vinkeln vid B &r CD bisektris till vinkeln C.I den

ratvinkliga triangeln CDE med den réta vinkeln vid D 4r vinkeln E lika stor som vinkeln A. Triangeln
CDE har fyra ganger sa stor yta som triangeln BCD. Berikna vinklarna i triangeln ABC.

. Los ekvationen2sin®x = cosx.

4. Iett koordinatsystem &ro punkterna A (4; —1) och C (-8; —5) givna. Bestdm tva punkter B och D, sa

att deras sammanbindningslinje har vinkelkoefficienten 3 och fyrhérningen ABCD ér en rektangel.
Berdkna &ven ytan av denna rektangel.

. I'triangeln ABC bildar medianen CD 20° vinkel med sidan CB. Vinkeln A ar 40°. Berikna de 6vriga

vinklarna i triangeln ABC

. Totala begrinsningsytan av en rit cirkuldr kon ar dubbelt s& stor som en given sfirs yta. S6k

forhallandet mellan konens och sfirens volymer, nir konens volym &r si stor som majligt.

. I basytorna till en parallellt stympad regelbunden 8-sidig pyramid har man uppritat de inskrivna

cirklarna och genom dessa lagt en kon, vars topp ligger utanfor den stympade pyramiden. Hur stor
del av den stympade pyramidens volym ligger utanfor konen?
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8. Tangenten i origo till kurvan y = x* — bx? + 2x skiir kurvan i en maximi- eller minimipunkt. Beréikna
konstanten b, upprita kurvan samt bestdm ekvationen for en linje, som tangerar kurvan i tva punkter.

V.T. 1948

1. I en konvergent oéndlig geometrisk serie ar forsta termen cos x, andra termen sin x och summan
—sin x. Bestdm de vinklar x, for vilka detta géller.

2. En studerande erholl i borjan av ar 1947 ett réntefritt lan pa 10 000 kr att aterbetalas med en fem-
tedel av ldnesumman vid bdrjan av vart och ett av dren 1953-1957. Berikna vérdet vid tidpunkten
for lanets mottagande av den gava, som studeranden genom denna réntefrihet kan séigas ha erhéllit,
om man beréknar rinta efter 3% och den tinkes kapitaliserad vid varje ars slut.

3. I en given halvsfér inskrives en rét cirkulir cylinder, sa att en av cylinderns generatriser faller
utefter en diameter i halvsfiarens plana yta och omkretsarna till cylinderns basytor tangera den
sfariska ytan i var sin punkt. Berdkna forhillandet mellan cylinderns héjd och basdiameter, d4 dess
volym &r sa stor som mdojligt.

4. I en triangel ABC forhalla sig hdjderna fran hérnen A och'5 som4 : 3 och yttervinklarna vid A och
B som 3 : 2. Beridkna triangelns vinklar.

5. I ett parallelltrapets ABCD éro diagonalerna vinkelrdta mot varandra. Andpunkterna A och B av
en av de parallella sidorna 4ro beldgna i pukterna (=4; 4) och (=1; —2). De icke parallella sidornas
forlangningar skéra varandra i punkten P (3,5; —2). Bestim koordinaterna fér punkterna C och D.

6. Tva lika stora klot dro sa beldgna, att det enas medelpunkt ligger pa det andras yta. I kloten &ro
placerade tvé olika stora regelbundna tresidiga prismor. I.wvart och ett av dessa &ro alla kantlinjerna
lika langa. Sidokanterna &ro parallella med med klotens centrallinje, och for varje prisma géller
dessutom, att de tre hornen i en basyta ligga p4 den ena klotytan och de tre aterstiende hérnen pa
den andra. Klotens medelpunkter ligga bégge innanfor det storre prismat och utanfor det mindre.
Berékna forhallandet mellan det stérre och det mindre prismats kanter.

7. I en halvcirkel med medelpunkten Q och diametern AB ar en korda AC dragen. En cirkel med
medelpunkten O’ inskrives i figuren ABC, sd att den tangerar kordan, diametern och bagen BC.
Bevisa, att

1 1
cot ECAB - cot EO’OB =1.

8. Ifunktioneny = x® — ax &r a'en konstant. Om vérdet pa a véljes pa 1ampligt sétt, kan man pa den
motsvarande kurvan finna punkter P och Q sa belégna, att tangenten i P samtidigt blir normal till
kurvan i Q. Bestim vinkelkoefficienten for PQ, uttryckt i 4, och ange, vilket villkor a2 méaste uppfylla,
for att nagon dylik tangent skall finnas.

Aug. 1948

1. I en geometrisk serie med positiva termer &r summan av de tre forsta termerna 64 och summan av
de sex dérpa foljande 9. Bestam seriens forsta term och kvot.

2. I enfyrhorning, vars sidor ha ekvationernax-y = 0,3x+y =0,x+y-14 =00ch 12x-2y+33 = 0,
inskrives en rektangel, vars sidor aro parallella med koordinataxlarna. Ange koordinaterna for dess
hérn.

3. Bestdm konstanten a i funktionen y = x° + ax? + 5x + 3, sa att viirdena av funktionen, dess forsta
och dess andra derivata, tagna i nimnd ordning, bilda en aritmetisk serie for x = 3. Undersok, om
det finns nigra andra x-virden, for vilket detsamma géller for ifragavarande virden pa a.
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4. T en kvadrat med sidan 10 cm tages varje horn till medelpunkt f6r en cirkel, vars radie ar lika med
kvadratens sida. Inuti kvadraten uppkommer dirvid en av fyra cirkelbigar begriansad figur. Berdkna
dennas yta.

. . . 1
5. Till kurvan y = x? har man dragit tangenterna fran punkten (E ; —2) samt en tangent parallellt med
den korda, som forenar de férstnimnda tangenternas tangeringspunkter. Berikna ytan av den
triangel, som begrénsas av de tre tangenterna.

6. Enhalvsfir med radien R skéres av ett plan, som ar parallellt med halvsfirens plana begrinsningsyta.
Den erhallna skiirningsytan utgor den plana begriansningsytan av ett sfariskt segment, som tangerar
halvsfiarens plana begrinsningsyta. Hur stor &r detta segments hdjd, da dess volym ar sa stor som
mojligt?

7. Los ekvationen cotx + 5cosx = 1.

8. Frin en punkt A; pa kurvan 9y = x> — 9x? drages en rit linje, som tangerar kurvan i en punkt
Ay, skild fran A;. Fran A, drages en rit linje, som tangerar kurvan i en punkt As, skild fran A,.
Forfarandet upprepas, varvid erhdlles punkterna Ay, As, ..., A,_1, A,. Frdn A, _; &r alltsa dragen en
rét linje, som tangerar kurvan i A, som é&r skild fran A,,_;. Visa, att punkten A,, obegrinsat nirmar
sig en punkt pa kurvan, d& n obegrénsat véxer, och bestdm koordinaterna fér denna punkt. (Man
foruséitter, att A, ej rakat bli placerad just i denna punkt.)

H.T. 1948

1. Uppritakurvany = —x*+4x?, och ange eventuella maximi- och minimipunkter samt skéirningspunk-
ter med axlarna. S6k dérefter tangeringspunkterna for de tangenter till kurvan, som 4ro parallella
med linjeny = 4x + 1.

2. En person har genom domstolsutslag alagts att till en’kommun betala 12 000 kr den 31 december
varje ar fro.m. 1949 t.o.m. 1958. Han erbjuder kommunen att i stéllet erligga summan pi en gang
den 31 december 1953. Hur stéller sig/detta erbjudande for kommunen, om den rdknar med 4%
rénta pa rénta? De bada alternativen anses likvirdiga fran sékerhetssynpunkt.

3. En aritmetisk serie ar sa beskaffad, att summan‘av de n forsta termerna 4r n(3n + 1). I denna serie
dr summan av tre konsekutiva termers kvadrater lika med 10 164. Vilka dro dessa termer?

4. Enritlinje gar genom -punkten’A (0;4) och skér de b4da réita linjerna y = x och y = 2x i punkten
B respektive C. Bestim ekvationen for den forstndmnda rita linjen i vart och ett av de fall, dd en av
punkterna A, B och C liggermitt emellan de bada 6vriga.

5. Tvé lika stora klot med radien r tangera varandra. Ett regelbundet tresidigt prisma har tre hérn pa
vardera klotytan, och dess sidokanter dro parallella med klotens centrallinje. Bestdm det storsta
virde, som prismats volym kan anta.

6. Itriangeln ABC &r sidan AB.6.cm och sidan AC 9 cm. Sidan BC ir tre ganger s stor som den mot
densamma dragna héjden. Berakna vinkeln A.

7. For vilka virden pa konstanten a har ekvationen
(a+1-2atanx)cos’x+1=0

reella 16sningar?

8. Ett plan skir alla sidokanterna i en regelbunden fyrsidig pyramid och avskér av dessa i ordning
striickorna a, b, ¢ och d, fran pyramidens spets riknat. Bevisa, att

1 1 1 1

a ¢ b d
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