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Forsta hiftet

4100.

4101.

4102.

4103.

4104.

En snyggt ritad RUTA ar forstés en kvadrat, och en KUB &r lika
sjalvklart en kub som att TRE och SJU é&r primtal. Det dr som
bekant inte SEX, som &r ett jimnt tal. Om varje bokstav star fér en
bestdmd siffra, vad dr dd KRUXET?

Av elva tandstickor plockar vi forst

ut nio och bildar en triangel pa

sdtt som figuren visar. Dérefter tar F

vide tva aterstdende stickorna och \
placerar dem s att triangeln delas \
upp i tva filt med lika stora areor.

Hur ska de tva sista stickorna pla-
ceras?

a) Visa foljande resultat. Det positiva heltalet 107 + s, dir r och s
ar heltal, dr delbart med 11 om och endast om talet r — s 4r delbart
med 11. Anvénd detta resultat till att formulera en enkel metod for
att visa ev delbarhet med 11. Ar talet 3001232377 delbart med 11?

b) Visa ocksé foljande resultat. Det positiva heltalet 107 + s &r
delbart med 13 om och endast om talet r + 4s dr delbart med 13.
Tillimpa detta resultat och undersék om talet 16049371 &r delbart
med 13.

¢) Det positiva heltalet 107 + s &r delbart med 17 om och endast
om talet r + as ar delbart med 17, forutsatt att heltalet a viljs pa
lampligt sdtt. Bestim a och undersék om talet 20987 639 ar delbart
med 17.

Tre 16pare, Sara, Tanja och Ulla, springer i samma riktning langs
en terrdngbana med konstanta hastigheter resp vg, vy och vy, dir
vs > vt > vy. Nér de har sprungit banan ett antal varv har Sara vid
ett tillfdlle Tanja 180 m framfor sig och Ulla 540 m framfor sig. Efter
en stund hinner Sara ifatt Tanja. I passeringségonblicket befinner
sig Ulla 180 m klidngre fram. Snart blir Ulla passerad av savil Sara
som Tanja. Var befinner sig Sara Nar Ulla blir omsprungen av
Tanja?

Los ekvationssystemet

x+y+vz = 19

VX+y+vz = 39
VX+y+z =175

inaturliga tal x, y, z.
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4105.

4106.

4107.

4108.

Har géller det att placera ut talen 1, 2, ..., N i tva grupper sa att
talen a, b och deras summa a+ b inte alla far finnas i samma grupp.
Om exempelvis N = 6 och talen 1 och 5 finns i en av grupperna
kan varken talet 4 eller talet 6 befinna sig i denna grupp, eftersom
1+4=50ch1+5=6.

a) Visa att uppgiften dr 16sbar for NV = 8, men inte for N =9. Hur
skatalenl,2,..., 8 fordelas pa tva grupper?

b) Fér N =9 krévs tre grupper for att vi ska kunna undvika att
tva tal jamte deras summa befinner sig i samma grupp. Visa att i
fallet med tre grupper sa dr uppgiften losbar for N = 23, men inte
for N =24. Hur ska talen 1, 2, ..., 24 férdelas pa tre grupper?

Foljande uppgift gavs i studentexamen i matematik, specialkurs,
vt 1938.

Om v &r en vinkel mellan 0° och 30°, s& dr 60sin v approximativt
lika med vinkelns gradtal. Vilket dr det storsta viarde differensen
kan anta?

a) Marten fér i uppgift att limma ihop en kub av ett stort antal
smakuber med sidan 1 sa att den stora kuben far sidan 8. Darefter
ska han rdkna ut antalet olika rader av atta smakuber som kan
hittas i den stora kuben. Med en rad menar vi en foljd av atta
smakuber, sddan att smakubernas mittpunkter ligger pa en och
samma rita linje. Av ren tankloshet bildar Marten en kub med
sidan 10 i stéllet for 8, men inser plotsligt att han kanske inte har
gjort ndgot storre misstag. Vad dr det som Mérten har insett? Hur
manga rader blir det?

b) Marten blir sedan ombedd att berdkna antalet punkter (x, y, z)
dér x, y, z ar icke-negativa heltal och ddr summan av koordinater-
nablir < nfor n=1, 2, .... Han konstaterar att fér » = 0 dr det bara
punkten (0,0,0) som duger och for n = 1 tillkommer punkterna
(1,0,0), (0,1,0) och (0,0, 1). Men hur blir det for storre virden pa n?

Ett segelfartyg har tvd master som dr 5 m hoga och som befinner
sig p& 10 m avstand fran varandra. Ett 20 m ldngt rep, vars dndar &r
fasta i masttopparna, stracks sa att det precis nar fartygsdacket. Vi
betecknar masttopparna med A och B, fotpunkterna med C och D
samt den punkt dir repet nuddar ddcket med E (se figuren), och vi
antar att alla fem punkterna ligger i samma vertikala plan. Bestim
det exakta avstdndet mellan C och E.
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4109. Pa planet fran Arlanda till Malmé &r alla platser bokade. Forst
ombord &r den fran TV kdnde Mr. X, som visserligen ocksa har
en plats bokad, men som inte orkar leta reda pé sin plats utan
véljer en stol helt slumpmaéssigt. Ndsta passagerare, som vi kan
kalla A, sitter sig ddremot pd sin bokade plats savida inte Mr. X
redan har satt sig pd A:s plats. I det senare fallet vdljer A en plats
slumpmadssigt i kabinen. Den tredje passageraren gar ombord, hér
kallad B, agerar pa samma sitt: B sétter sig pa sin bokade plats,
eller om den rékar vara upptagen, véljer en av de tomma platserna
slumpmassigt. Alla de 6vriga passagerarna beter sig pad samma
sitt, en efter en, tills planet &r fullt.

Frégan &dr nu: Vad dr sannolikheten att den sist anldnde passage-
raren far sitta pa sin bokade plats?
Gor gédrna en gissning innan du sétter igdng med problemet.

Andra hiftet

4110. Det finns ett enkelt sétt att uttrycka forhallandet mellan radier-
na for de in- och omskrivna cirklarna till en ratvinklig triangel i
dennas tre sidor a, b och c. Hur ser det uttrycket ut? Visa att forhal-
landet har ett maximum for en likbent triangel och berékna dess
varde exakt.

4111. Lat oss kalla ett primtal for symmetriskt om det dven blir ett prim-
tal d& siffrorna ldses i omvind ordning (t ex dr 113 ett sddant, ef-
tersom 311 ocksé ar ett primtal). Erhaller vi samma primtal kallas
det sjalvsymmetriskt. Alla ensiffriga primtal &r trivialt sjdlvsym-
metriska, medan 11 &r det enda tvasiffriga och 101 det minsta
tresiffriga. Visa att det inte finns ndgra fyrsiffriga, samt ange det
minsta femsiffriga sjdlvsymmetriska primtalet.

4112. I en s k magisk kvadrat med k x k rutor #r k? heltal inskrivna pa
sddant sétt, att summan i varje rad, kolumn och diagonal &r kon-
stant. Ofta har vi tillaggsvillkoret att talen ska vara olika och da
vanligen talen 1, 2, ..., k2.

a) For k = 3 géller det att placera hela tal i de nio rutorna enligt
givna regler. Visa att den gemensamma rad-, kolumn- och diago-



Argang 86, 2003 Elementa

4113.

4114.

4115.

4116.

nalsumman &r tre gdnger sé stor som talet i kvadratens mittruta.
(Detta géller dven utan tillaggsvillkor.)

c) P4 ett beromt kopparstick, Melancolia
I av Albrecht Diirer finns vidstdende magis-
ka kvadrat med sidan 4 avbildad. Hér ser vi 5(10(11| 8
att alla summor av ndmnt slag ar lika med 9l6l7 12
34. Vi noterar ocksa att summan av de fyra
hérntalen ocksé dr 34. Giller denna egenskap | 4 |15 14| 1
allmént f6r magiska kvadrater med sidan 42

163 |2 |13

Paula, Robert, Sanna och Teddy bestker stadens konditori. Det dr
néstan tomt i hyllorna; det enda som aterstar dr atta mandelkakor.
Det naturliga vore nu att lata var och en ta tvé kakor var. Men Paula,
som &r fascinerad av spel, tycker att slumpen ska f& avgéra hur
manga kakor var och en ska fa. De 6vriga gar med pa detta, men
pé Roberts inrddan ska alla fa minst en kaka.

a) Lat oss forst fundera 6ver vad som skulle hinda om Paula
fordelade kakorna helt slumpméssigt, dvs sa att en eller flera i kvar-
tetten skulle kunna bli helt utan kakor. Vad skulle sannolikheten
bli att alla fick minst en kaka?

b) Hur ska Paula praktiskt béra sig at for att slumpmassigt fordela
kakorna sé att varje person far minst en kaka var? Alla kakorna ser
likadana ut, s& det dr bara antalet kakor som var och en far som ar
av intresse.

¢) Om Paula férdelar kakorna pé sétt som anges i b), vad ar
sannolikheten att alla far lika manga kakor? Vad 4r sannolikheten
att Paula far fem av de étta kakorna?

Ar det maijligt att hita en oéndlig geometrisk talféljd bestdende av

tal valda ur foljden 1, %, %, %, ..., sadan att summan ar &; 12

57"
Bestdm alla polynom P(x) som uppfyller sambandet
xP(x-1) = (x-3)P(x).

a) Antag att du har tre enkronor (e) och tva femkronor (f) ordnade
som efefeienrad framfor dig. Mynten tangerar varandra, dvs
inga luckor forekommer. Med pekfingret och ldngfingret pd en
enkrona och en femkrona som tangerar varandra kan du flytta de
bada mynten samtidigt. Myntparet placeras alltid sé att det tan-
gerar nagot av de 6vriga mynten fran vénster eller hoger och kan
da ocksa placeras in i ndgon av tidigare uppkomna luckor mellan
mynten. Kan du genom att upprepa denna operation arrangera om
mynten i ordningen eeef f? I slutstillningen ska mynten tangera
varandra.
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4117. Vidstadende kvadrat har sidan 1. Tvé godtyckliga,

4118.

4119.

b) Antag nu att du har tre enkronor och tre femkronor ordnade i
enrad som efefef pabordet. Mynten tangerar varandra. Kan du
genom upprepad anvindning av operationen i a) arrangera om
mynten till ordningen eeef f f? Inga luckor far forekomma mellan
mynten i slutstédllningen.

korsande striackor delar in kvadraten i fyra rek-
tanguldra félt som figuren visar. De fyra filtens
resp areor dr A, B, C och D.

a) Visa att A och D inte badda kan vara storre dn
1/4.

b) Visa att minst en av areorna A, B + C, D dr storre dn 4/9.

A B

C D

Triangeln ABC éar inskriven i en cirkel. Héjden fran A traffar BC
i D. Normalerna fran B och C mot diametern AE trédffar denna i
resp F och G. Visa att triangeln DFG é&r likformig med triangeln
ABC.

I nedanstaende division har till f6ljd av ett misséde siffrorna pa
de med * betecknade platserna férsvunnit. Vilka ar siffrorna? Pa-
pekas bor att det kan finnas 7:or d&ven bland de férsvunna siffrorna.
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Tredje hiiftet

4120.

FYRA och NIO ar forstas kvadrater, medan FEM ér ett Fibonaccital.
(Dessa tillhor den talf6ljd som fas om man borjar med 1, 1 och later
nésta term vara summan av de tva foregdende: 1+1=2,1+2=3,
2+3=50sv)

Vad dr dd summan av dessa tre tal, dvs ARTON? (Skilda bokstédver
svarar mot olika siffror.)
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4121.

4122.

4123.

4124.

4125.

4126.

I en vanlig hushallsrulle 4r den totala pappersldngden 22 m, diame-
tern dr 115 mm, medan den inneliggande papphylsans diameter
ar 45 mm.

a) Uppskatta antalet varvirullen.

b) Vilken &r rullens ungefirliga diameter nér halva pappers-
maéngden &r forbrukad?

Den lilla stadens pantldneinréttning styrs av en notarie och hennes
fem assistenter. Inkomna véardeforemal férvaras i ett kassaskap
med ett flertal 1as. Notarien har fler nycklar dn varje assistent som
har lika ménga nycklar var. Bestamda regler géller vid 6ppnandet
av skapet:
¢ Notarien kan inte ensam 6ppna kassakapet. Enbart tva assis-
tenter tillsammans kan inte heller 6ppna skapet.
¢ Notarien kan alltid ppna kassaskapet tillsammans med en
av assistenterna, godtyckligt vilken. Tre assistenter, godtyck-
ligt vilka, kan tillsammans alltid 6ppna skapet.
Vilket dr det minsta majliga antalet 1&s till kassakdpet? Hur ménga
nycklar har i sd fall notarien och var och en av hennes assistenter?

Har kommer ett av de sista problemforslagen till Elementa fran
Gunnar Bloms flitiga penna.

Se pa talféljden 1000, 999, 998, ...,10,9,8,7, 6,5, 4, 3, 2, 1.Bestim
siffersummorna 1, 27, 26, ...,1,9,8,7,6, 5,4, 3,2, 1.

Berdkna pa enklast mojliga sdtt summan av dessa siffersummor.

I triangeln ABC &r vinkeln BAC dubbelt sé stor som vinkeln ACB.
Med A som medelpunkt uppritas en cirkel som gar genom B och
som skidr BCi P och ACi Q. Visa att |AB| +|PQ| =|AC].

Bestdm alla positiva heltalslésningar (x, y) till ekvationen
x° —y3 =Xxy+61.

I en skal med karameller finns s svarta lakritsbéatar, r roda hal-
lonbétar och en gul bat med korsbarssmak. Albin star i nattens
morker och plockar &t sig en karamell i taget. Han dr angeldgen
om att fa tag pa en karamell med barsmak. Av ndgon anledning
gillar han inte lakrits.
a) Vad ar sannolikheten att den forst funna karamellen med
béarsmak dr den gula korsbarsbaten?
b) Hur ménga lakritsbatar méste Albin i genomsnitt sortera bort
innan han hittar den férsta baten med béarsmak?
c) Nésta natt ndr Albin pa nytt ska forse sig med karameller har
hans syster Lina redan 4tit upp korsbarsbéten. I skalen ater-
star endast r = 5 hallonbétar och s = 6 lakritsbatar. Varje gang
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4127.

4128.

4129.

som Albin hittar en hallonbat ldgger Lina en extra lakritsbat
iskdlen fran en egen pase. Om den forsta karamellen dr en
hallonbat finns det alltsé ndsta gdng 4 hallonbatar och 7 lak-
ritsbatar i skdlen; om han ddremot far en lakritsbat aterstar 5
hallonbatar och 5 lakritsbatar. Albin fortsatter pa detta sétt
under Linas medverkan tills samtliga hallonbatar &r slut. Hur
maénga lakritsbatar finns det d& i genomsnitt kvar i skalen?

Los ekvationen

1 1
— +——=2V3
sinx siny

under bivillkoret x + y = 120°.

a) Heltalen 1,2,3,...,2n — 1,2n uppdelas godtyckligt i tva lika stora
grupper A och B. Talen i grupp A ordnas i vixande ordning a; <
a; < - < ay, medan talen i grupp B ordnas i avtagande ordning,
by > by > ---> by,. Visa att

2
lay — b1l +1az — ba| + -+ +|ay — byl = n°.

b) P4 ett kvadratiskt rutbrdde med »n x n rutor har varje ruta marke-
rats med ett talpar (7, k), dér r anger radnumret och k kolumnnum-
ret. Vi ersétter nu varje talpar med det minsta av de bada talen i
rutan: (3,3) blir 3, (2,5) blir 2 osv. Visa att summan av de sa bildade
talen i de n? rutorna ar 12 +22 +33 + ... + n?,

Vardera basvinkeln i en likbent triangel ABC, dir |AB| = |AC]|, ar
50°. Pa sidan BC ligger punkten D, sadan att ZBAD = 50°, och pa
sidan AC ligger punkten E saddan att ZABE = 30°. Bestam vinkeln
ZBED.

Fjidrde hiftet

4130.

4131.

Pa frukostrestaurangen Sandels kostar en frukost 75 kr om man
betalar kontant, men enligt ett specialerbjudande kan man fa ra-
batt om man koper ett kundkort. Det gar ut pa att man betalar
550 kr men fér 605 kr insatt pa kortet. Sedan anviander man kortet
och betalar precis som med kontanter, dvs for varje frukost dras
75 kr frdn det innestdende beloppet pa kortet. I restaurangens an-
nonser star det att erbjudandet innebar att kunden far 10% rabatt.
Stdmmer det?

I en bordtennisturnering med fem deltagare moter alla varandra
exakt en gang. Varje match ger spelarna poang enligt féljande. For-
lorande spelare far 0 podng medan vinnaren far lika manga podng
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4132.

4133.

4134.

4135.

som férloraren har vinster i hela turneringen. Om en spelare far
2 poang i en vinstmatch betyder detta sdledes attt motstdndaren

har vunnit tvd andra matcher.
Lat oss beteckna spelarna med A B CD E Summa

A, B, C, och D. 1vidstaende rut-
nét utldser man radvis varje spe-
lares podng mot var och en av de
ovriga. Exempelvis ser vi iraden
for C att denne har vunnit 6ver
A och fatt 3 poédng. I 6versta ra-
den har A f6ljdriktigt podngen 0 i
matchen mot C. Vidare vet vi att
D har vunnit 2 matcher, att E bara har skrapat ihop 1 podng samt
att B har fatt fler podng dn C. Komplettera tabellen och bestim
totalpodngen for var och en.

- 0

Mo O W
w
|

En mycket speciell minirdknare har bara tva knappar, en svart: @
och en vit: O. Om man trycker pa @ multipliceras talet i rutan med
2 varefter talet 1 adderas. Sdlunda kommer 4 att bli 9 medan 10
blir 21. Om man trycker pa O forblir talet i rutan oférédndrat om
det dr jamnt; om det dr udda adderas talet med 5 varefter summan
divideras med 2. Talet 10 blir alltsd oférdndrat medan talet 27 blir
16. Ndr man sétter pa minirdknaren star alltid talet 1 i rutan. Hur
ménga knapptryckningar krédvs for att rutan ska visa talet 25?2 Talet
100? Finns det nagra tal som dr omojliga att astadkomma?

a) Finn de positive heltallslgsningene till likningen

y=2 (z-;x)‘(z;x)

b) Nér &r talen i parenteserna kvadrater pa heltal?

a) P4 en oktaeder fordelar vi talen 0, 1,..., 7 6ver de atta sidorna.
For varje horn definierar vi h6rnsumman som summan av talen
pa de fyra omgivande trianglarna. Visa att man kan placera talen
pé ett sddant sitt att alla hornsummor ér lika.

b) Pa en kub fordelar vi sex positiva heltal 6ver sidorna. For varje
horn bildas hérnsumman av talen pa de tre omgivande kvadrater-
na. Antag att h6rnsummorna &r lika. Visa att de sex talen inte alla
kan vara olika.

Visa att om a, b och c 4r godtyckliga reella tal mellan 0 och 4, s&
madste d&tminstone en av de tre summorna
1 1 1 1 1 1

- + _) - + _Y
a 4-b b 4-c¢c ¢ 4-a
vara lika med eller st6rre dn 1.
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4136.

4137.

4138.

I vidstaende kub ar sidan 2. Bestdm arean D : C
av fyrhérningen ARHS dér R dr mittpunk- A
ten pa BC och S dr mittpunkten pa EF.
E. ... _
F G
a) Betrakta talféljder omfattande n tal, a;, ap, ..., a,, dir a; =1,
l<ay<2,1<a3<3,...,1<a,.1=<n-1,a,=nochdirl<ag; <

--- < ay. For n = 3 har vi bara sviterna 1, 1, 3 och 1, 2, 3. Bestdm
antalet sviter for n = 4, n = 5 och n = 6. Vi ska forsoka hitta en
formel som uttrycker antalet talsviter som en funktion av n men
1at oss forst studera ett annat problem.

b) Betrakta vidstaende rutnit med n x n ru-

tor. Vi inleder en vandring i rutan som ar A

markerad med A och slutar i rutan som ar

markerad med B. I varje steg gér vi antingen

1 steg at hoger eller 1 steg nedat; ndgra and- p
ra forflyttningar 4r inte tilldtna. Vi avslutar Q|B

sdledes vandringen antingen genom att g&
frdn rutan markerad med P till B eller fran ruta Q till B. Bestdm for
n=2,3,4,5,6antalet sddana végar fran A till B. Det sokta antalet
ges av ett kombinatoriskt uttryck Vilket?

c) Lat oss kombinera resultatet i b) med problemet i a). Hur ser
vandringarna i rutnétet ut i detta fall? Jamfor f6r valda n-varden
antalet vdgar enligt problemet i a) med antalet vigar enligt proble-
met i b). Vilket samband rdder? Anviand detta till att konstruera en
formel f6r antalet vdgaria).

I ett hus med 100 vaningsplan testar man hallfastheten hos en
glaskula. Vi vet att om en kula som sldpps fran véning k gar sonder,
sd gér den ocksé sonder om den sldpps fran varje annat hogre
vaningsplan. Om den ddremot haller nér den slédpps fran vaning k
sd héller den ocksa nér den sldpps fran varje annat ldgre vanings-
plan. Vi antar att hallfastheten inte férandras om kulan kastas flera
ganger utan att ga sonder. Vi soker det ldgsta vaningsplan N fran
vilket kulan sdkert kommer att ga sénder.

a) Hur manga forsok krivs i simsta fall for att faststédlla N? For-
soket avbryts forstés s snart kulan har gétt sénder.

b) Foljande frdga dr nog nagot svarare. Antag att vi har tva kulor
med identiska hallfastegenskaper. Vilken strategi bor vi anvinda
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4139.

10

for att minimera antalet forsok i det simsta tankbara fallet? Hur
maénga forsok krévs i detta fall for att faststélla N?

Bisektrisen till en vinkel i en triangel delar motstdende sida i delar-
na a och b, dér a och b ar givna tal med a > b. Finns det trianglar
med obegrinsat stor area och som uppfyller villkoren? Om inte,
uttryck den maximala arean i a och b.



