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Argang 85, 2002

Forsta hiftet

4060.

4061.

4062.

4063.

4064.

Dorotea, Fredrika, Nora och Ulrika har tillsammans 117 glaskulor.
Uppgifterna om hur méanga kulor var och en &dger &r ytterst knapp-
héndiga. Man vet dock att Dorotea har flest kulor och Ulrika det
minsta antalet. Fredrika har fler kulor &n Nora. Vidare vet man att
nagon av flickorna har 30% fler kulor dn en av de 6vriga, men vilka
dessa bada &dr vet man inte. Man vet ocksa att nadgon av flickorna
har 40% fler kulor &n en av de 6vriga, samt att ndgon har 50% fler
kulor dn en av de 6vriga. Hur mé&nga kulor har var och en?

Om x1, X2,..., X7 dr tal som uppfyller

X1+ 4xp+ 9x3+16x4+25x5+36x5+49x7= 1,
4x1+ 9x2+16x3+25x4+36x5+49x5+64x7= 12,
9x1 +16x2 +25x3 +36x4 +49x5 + 64 x5 +81x7 =123,

vilket viarde har da

16x1 +25x9 +36x3 +49x4 + 64x5 +81x5 + 100x72

Har kommer en uppgift fran 1868 given i °
Tidskrift for Matematik och Fysik och som
paminner om uppgift 4050 i foregdende
nummer:

Upprita en kvadrat, vars sidor, férlingda
om sa behovs, gar genom var sin av fyra givna punkter. (Problemet
bor fullstdndigt diskuteras.)

Skicka gédrna in 16sningsforslag!

Bestdm (helst utan anvidndning av derivator) det minsta reella
vardet polynomet

f(x)=x"—8x%+22x%—24x+8

kan anta, samt ange for vilket x-vérde (eller vilka x-virden) som
detta sker.

En mattaffar har skdnkt en matta till klubbrummet hos en idrotts-
forening. Mattan ligger pa rulle och 4dr en meter bred. Rummet
ar rektangulédrt med dimensionen 3 x 4 meter. Mattaffarens dgare
stdller foljande villkor: mattan skérs till s& att mattan kan ldggas
ut i rummet utan att vikas. Vidare maste mattan vara rektangular.
Klubbens medlemmar funderar 6ver hur mattan ska laggas for
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4065.

4066.

4067.

4068.

4069.

att fi en med maximal ldingd. Om man ldgger mattan ldngs en av
langsidorna f&r man forstds plats med en matta av ldangden 4 m.
Men kass6ren menar att om man ldgger den pa snedden borde
det ga att fa plats med en ldngre matta. Stimmer detta? Vad blir
maximildngden?

Eva och Per har valt ut varsitt tresiffrigt tal, som kunde vara an-
tingen en kvadrat eller ett triangeltal. Nar de berittade vilka de
tva sista siffrorna var kunde jag se att Eva valt antingen ett betdmt
triangeltal eller en bestdmd kvadrat, men f6r Pers del kunde det
vara ett av tva triangeltal eller tva kvadrater. Nir jag da fick veta att
siffersumman av Evas tal var precis lika stor som siffersumman av
Pers tal visste jag vilka tal de valt. Vilka var talen?

Foljande problem &r vilkédnt. Betrakta skolklasser med 23 elever.
I hur stor andel av dessa klasser 4r det minst tvé elever som de-
lar fodelsedag? Det 6verraskande svaret dr att ndamnda handelse
intréffar i ungefér hilften av klasserna. Visa detta! L&t oss spinna
vidare pé fodelsedagsproblemet. Betrakta skolor med 1000 ele-
ver. Varje dag som nagon elev fyller ar hissar man flaggan. Vad
ar det genonmsnittliga antalet dagar som det inte kommer att
hissas négon fodelsedagsflagga? Vi antar for enkelhets skull att
fodelsefrekvensen dr densamma arets alla dagar.

Visa att ett godtyckligt tal # skrivet i ett talsystem med basen b, dar
b > 2, ar delbart med b — 1 om och endast om siffersumman i talet
t &r jamnt delbar med b - 1.

En kvadrat dr uppdelad i ett godtyckligt antal rektanglar, vars sidor
ar parallella med kvadratens sidor. Vi bestimmer kvoten mellan
den kortare och den ldngre sidan i varje rektangel. Visa att sum-
man av alla delrektanglarnas kvoter alltid dr minst 1. For vilken
rektangeluppdelning har vi likhet?

Lat oss atervinda till klubbrummet i uppgift 4064. Kassorens tva-
ariga dotter Petra mélar pa méafé fem punkter pé golvet. Visa att det
sdkert finns tva punkter som befinner sig pé ett avstdnd som inte
overstiger 2,5 m. Petra mélar sé en sjdtte punkt pa golvet. Visa att
det nu maste finnas tva punkter pa ett avstind som inte 6verstiger

V5 m.

Andra hiftet

4070.

En kortlek innehaller tusen kort numrerade fran 1 till 1000. Lat
oss plocka bort vartannat kort sa att enbart kort med udda tal
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4071.

4072.

4073.

4074.

4075.

4076.

finns kvar. Vi plockar dérefter bort vart tredje kort ur denna hég.
Nu éterstér kort med numren 1, 3,7, 9, 13, 15, 19, 21, osv. Ur den
hégen tar vi bort vart fjarde kort: vi plockar bort nr 19, 21, osv.

Dérefter borjar vi om fran bérjan med en ny runda, dér vi sal-
lar bort vartannat, vart tredje och vart fjarde kort av de kort som
aterstar i den aktuella delrundan. Varje runda bestér siledes av tre
delrundor.

Pa detta sitt fortsétter vi runda efter runda tills bara kort nr 1
och ytterligare ett kort aterstar.

Efter hur ménga rundor och delrundor intréffar detta? Vilket kort
dr det som till sist dterstar (utéver nr 1)? Finns det ndgot ménster
efter vilket korten i de skilda delrundorna séllas bort?

Bestdm de tre forsta siffrorna och totala antalet siffror i talet 9.

. oo 9
Utfr samma uppgift for talet (99)°. Hur tolkar man normalt 9°
om man inte anger nagra parenteser?

P4 var och en av sidorna i en enhetskvadrat viljs en punkt. De
fyra punkterna utgor horn i fyrsiding med sidorna a, b, ¢, d. Visa
olikheterna

2V2<a+b+c+d=<4
och

2<ad?+b+ P +d? <4

I &rsrapporten frdn jaimlikhetskommittén vid ett nédrliggande uni-
versitet konstaterar man att medelaldern for samtliga anstéllda
vid arsskiftet var 42,9 &r och for de manliga anstéllda 43,5 4r. Den
genomsnittliga anstédllningstiden for samtliga anstéllda var vid
tillfdllet 14,2 ar, for manliga anstéllda 15,1 ar och f6r kvinnliga an-
stdllda 11,2 ar. Ingenting stod ndmnt om genomsnittsaldern for de
kvinnliga anstéllda. Berdkna denna!

For n =4 och n = 6 giller att de tre talen n—1, n+ 1 och n? + 1 alla
ar primtal. Finns det négra heltal storre 4n 6, for vilka detta géller?

I en rétvinklig triangel har arean och omkretsen samma métetal m.
Vilket dr det minsta mojliga vdrdet pa m? For vilka pythagoreiska
trianglar har arean och omkretsen samma métetal?

Om man korsar frukterna BANAN och ANANAS erhéller man
den mérkliga frukten BANANAN AN AS. Vi ska hér enbart stude-
ra sjdlva bokstavsfoljden. Lat oss placera ut de elva bokstdverna i
en slumpmassig ordning.
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4077.

4078.

4079.

a) Vad ar sannolikheten att det inte ndgonstans i bokstavsraden
upptrader tva stycken A i foljd?
b) Vad dr sannolikheten att det inte ndgonstans forekommer tva
stycken N i f6ljd?
b) (Betydligt svarare) Vad &r sannolikheten att det varken fore-
kommer tva stycken A eller tvé stycken N i f6ljd?
Borja gdrna med att underséka bokstavsfoljderna BANAN och
AN AN AS var for sig for att hitta ménster i 16sandet.

Tre cirklar skdr varandra i samma punkt B
P. Ovriga skdrningspunkter mellan
cirklarna dr D, E och F som figuren
visar. Punkterna A, B och C ligger pa
var sin cirkel sd att D ligger pa stréc-

F
D E
kan AB och F pa strackan BC. Visa (
att E ligger pa strdckan AC.
A
E o)

Efter en 6versvdmning i Vattadalen ar

manga vagar oframkomliga. Mellan

de tio storsta stdderna i omradet finns direktférbindelser i form av
motorvégar, men nu géller f6r samtliga att endast kérbanan i den
ena riktningen &dr 6ppen for trafik.

Visa att det méste finnas en stad A till vilken man kan komma
fran 6vriga nio stdder, antingen direkt eller via ndgon av de and-
ra stdderna (man behover alltsé passera hogst en annan stad pa
végen till A).

Antag att a och b dr positiva heltal, b udda. Bilda den aritmetiska
talfoljden
A={a,a+b,a+2b,...,a+nb}

dairn=1.
a) Lat 2™ vara den hogsta potensen av 2 som delar nagot av
talen i A. Visa att exakt ett tal i A &r delbart med 2.
b) Visamed hjilp avresultatetia) att summan av de inverterade
talen i A inte 4r ett heltal.

Tredje hiiftet

4080.

I detlilla 6riket Emedan i Stilla Havet dr ehuru den officiella valutan
(forkortas ehu). Postverket tilldmpar ett sdreget portosystem med
endast tva skilda valorer. Det leder till att vissa utlandsporton inte
kan &stadkommas exakt. Sdlunda kan man kombinera frimarkena
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4081.
4082.

4083.

4084.

4085.

4086.

4087.

till 10 ehu men inte till 9, man kan bilda 13 ehu men inte 14. Det
gdr ocksa bra med 29 ehu.
Vilka valorer har de bada forekommande frimérkena?

2002-1-1 var en tirsdag, regn ut pa hvilken ukedag du ble fodt.

Ett fyrsiffrigt positivt heltal 4r sddant att dess tredje siffra dr sum-
man av de tva forsta och dess sista siffra &r summan av alla de
ovriga. Kan talet vara ett primtal? Vilka sddana &r i sa fall maojli-
ga? Besvara samma frdgor om forutsédttningarna angdende den
sista siffran @ndras. Den ska vara summan av de bada mittersta
siffrorna.

Bygg en pyramid med fyra kulor, var och en med radien 1. Pyrami-
den byggs in i en tetraeder s att varje sida tangerar tre av kulorna
i pyramiden. Bestim volymen av tetraedern.

a) En ask innehéller tre kulor, tva roda och en vit. Vi drar tva kulor
slumpmassigt. Vad dr sannolikheten att kulorna har olika farg?

b) En ask innehaller #n kulor, n > 3, a roda kulor och b = n — a vita
kulor. Vi sdker heltal 7 och a, sddana att sannolikheten blir exakt
1/2 for att de dragna kulorna dr av olika farg. Karaktédrisera méng-
den av n-védrden for vilka villkoret kan uppfyllas. Karaktirisera
dérefter méngden av viardepar (n, a) for vilka villkoret &r uppfyllt.

Ett kvadratiskt rutndt med 5 x 5 rutor med en
ruta borttagen kan ibland parketteras med L-
trominoer, dvs kan tdackas med brickor bildade
av tre rutor som formar ett "L". Det 4r tillatet
att vrida trominoerna. Vi marker rutorna med
o och x som figuren visar.

a) Visa att om en o-ruta undantas sa kan man parkettera.

b) Visa att om en x-ruta undantas sa gar det inte att parkettera.

O X O X o
X X X X X
O X O X o
X X X X X
O X O X o

Irektangeln ABCD &r E en punkt pé sidan AD. Den réta linjen CE
skér diagonalen BD i P. Man vet att arean av fyrhérningen ABPE
dr 5 och areran av triangeln DPC &r 2.

a) Beridkna forhallandet mellan |AE| och |ED|.

b) Berikna forhallandet mellan |BP| och |PD|.

Lat a och b vara icke-negativa tal sidana att a® + b = 4.

a) Visa olikheten a + b < 2v/2.
b
b) Visa olikheten - V2-1.
a+b+2
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4088.

4089.

En halvcirkelskiva glider l4dngs axlarna i ett rit- P
vinkligt koordinatsystem som vidstdende figur g

visar. Punkten A ligger pa x-axeln och B pa y-

axeln, medan P 4r en punkt pa halvcirkelbégen.

Vilken kurva foljer P nir A och B glider langs

axlarna? A

Worrals har i den mérka natten hoppat fran sitt skadade plan med
fallskdarm over ett skogsomréde i det inre av Australien. Strax innan
hon landade fick hon veta att skogen dr sammanhdngande och
saknar gléntor, att den omges av sldttmark samt att dess area &r
exakt 10 km?. Darefter brots radioférbindelsen och hon fick tyvirr
ingen information om skogsomradets form.

Worrals befinner sig alltsd ndgonstans i den mycket tdta skogen
och vill ta sig dérifrdn utan att behdva vandra alltfér l1dngt. Om
hon kommer ut pa sldtten kan hon ldttare upptiackas av undsatt-
ningsplan nir gryningen kommer. Med sina navigationsinstru-
ment har hon méjlighet att forflytta sig lings en godtyckligt vald
kurva. Fragan 4r bara hur kurvan bor se ut. Worrals funderar en
stund, plockar fram minirdknaren och kommer fram till att hon
ska inte beh6va ga mer dn 13 km for att né sldtten.

Vi kan beritta att Worrals lyckades med sin plan och hon kom
fram lyckligt och vél. Vilken strategi anvdnde hon sig av?

Fjidrde hiftet

4090.

4091.

Ask och Embla bestiller en pizza pé Restaurang Midgard. Servit6-
ren delar pizzan i fyra delar med tva rita snitt dragna vinkelratt
mot varandra. Inget snitt gar dock genom medelpunkten (vi antar
att pizzan dr exakt cirkelformad). For att skapa ndgon form av rétt-
visa bestammer sig Ask och Embla for att ta varannan bit i medsols
riktning. Embla far vélja den forsta biten. Vilken bit b6r hon vilja
for att hennes bada bitar tillsammans ska utgora en sa stor del av
pizzan som mojligt?

I figuren bredvid ska vart och ett ‘ - =8
aventalen 1, 2,...,9 sdttasinide
tomma rutorna sa att aritmetiken
gdr ihop. Vilka entalsviarden pa x
duger? Finns det ndgot x sddant
att16sningen blir entydig?

|l
w i
=l
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4092.

4093.

4094.

4095.

4096.

Har kommer en klassiker. P4 ett

rutbrdde med tre rutor dr fem mynt
utplacerade, en femkrona, en en-

krona, en femtio6ring av dldre modell, en tiokrona samt en nyare
femtio6ring. Mynten ér till att bérja med placerade i ndimnd ord-
ning ovanpa varandra pa mittrutan som figuren visar, med fem-
kronan nederst. Uppgiften bestdr i att flytta samtliga mynt till en
av de andra rutorna sd att mynten ligger i exakt samma ordning.
Mynten flyttas ett i taget, men ett mynt far bara flytta till en ruta
som &r tom eller till en ruta med mynt och da placeras pé ett mynt
med storre diameter. I varje ruta som innehéller mynt ligger dessa
alltid i storleksordning med det minsta myntet langst upp. Hur
manga drag krdvs for flytten? Generalisera resultatet till n mynt pa
samma bréde.

Primtalen a, b, c uppfyller sambandet

ab-1)=(a-1)b+1)=2(c-1)
a+b+c=63.

Vilka &r de tre primtalen?

I en ratvinklig triangel har kateterna heltalslingderna m och n
med m > n. Lat u vara triangelns minsta vinkel. Visa att det da
finns en ratvinklig triangel dar en av vinklarna dr 2u och déir alla
sidor &r hela tal som kan uttryckas som funktioner av m och n.

Vid invigningen av Musikens Hus ar 2005 paraderar musikklasser-
naiett 250 m langt tag. Tove har placerat sig langst fram till vinster
i tdget for att 6verlamna en vimpel till kommunfullméktiges ordfs-
rande som star ldngre fram ldngs paradvégen. Plotsligt upptacker
Tove att hon har glomt vimpeln hos en klasskamrat som gér langst
bak i taget. Tove vdander darfér om, gar i snabb takt vid sidan av
taget, hdmtar vimpeln och fortsitter omedelbart framat igen. Efter
3min och 20sek dr hon i jamnho6jd med sin ursprungliga plats.
Hon ser nu att ndmnda ordférande stér i sin talarstol 250 m ldngre
fram och véntar otaligt, varfor hon fortsétter i oférandrad takt,
overldmnar vimplen och atervénder till sin plats. Det har nu gatt
ytterligare 2 min och 30 sek sedan Tove passerade sin plats i taget.
Vi antar att savél tdget som Tove ror sig med konstanta hastigheter
och att den tid det tar att 6verrdcka vimpeln dr forsumbar. Bestam
Toves och tagets resp hastigheter.

Pé en dng leker ett antal barn med vattenpistoler. Det exakta an-
talet &r obekant, men man vet att det dr ett udda antal. I ett givet
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4097.

4098.

4099.

ogonblick riktar varje barn sin pistol mot sin ndrmaste granne och
skickar ivég en strdle vatten. Visa att det garanterat finns dtminsto-
ne ett barn som inte far ndgon dusch.

I en cirkel drar vi diametern AB med langden 1. Punkten C delar
den ena av de b&da halvcirkelbdgarna med @ndpunkter i A och
B mitt itu, medan D ir en punkt pa den andra halvcirkelbagen.
Kordan CD skér diametern AB i punkten P pé avstandet a fran A.
Beridkna forhallandet mellan |CP| och |DP].

I en aritmetisk serie a1, ay, ..., dar alla termerna ar hela tal, ar
a; = 1. Man vet att talet 4 4r en av termerna, ddaremot inte talet 2.
a) Visa att villkoren entydigt bestdimmer serien och ange denna.
b) Visa att varje heltalskvadrat som inte &r delbar med 3 &dr en
term i serien.
c) Visa att sdvil 2002 som 20022 4r termer i serien. Ange deras
ordningsnummer.

Antag att vi utfor upprepade serier av tdrningskast. I varje serie
kastar vi tdrningen tills vi for férsta gdngen far en sexa. Hur manga
kast omfattar dessa serier i genomsnitt? Vad dr det genomsnittliga
antalet prickar i en sddan serie? Vi 4r ocksa intresserade av att
bestimma det genomsnittliga antalet prickar per kast. Lat N be-
teckna antalet kast inklusive kastet som ger sexa och 14t S beteckna
antalet prickar. Om vi exempelvis har fatt serierna 4, 4, 5, 1, 4, 3, 3,
6 och 5,1, 6, sé antar N vérdet 8 i den forsta serien och vérdet 3 i
den andra, medan S antar viardet 30 i den forsta serien och viardet
12 iden andra.

a) Vilka védrden antar N och S i genomsnitt? Vad blir kvoten mel-
lan genomsnitten av S och N? Kan denna kvot ségas uttrycka
det genomsnittliga antalet prickar per kast?

b) Iexemplet ovan far vi kvoten 30/8 = 3,75 i den forsta serien
och 12/3 =4 i den andra. Vad blir det genomsnittliga virdet
av dessa kvoter, dvs vad blir S/N i genomsnitt? Kan detta
genomsnitt sdgas uttrycka det genomsnittliga antalet prickar
per kast?



