Elementa Argéng 83, 2000

Argang 83, 2000

Forsta hiftet

3980.

3981.

3982.

3983.

3984.

Sé& hér i borjan pa seklet stoter vi ofta pa intressanta sifferkombina-
tioner om datum markeras pé svenskt vis i ordning dr-ménad-dag.
Tva dagar fore tjugondedag Knut hade vi f6ljden 000111.

a) Hur manga olika ordningar finns det av denna fo6ljd? Hur
manga av dessa dr tdnkbara som datum i det férflutna eller i
en framtid?

b) P& manga hallivéar omvarld dr det vanligare att ange datum
i ordningen dag-méanad-&r. Om man inte 4r medveten om
vilken konvention som rader skulle missférstand kunna upp-
sta. I regel 4r det inga problem: 991224 kan inte misstolkas
eftersom 99 december inte existerar, men hur blir det fram-
over? Ndr intriffar det nédsta gang att ett datum skrivet enligt
en konvention ocksa &r ett datum i den omvénda?

En diamant har formen av en polyeder dér varje yta utgdrs aven
triangel. Visa att summan av antalet ytor och antalet kantlinjer adr
jamnt delbar med 5.

Los ekvationen
x% + y* = 3468465

i positiva heltal x och y.

Ett forsok utfors ett visst antal ganger. Andelen lyckade forsok
av dessa dr, korrekt avrundat, 0,447. Sedan utfér man ytterligare
tva forsok som bagge ar lyckade. Andelen lyckade forsok, korrekt
avrundat, stiger dé till 0,469. Bestdm totala antalet forsok.

Antalet olika dominobrickor med upp till 6 prickar 4r 7+6+---+1 =
28 (7 brickor har minst en "nolla”, utéver dessa brickor har 6 bric-
kor minst en "etta” , osv). Lat oss i stéllet bilda s k triominobrickor
bestdende av tre félt i rad med upp till 6 prickar pa varje félt.

a) Hur mana olika triominobrickor finns det?

b) Viska hir i stillet dgna oss at ett 1aggspel dir antalet prickar
pa brickorna inte har ndgon betydelse utan endast formen.
Antag att vi har 21 lika stora triominobrickor och ett schack-
bréade sddant att varje bricka tidcker exakt tre rutor. Dessutom
har vi en enkelbricka som ticker precis en ruta. Visa att det dr
mojligt att med ndmnda 22 brickor tdcka hela schackbrédet,
men att enkelbrickan inte kan placeras var som helst. Pa vilka
rutor far enkelbrickan ligga for att uppgiften ska vara l6sbar?
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3985.

3986.

3987.

3988.

3989.

I den harmoniska serien .2 % stryks alla termer som har odndlig
decimalbraksutveckling. Exempelvis stryks 1/3 = 0,333..., men
inte 1/4 =0,25 och 1/25 = 0,04. Visa att summan av de dterstdende
termerna dr konvergent samt bestim summan.

Los ekvationen

\/x+\/x+\/m:\/x\/x\/f

dér vi i bada leden har oédndliga uttryck.

Betrakta talfoljden 2, 6, 13, 23, 36, 52, 71, 93, .... Hur ar talféljden
uppbyggd? Ange den n:e termen som funktion av n. Ange ocksa
summan av de n forsta termerna som funktion av n.

a) Cirklarna A och B har bada radien r och &r inskrivna i en cirkel
med radien 2r. Cirkeln C tangerar A och B utviandigt och den
storre cirkeln invandigt. Lat O vara den storre cirkelns medelpunkt,
Op medelpunkten till cirkeln B och O¢ medelpunkten till cirkeln
C. Visa att triangeln OcOOgp &r en egyptisk triangel, dvs dess sidor
forhéller sigsom 3:4:5.

Figur la. Figur 1b.

b) Har kommer en variant. Cirklarna A och B med radierna a
resp b tangerar varandra utviandigt. De &r inskrivna i en storre
cirkel med radien a + b. Genom tangeringspunkten mellan A och
B drar vi den korda som utgér den gemensamma tangenten. Vi
placerar en tredje cirkel C, med radien c, i den st6rre cirkeln pa
sddant sétt att C tangerar savél cirkeln A (utvindigt) som den
nidmnda kordan. Visa att radierna uppfyller sambandet c(a + b) =
ab. Visa att sambandet fortfarande géller om C i stéllet tangerar B
och kordan.

Berikna for positiva heltal n gransviardena (krdver eventuellt kun-
skaper utéver gymnasieskolans matematikkurs p&d NT-programmet)

a) limy— o0 ( Vx4 x1— {/xn - x”‘l).
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b) limy— oo ( Vx4 x1— {/xn - x”‘z).

©) limy_ oo ( Vx4 x"2— {/x" - x"‘z).

Andra hiftet

3990.

3991.

3992.

3993.

3994.

Mike bor i York och tranar boxning i Cork, medan Evander bor
i Cork och trdnar boxning i York. En kvéll lamnar de sina resp
traningslokaler samtidigt och vandrar hemat, var och en med kon-
stant hastighet. Nar de mots papekar Evander att han gatt en km
mer dn Mike. Denna skymf kan naturligtvis inte Mike téla och
det blir en vild slagvaxling. Halvt sonderslagna fortsitter de bada
boxarna hemat, men nu med halva den ursprungliga hastigheten.
Efter 32 minuter d&r Evander hemma i Cork, medan Mike behover
72 minuter for att ta sig hem till York. Hur langt 4r det mellan York
och Cork?

For att dela upp x* — 1 i faktorer, dr varje faktor &r ett andragrads-
polynom med reella koefficienter kan man anvdnda konjugat-
regeln och fa faktorerna x? — 1 och x? + 1. For att faktorisera x* + 1
kan man ocksé anvinda konjugatregeln, men da maste x? i fakto-
riseringen ovan bytas ut mot ett annat andragradspolynom a(x),
medan konstanten 1 maste ersittas med ett forstagradspolynom
b(x). Hur ska polynomen a(x) och b(x) véljas?

Om de 17 resendrerna under en bussresa till Paris vet man bl a
att atta kommer fran Smaland och att fyra tycker om att simma.
Vidare vet man
1) alla sméldndska simmare ocksa dgnar sig at orientering;
2) ingen av ménnen orienterar;
3) alla sméaldnningar dgnar sig at &tminstone en av de bada
sporterna;
4) ingen av de icke-simmande kvinnorna kommer frdn Sma-
land.
Vi vill nu veta: Hur manga smaldnningar dr det som infe orienterar?
Ar det ngon eller ndgra av ndmnda uppgifter som &r 6verflodiga?

Los ekvationen

vVx+1 vx-1 _ 1
x=2 VaZ-1+v3 VBx+3-vVi-1
Ett Fermattal har formen 22" + 1 for m = 0, medan ett triangeltal

har formen n(n+1)/2 fér n = 1. Ange alla Fermattal som ocksa ar
triangeltal.
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3995.

3996.

3997.

3998.

Tre naturliga tal 4r sddana att om man minskar dem med resp 1, 3
och 30 far man en aritmetisk talf6ljd. Om man i stéllet dkar talen
med resp 1, 3 och 30 far man en geometrisk talfoljd. Vilka 4r de tre
talen?

Anm. 1 en aritmetisk talfoljd ar differensen mellan successiva tal

konstant, medan i en geometrisk talf6ljd 4r kvoten mellan succes-
siva tal konstant.
Sam Loyd, den kidnde amerikanske pro-
blemmakaren, &r upphovsmannen till f61-
jande uppgift som gér under namnet The
Daisy Puzzle (tusenskéneproblemet). Tva
spelare, A och B, plockar omvaxlande kron-
blad fran blomman. Varje gang maste man
plocka ett eller tva kronblad. Den vinner
som tar det sista kronbladet. Antag att spe-
lare A bérjar. Finns det ndgon vinnade strategi f6r ndgon av spelar-
na? Om tusenskodnan set ut som pa bilden har vi alltsa 13 kronblad.
Blir det négon skillnad om blomman i stéllet har 14 kronblad?

a) I kvadraten ABCD &r M; mittpunkten pa sidan AB och M,
mittpunkten pé sidan BC. Lat P vara skédrningspunkten mellan
strickorna CM; och DM,. Visa attlangden av strackan AP dr lika
med kvadratens sida.

b) I parallellogrammen ABCD &r M mittpunkten pa sidan AB
och M, mittpunkten pa sidan BC. Drag strackorna CM;, AM, och
DM,. Den forstndimnda skér de bada senare i punkterna P och Q
resp. Hur stor del av strickan CM; ligger mellan P och Q?

Maria ritar upp en tabell med tva kolumner och femton rader. I
de trettio rutorna placerar hon talen 1, 2 och 3 pa sadant sitt att
varje kolumn innehaller fem 1:or, fem 2:or och fem 3:or, men i helt
slumpmassig ordning. Maria funderar nu 6ver féljande problem:

a) Ivarje rad stér tvé siffror. Vad ar det forviantade antalet rader
(dvs det genomsnittliga antalet rader vid ett obegriansat antal
utplaceringar) med lika siffror?

b) Antag att man i varje rad bildar differensen mellan de ba-
da talen, kvadrerar denna och sedan bildar summan av alla
kvadrater. Vad blir d& den férvdantade summan?

¢) Antag att man i varje rad i stéllet bildar summan av de ba-
da talen, kvadrerar denna och sedan bildar summan av alla
kvadrater. Vad blir den férvintade summan?
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3999.

Man danner en kvotient der dividenden er produktet av bisektrise-
ne i en trekant, och divisorn er produktet av den halve omkrets og
arealet till trekanten. Vis at kvotienten er mindre eller lik 1.

(Anm. I svenska larobdcker har man numera ersatt begreppen
dividend och divisor med resp téljare och nimnare.)

Tredje hiftet

4000.

4001.

4002.

4003.

4004.

I denna uppgift géller det att placera ut siffror pd markerade stéllen
sé att alla pastdendena staimmer:
Siffran 4 forekommer ... génger i dessa rader, rad 1 ej inrdknad.
Siffran 3 forekommer ... ganger i dessa rader, rad 2 ej inrdknad.
Siffran 2 forekommer ... ganger i dessa rader, rad 3 ej inrdknad.
Siffran 1 forekommer ... ganger i dessa rader, rad 4 ej inrdknad.

P& en forskola har hilften av barnen réda tréjor och hélften av
barnen grona trojor. Antalet barn med vita byxor dr dubbelt sa
stort som antalet barn med svarta byxor. Inga andra byxfiarger
férekommer. Barnen &r indelade i tva grupper. I den ena gruppen
har 14 av barnen roda tréjor medan 7 har svarta byxor. I den andra
gruppen har 12 av barnen grona tréjor medan 11 av barnen har
vita byxor. Hur manga barn ar det i varje grupp?

Postiljonen D Amour uppticker ndr han kommit hem fran sin
brevbirarrunda att han glémt att dela ut fem brev, som skulle
ha lagts i brevlddorna vid Lilla Torget. Hen skickar dérfor sin icke
laskunnige son Henri och instruerar denne noga hur de fem breven
ska placeras. Nar Henri kommer till torget har han helt glomt vad
fadern har sagt och tar slumpen til hjilp. For vart och ett av breven
véljer han med hjélp av en tdrning en av de tre brevlddor som finns,
sd att sannolikheten &dr 1/3 for var och en. Eftersom fadern pépekat
att ingen brevlada skulle vara tom far han upprepa proceduren
tills alla tre ladorna innehéller &tminstone néagot brev. Bestim
sannolikheten for att vart och ett av breven hamnar i ratt 1ada.

Sommaren 2001 tdnker Goran och Bjorn stélla upp i Safarirallyt.
De kor en specialutrustad, trimmad standardbil. Paret rdknar med
att avverka 1800 mil och anvidnder en dackstyp som berdknas
hélla i 800 mil i omrédet. For att hélla kostnaderna nere tar de med
minsta antal mojliga ddck pd resan. Hur manga déck beh6vs och
hur ska dessa pa bésta sitt utnyttjas?

Visa olikheten
4(a®+1b°) = (a+b)®
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4005.

4006.

4007.

4008.
4009.

for alla reella positiva tal a och b.

Héar kommer ett gammalt kinesiskt problem. Sjutton pirater hade
kommit 6ver ett stort antal guldmynt.Vid ett forsok att férdela
dessa jamnt visade sig tre bli 6ver. Vid diskussion om vem som
skulle ha dessa uppstod bréak varvid en av piraterna dédades. Vid
en ny delning mellan de &verlevande blev 10 mynt 6ver. Aterigen
blev det brak och dn en géng var det en pirat som fick plikta med
livet. Den tredje delningen gick dock jamnt ut. Vilket dr det minsta
mojliga antalet mynt som piraterna hade att dela pa?

I triangeln ABC tréffar hojden fran A sidan BC i punkten D. En

cirkel passerar genom D och mittpunkterna pa sidorna AB och

AB AE
AC, samt skdr héjden AD i punkten E. Berdkna 148l da 14E| =

|AC] |ED|
|BD| 2

IDC| 3

Av nio kulor viger atta lika mycket, medan den nionde &r lédttare 4n
de 6vriga. For ovrigt ser kulorna likadana ut. Till vart forfogande
finns tva balansvagar. Den ena &r tillrackligt kénslig for att man
med den ska kunna avgéra vilken kula som &r ldttare dn de dvriga.
Den andra dr ddremot synnerligen okénslig och ger inget utslag
med samma antal kulor pa végskdlarna oavsett om den ldttare
kulan finns med eller inte. Tyvérr vet man inte vilken vadg som
ar anviandbar och vilken vag som inte ger utslag forrdn man har
lyckats fé ett utslag pa den korrekta vagen. Trots detta ska det vara
mojligt att hitta en vagningsstrategi som gor att man hittar kulan
med avvikande vikt pa hogst tre vdgningar. Ange en saddan strategi!

Bestdam de tre sista siffrorna i talet 34798,

Per star vid punkten O pd ena stranden av en 12 meter bred & och
ska simma rakt 6ver till A pd den andra sidan 4n. Han kan simma
med farten 2,2 m/s och vattnet i an rinner med farten 2,0 m/s. Hur
lang tid tar det for honom att komma 6ver an, om han hela tiden
siktar mot punkten A? Hur ska han simma for att sa snabbt som
mojligt komma 6ver till punkten A?

Fjdrde hiftet

4010.

I en idrottsforening delas vid varje a&rsmote ut traningsbidrag till
de 23 flitigaste juniorerna. Totalt férdelas 15 000 kr. Alla pojkar far
inbordes lika mycket, detsamma géller flickorna, men flickorna far
350 kr mer &n pojkarna. Hur mycket far varje flicka och varje pojke
i trdningsbidrag?
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4011.

4012.

4013.

4014.

4015.

P& en platta &r tva uppsittningar glodlampor monterade i kvadra-
tiska formationer som figurerna 1 och 2 visar. En ofylld ring mar-
kerar en tdnd lampa, en fylld ring en sldckt lampa.

O [ ] [ ] C O [ ] (]
O [ ] O [ J [ ] O [ ]
(] O O [ J [ ] O (]

[ ] [ ] O e

Figur 1. Figur 2.

a) Betrakta figur 1. Genom att koppla in en rad eller en kolumn
eller en av de bada diagonalerna kan man férédndra lampornas
"status” sa att de lampor som &r sldckta tdnds, medan de lampor
som dr tdnda sldcks. Inga andra mojligheter att tdnda eller sldcka
lampor finns. Ar det maijligt att via en foljd av inkopplingar av fyra
lampor i taget &stadkomma att samtliga lampor i uppsittningen
samtidigt ar tdnda?

b) Betrakta figur 2. Samma frdga, men nu kopplar man forstas in
tre lampor i en rad, kolumn eller diagonal i taget.

Bestdm alla par av primtalstvillingar, p och g sddana att pg —2
ocksé dr ett primtal.

Los ekvationen

3 x’

3

x> 48 10x 40
X

Kvadraterna A, och B dr placerade |C
inuti en tredje kvadrat C, som vid-
stdende figur visar. Kvadraten A A
har saledes sina horn pa C:s sidor,
medan B har tva sidor langs C:s
sidor samt ett h6rn pa en av A:s
sidor. Lat sidorna hos A, B, C vara
resp a, b, ¢, ddr b < a < c. Visa att
a® +2bc = c¢? och ange de storleks-
intervall som dr mdjliga fér a och
b.

I en bokklubb anvédnder man sig av sjusiffriga medlemsnummer
som ocksd anvidnds som kodnummer vid betillning 6ver nitet.
For att minska risken f6r ssmmanblandning av kunder giller att
tva nummer far ha hogst fem siffror lika i de sju positionerna. Hur
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ménga sddana nummer kan ett sddant kodsystem maximalt inne-
hélla? Ange ett sétt att bilda ett bilda ett kodsystem med maximalt
antal nummer.

4016. Inedanstdende schema har de rationella talen p/q tilldelats ord-
ningsnummer (inom parentes). Vi ser att ordningsnumren féljer
en slinga diagonalvis, dédr diagonalerna varannan gang foljs i ”syd-
vastlig” riktning, varannan gang i "nordostlig” riktning. Vi bortser
frén att vissa av talen kan ha samma virde

q
1 2 3 4 5 6
11/1 () 1/2 (2) 1/3 (6) 1/4 (7) 1/5 (15) 1/6 (16)
22/1 3) 2/2 (5) 2/3 (8) 2/4 (14) 2/5 (17)
p 33/1 4 3/2 (9 3/3 (13) 3/4 (18)
4 4/1 (10) 4/2 (12) 4/3 (19)
5 5/1 (11) 5/2 (20)
6 6/1 (21)

a) Ange det brdk som har ordningsnumret 175.
b) Ange en formel f6r ordningsnumret till bréket p/g.

4017. Bestam de tva heltal m och n, dir n < 150, sddana att

59 m 38

—<—<—.

73 n 47
Finns det mer @n en 16sning for n < 1502

4018. En cirkel tangeras invindigt av en mindre cirkel i punkten A. Den
storre cirkeln har 50% storre radie 4n den mindre. Kordan BC i
den storre cirkeln dr samtidigt tangent till den mindre cirkeln och
tangerar denna i punkten P.

a) Visa att strdckan AP dr bisektris till vinkeln BAC.

b) Bestim ——.
|BP|

4019. Berdkna vérdet av uttrycket

2v1-2-3+2-3-4+---+1998-1999-2000.

Generalisera resultatet till ett godtyckligt antal termer.



