Elementa Argéng 74, 1991

Argang 74,1991
Forsta hiftet

Matematiska uppgifter
3620. a) Om varje bokstav star for en viss siffra, vad ar da
FEM-FEM =TJUFEM?

(Siffersumman i TJUFEM ar faktiskt 25.)
b) Inedanstdende additioner star varje bokstav for en viss siffra.
Vilka ar talen?

TRE TRE
+TRE ; +SEX
SEX NIE

(Ursdkta talspraksstavningarna!)

3621. Los ekvationen
1 22

Xt——g— =73
X+ ———
l1+y+z
inaturliga tal x, y, z.

3622. I triangeln ABC delar punkten D sidan AB miitt itu, punkten E
sidan BC i forhallandet 2 : 3 och punkten F sidan AC i forhallandet
2:1.Vilken area har triangeln DEF om triangeln ABC har arean
1?

3623. Forenkla uttrycket

VEB+x)A+0)+VEB+0)(1-0+V/B-x)1+x)+vVB-x)(1-x),

samt ange det exakta vardet for x = \/g pa sa enkel form som
mojligt.
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3624.

3625.

3626.

3627.

3628.

3629.

Lat a, b och ¢ vara positiva heltal med a < b < c. Visa att
2(bc - a?) =3a+2b + c. Nir giller likhet?

Tio reella tal har egenskapen att om man tar ut tre tal pa alla
mojliga sidtt och summerar blir fem av summorna negativa och
resten positiva. Visa att summan av de tio talen &r positiv.

I en réatvinklig triangel dr h6jden mot hypotenusan 60 cm. Triang-
elns omkrets dr 390 cm. Berdkna triangelns sidor.

Lille Frodo har i slojden tillverkat ett s k solitdrspel bestdende av ett
kvadratiskt brade med 5 x 5 rutor samt 24 brickor. Nér spelet borjar
finns det en bricka i varje ruta utom den mittersta. Det &r i varje
drag tilldtet att flytta en bricka genom hopp &ver en angransande
brickforsedd ruta till nédsta ruta, forutsatt att den senare ar tom.
Den 6verhoppade brickan tas bort. Spelet gér ut pa att om mojligt
avldgsna alla brickor utom en. Frodo forsoker ett stort antal gdnger
utan att lyckas och undrar om uppgiften dr omoijlig. Storasyster
Arven griper dd in. Hon tar en penna och skriver en siffra i varje
ruta. [ férsta raden skriver hon 1, 2, 3, 1, 2 och fortsétter i ndsta rad
med 3, 1, 2, 3, 1 osv tills bradet ar fullt. Just dd kommer Arven pé att
hon maste rusa till bussen. Frodo tittar uppgivet pa siffrorna. Vad
menade Arven egentligen? Kan du hjilpa honom? Ar det méijligt
att genomfora spelet sé att bara en bricka aterstar?

a) De forsta talen i en vixande odndlig heltalsfoljd ar 2, 4, 6, 8,
12, 16, 18, 24, 32, 36, 48. Vad bor nista tal i féljden vara?

b) Lat x vara ett stort positivt tal. Bestim en enkel formel (en
funktion av x), som approximativt anger antalet tal i f6ljden
som dr mindre 4n x.

En stockholmare med mycket daligt minne vill besoka Uppsala,
Nykoping och Mariefred. Varje sondag viljer han slumpmaéssigt en
av de tre stdderna och reser dit. Detta upprepas flera génger. Efter
hur ménga sondagar i medeltal har han besokt alla tre stdderna?

Andra hiftet

Matematiska uppgifter

3630.

Lille Timon har fatt tvé timglas av olika storlek i fodelsedagspresent.
I det storre tar det sju minuter f6r sanden att rinna igenom och i
det mindre gar det pé fyra minuter. Vi antar att rinnhastigheten &r
konstant oavsett riktning. Nar Timon ska 4ta frukost vill han att
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3631.

3632.

3633.
3634.

3635.

3636.

3637.

dgget ska koka exakt nio minuter. Hur ska han ordna det med hjélp
av timglasen?

For talfoljden 1y, o, ..., t, géller att t;.- 2k —3) = tj_1 - Rk —1),
k=2,3,...,n,och t,; = n. Bestim talf6ljden om summan av talen
ar5215.

P& den lilla bankens kassaskép hade kassoren skrivit féljande fyra
tal pa en lapp: 5432, 4122, 3435, 5425. For att 6ppna sképet kravdes
nimligen tillgdng till en fyrsiffrig kod, och som st6d for minnet
hade han darfor bildat fyra tal genom att byta ut tva siffror i koden
(i varje tal stod alltsé exakt tva siffror i rétt position).

a) Hur sdg den korrekta koden ut?

b) Veckan dirpé dandrades koden. Kassoren ldt dock lappen sitta
kvar eftersom tre av talen fortfarande hade tva siffror i réatt
position medan det fjarde hade en siffra ritt. Vilken var nu
den aktuella koden?

1
Los olikheten ‘x - ;| < 2ireellatal x.

Viktoria har en balansvag i enkelt utférande (en balanserad jamn-
tjock stdng med véagskalar i &ndarna). Hiromdagen foll vagen i
golvet varvid en stor bit av den ena vagskalen gick av. Naturligtvis
dndrades ocksa instéllningen. Viktoria undrar nu om vagen fortfa-
rande gar att anvdnda. Om hon placerar en 25 g-vikt i den vénstra
vagskalen maste hon ldgga en 40 g-vikt i den hogra for att fa jam-
vikt. Om 25 g-vikten i stéllet laggs i hogerskalen réacker det med
12,5 g for att uppné balans. Nar hon sedan ldgger sitt silverarm-
band jamte en 10 g-vikt i den vdnstra skalen behdvs det exakt 100 g
i den hogra skélen for jamvikt. Hur mycket véger silverarmbandet?

Uppdela nedanstaende polynom i faktorer s att varje faktor &r ett
polynom med heltalskoefficienter.

a) 1+a*+ad,

b) 1+a’+ab,

o 1+a’+ab+a’.
Triangeln ABC &r inskriven i en cirkel. Fran hornet A dras savél
cirkelns diameter som normalen till sidan BC (eller dess forlang-
ning). Visa att bisektrisen till vinkeln BAC ocksa &r bisektris till
vinkeln som bildas i A mellan diametern och normalen.

Ett positivt heltal m sdges vara ett triangeltalom m=1+2+...+n
for nagot heltal n.
a) Visa att 8m +1 dr en heltalskvadrat for varje triangeltal m.
b) Antag att en heltalskvadrat har formen 8k + 1, k heltal. Maste
k vara ett triangeltal?
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3638.

3639.

Tre personer star vid var sitt horn av en triangel. Var och en gér,
oberoende av de andra, till ett av de tvad andra hornen, valt p&
mafd. Denna vandring upprepas flera ganger. Bestim sannolik-
heten att efter n vandringar varje person star vid sitt utgéangslédge.
Bestdm ocksa gransvardet for denna sannolikhet da n gar mot
odndligheten.

Pé en 6 finns det tre gifta par. Varje par bestar av en jdgare och en
jordbrukare. Jaktdepartementet har delat on i tre jaktomrdden med
samma area A. Oberoende av detta har jordbruksdepartementet
delat 6n i tre jordbruksomréden likasd med samma area A. Famil-
jedepartementet insisterar pa att jakt- och jordbruksomrédena ska
ligga ndra varandra for varje par. Markdistributionsdepartemen-
tet tar fasta pa detta krav och lyckas se till att de bada omréadena
som varje familj forfogar 6ver faktiskt 6verlappar varandra. Visa
att det finns ett tal d > 0 sddant att varje familj kan garanteras en
overlappning mellan omréddena med arean = d - A. Bestdm storsta
mojliga viardet pa d.

Tredje hiftet

Matematiska uppgifter

3640.

3641.

3642.

Bestdm antalet tresiffriga heltal med f6ljande egenskaper: Inga
nollor ingdr och en av siffrorna utgdér summan av de badda andra.
Hur férdndras svaret om vi tilldter nollor?

Edvarda brukar tanka sin bil hos herr Mack, som &r speciell satill-
vida att han tillater tiokronorsavrundning (om beloppet dr 164,99
kr t ex fir man betala 160 kr, medan 165,00 kr avrundas till 170
kr). Hur mycket bensin som fyllts p& far kunden veta f6rst vid
betalningen. Bensinméingden avrundas till ndrmaste heltal i liter
raknat.

Under den senaste manaden har Edvarda betalat 210 kr for 321,
150 kr for 24 1 och 240 kr for 38 1. Vid dagens besok har hon fyllt pa
43 1. Hur mycket ska hon betala? Vi férutsétter att bensinpriset har
varit ofordndrat under den aktuella perioden.

Anne och Elisabet brukar 16ptrdna pa en sluten l6parbana. De
startar en dag frdn samma punkt men springer i olika riktningar
och mots dé efter varje hel minut. Nar Anne sprungit 10 varv har
Elisabet 50 sekunders 16pning kvar innan hon fullbordat sitt 7:e
varv. Ndsta dag startar de ater fran samma punkt, men nu springer
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3643.

3644.

3645.

3646.

3647.

da at samma hall. Nar kommer Anne att varva Elisabet for forsta
gdngen?

Kalle studerar foljande matchresultat och seritabell i tidningen:
ATF-BIF 3-2
vV O F M P
ATF 2 1 0 93 7
BIF 1 1 1 85 4
CIF 1 1 1 25 4
DIF o 1 2 28 1

Han forsoker rdkna ut hur de 6vriga matcherna har gatt. Detta
misslyckas han med tills han i tidningen ser att ingen match har
slutat mallds. Hur slutade de fem andra matcherna? (V=vunna,
O=oavgjorda, F=férlorade, M=malskillnad, P=poéng.)

Los ekvationen e* — x = 9a, dir a = 222212222 -10~8. Resultatet
leder till ett enkelt, om dn inte exakt, samband mellan de bada
storheterna.

Artur, Erik, Gustav, Harry och Josef har deltagit i en stor matema-
tiktavling. Var och en kédnner till den egna placeringen. For ovrigt
dr de okunniga om varandras resultat med ett undantag. Artur har
lyckats lista ut att Gustav placerade sig tva platser fore Josef. Artur
konstaterar: "Om vi férutsétter att Erik inte vann, kan jag utan
ytterligare information ange placeringen for var och en av oss.”

Vi kan avsloja att Arturs formodan angéende Erik var helt korrekt.
Hur sag prislistan ut?

Lotten, Clara, Gusten och Norman stér redo att ta ekan fran Kym-
mendo till bryggdansen pé Orné. Tyvérr finns det inte plats i ekan
for fler &n tva i taget. Om Norman ror ensam klarar han 6verfarten
pé 6 minuter, Gusten behover 7, Clara 9 och Lotten 10 minuter.
Tiderna dr desamma vid resa i motsatt riktning. Nér tva personer
sitter i ekan dr det den langsammare som bestimmer takten. Ex-
empelvis tar det 9 minuter fér Gusten och Clara att ro 6ver till
Orno. Efter hur lang tid kan man i bésta fall rdkna med att de fyra
befinner sig pd Ornd om ur- och istigningstider ar férsumbara?

Forenkla summan

1 1 1
= —+ + +...
1-(n+1) 2-(n+2) 3-(n+3)

n

1
forn=1,2,.... For vilka virden pa n ar S,, > E?
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3648.

3649.

En likbent triangel ABC med AB = AC é&r inskriven i en cirkel.
Diametern genom A skér sidan BC i D. Trianglarna ACD och ABD
har areorna 10 och 16 cm? resp. Berikna cirkelns radie.

Vid en middag for sex gifta par placeras personerna slumpmassigt
vid tre bord for fyra, dock sd att det blir tvd damer vid varje bord.
Berdkna sannolikheten att inget gift par hamnar vid samma bord.

Fjidrde hiftet

Matematiska uppgifter

3650.

3651.

3652.

3653.

Nilla tdnker gora en kalender av fem triakuber som placerade i
rad pd bordet ska ange dagens datum. P4 tvéa av kuberna ska man
kunna avldsa datumsiffrorna och pé de tre 6vriga inledningsbok-

stdverna i manadsnamnet, t ex ﬂn c | Hur ska Nilla

fordela siffror och bokstdver 6ver kubernas sidor sa att alla datum-
kombinationer blir mojliga?

Observera att t ex 7:e dagen i en méanad noteras 07, att vi an-
viander sma bokstaver samt att vissa dubbleringar dr nodvandiga:

”__»

exempelvis kan "u” ocksa anvdndas som "n”.

En pojke stéller upp en 10-pyramid pé vanligt sitt (triangulér bot-
ten med 1 + 2 + 3). Han funderar: Om jag hade 1000 kulor, hur stor
dr den storsta pyramid som jag da kunde stilla upp? Hjdlp honom
att besvara fragan.

Rektangeln i figuren &r indelad i trianglar. De streckade trianglarna
har vardera arean 1.
Berdkna rektangelns area.

5
Lés ekvationen sin® x + 6 =cos® x f6r 0 < x < 360°.
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3654.

3655.

3656.

3657.

3658.

Matematikldrarna Abel och Sonja har under dagen suttit och rittat
prov. De hade lika mé&nga skrivningar nér de startade k19.00, och de
rdttade med samma hastighet, en skrivning var femte minut. Trots
detta blev de inte fardiga samtidigt, ty varje gdng som Abel rattat
tva skrivningar smusslade han 6ver ett orittat prov till kollegan.
Naér det var 25 minuter kvar till lunch konstaterade Abel fornojt
att Sonja hade dubbelt s& ménga oréttade skrivningar som han
sjdlv och vid lunchtid hade Sonja 2,5 gdnger sa manga. Nér borjade
lunchen och hur ménga skrivningar aterstod da att ratta?

Heltalen a, b och c &r givna. Lat S beteckna summan och P pro-
dukten av de tre talen. Foljande villkor géller:

a<P<bh,
$2<P<100-S.

Bestdm a, b och c.

Tva cirklar, C; och C,, med samma radie skér varandra i punkterna
E och F. Punkterna A, B och D utgér horn i en triangel, dér A och
Bligger pa C;, medan D ligger pa C,. Punkten E ligger pa sidan BD
och punkten F pa sidan AD. Vidare giller att |BE| =1, |ED| = V3
samt att vinkeln BD A dr 45°.

Beridkna cirklarnas radie och avstdndet mellan medelpunkterna.

Ett sldckarlag ska ensamt sldcka N brinnande oljekéllor. Det tar T}
dygn att slidcka kdlla nummer k. Denna tid betraktas som kénd for
varje kélla. For kalla k gar Oy, liter olja per dygn upp i rok sa lange
den brinner. I vilken ordning bér killorna sldckas for att méngden
forlorad olja ska bli sa liten som mojligt?

Numeriskt exempel: N =5

k |1 2 3 4 5
T, [3 5 8 10 12
Or|4 5 12 8 10

(Ok dr angivet i 10000-tal liter).

Lat n personer numrerade frén 1 till n std ordnade i en cirkel.
Fran person 1 riknat eliminerar vi var tredje person tills bara en
person aterstér. Kalla ordningsnumret for denna person J(n). Lat
ny < np < ng <...varade heltal for vilka J(n) < 2.

a) Visa rekursionsformlerna

nk_](nk)]+1

nk+1=nk+[ >
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([l anger heltalsdelen) och
](nk+1):](nk)_3nk+2nk+l) k:1)2) 3y

b) Visa att det finns ozndligt ménga n for vilka J(n) = 1.

3659. For tredjegradsekvationeni x
1-x+acx’>+abcx®=0

giller att de reella konstanterna a, b och ¢ uppfyller villkoren
0<a,b c<1,och
a+b+c=1.

Visa att ekvationen har tre reella rétter x;, x, och x3 dar x; < xp <
Xg.Visaatt1<xp<2,x3>2,x1 <-7.



