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Argang 72, 1989

Forsta hiftet

Matematiska uppgifter

3540.

3541.

3542.

Placera ut tre svarta och tre vita brickor pa en spelplan bestaende
av sju rutor enligt figuren. Avsikten 4r att f& de svarta brickorna att
byta plats med de vita. Foljande drag dr dérvid tillatna:

Svarta brickor kan bara flyttas at hoger, vita brickor bara at véns-
ter. I varje drag flyttas en bricka (av godtycklig farg) till en fri ruta,
antingen genom att flytta brickan ett steg eller genom att hoppa
over en bricka av motsatt farg.

Inga andra drag ér tillitna. Hur ménga drag kravs?

L AN BN 0100

For négra ar sedan bodde jag i Lye pa Gotland och gjorde dagliga
bilturer till Sjonhem. I figuren nedan ges en schematisk bild av
vagnitet. Jag hade flera fairdmaojligheter. Jag kunde naturligtvis ta
den ndrmaste viagen, men jag kunde ocksa ta omvégar, t ex over
Sindarve och Vite och sedan gena over till Sjonhem, eller ocksa
kora hela vdgen runt via Isums och Romakloster. Det markliga
var att det tog lika l4ng tid vilken vig jag &n valde. I hela omradet
gillde vid tillfallet hastighetsbegransning, som var densamma for
alla vdgar dragna markerade med heldragen linje. Pa 6vriga végar,
i figuren markerade med streckade linjer, var hastigheten enhetligt
nedsatt pga vigarbete. Bestim kortaste avstandet mellan Lye och
Sjonhem. Vi forutsétter att vignéitet dr helt rektangulart.
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Los ekvationen
(x+1)%+Vx(2x+1) =43.
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3543.

3544.

3545.

3546.

3547.

3548.

3549.

Lat p(x) = ax® — bx + c vara ett polynom med heltalskoefficienter.
Bestdm det minsta positiva heltalet a for vilket p(x) har tva olika
rotter i intervallet 0 < x < 1.

Ur en cirkel med radien r utskérs en sektor varefter man av atersto-
den bildar en kon. Hur stor ska sektorns medelpunktsvinkel vara
for att konen ska fa maximal volym?

Familjen Andersson brukar under sina semesterresor 6vernatta
pa hotell. Det dr emellertid inte alltid som de lyckas f& tag pa
ett trebdddsrum utan far da noja sig med ett dubbelrum och ett
enkelrum. Problemet &r hur man pa ett réttvist sétt avgér vem som
ska ha enkelrummet. Visa att tvisten kan l6sas genom slantsingling.
Hur ska denna utforas for att alla tre ska ges samma chans till
enkelrummet?

Betrakta ett n-siffrigt tal med idel olika siffror men dir sista siffran
inte far vara 0. Ndr siffrorna lises i bakvind ordning fas ett annat
tal. Summan av dessa bdda tal ar (n + 1)-siffrig och inleds med
det senare talet. For vilka n dr detta mojligt och vilka dr dé de
ursprungliga talen?

En kub med sidan 2 &r indelad i 4 sméakuber med sidan 1. Kuben
innehaller 27 ratblock (kontrollera detta) om hénsyn tas till savél
formen som ldget i kuben. Hur méanga ratblock innehaller en kub
med sidan 3? Med sidan 10?

En fyrh6rning med sidorna 1, 2, 3, 4 (i denna ordning) &r given.
Visa att arean d4r maximal om hornen ligger pa en och samma
cirkelperiferi. Ange maximiarean och motsvarande cirkels radie.
Blir resultatet detsamma om sidorna kommer i annan ordning?

Inskrivdenio talen 1, 1, 1, 2, 2, 2, 3, 3, 3, i slumpmassig ordnings-

f6ljd i en kvadrat med 9 rutor. Bestim sannolikheten att kvadratens
rader och kolonner alla innehaéller olika siffror.

Andra hiftet

Matematiska uppgifter

3550.

En gammal rysk faraherde dog och lamnade sin farahjord i arv till
sina soner. Hjorden saldes fér en summa rubler som visade sig
vara en jamn kvadrat. Pengarna fordelades pa sa vis att broderna i
tur och ordning efter dlder tog tio rubel, om och om igen, till dess
den yngste tog de sista slantarna — och klagade 6ver att han fatt
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3551.

3552.

3553.

3554.
3555.

3556.

3557.

3558.

3559.

minst. Den &ldste brodern tog dé fram en pennkniv och sade: "Tag
den hdr, sé blir det réttvist.”
Hur ménga var bréderna, och vad kostade pennkniven?

Los ekvationen
log(3’!1 —1) +1og(3” —6) = 1 —log3,
dér log betecknar 10-logaritmen.
Berédkna produkten
(V2+V3+V5)(V2+V3-V5)-...-(-V2-V3-V5)
dir varje teckenkombination av +v/2 + v/3 + /5 férekommer exakt
en gang.
Framifrdn rdknat har ett 4-siffrigt tal sifferféljden
udda-jémn-udda-jdmn.
Dess kvadrat och kub slutar bdda med sifferféljden
jdmn-udda-jdmn-udda-jimn.
Vilket ar talet?

o o . 3
Berikna gransvirdet av v x9 + x6 — x3

, dr x — oo.

I en cirkel har kordan AB ldngden 3 cm, kordan AC ldngden 4 cm
medan vinkeln BAC &r 30°. Bisektrisen till namnda vinkel skér
cirkeln i punkten D. Berédkna ldngden av kordan AD samt cirkelns
radie.

Berdkna summan

XX j+k
$=2 3 S

Jj=0k=0
Betrakta méngden av alla punkter i det tredimensionella rummet
med heltalskoordinater (enbart). Mala nio godtyckligt valda punk-
ter bl& och mala alla andra punkter i méngden roda. Visa att man
alltid kan vilja tva bla punkter sé att det pa en rét linje mellan
dessa punkter finns minst en punkt, rod eller bla.

Hur ménga olika siffror har ett tiosiffrigt tal (i basen 10) i genom-
snitt?

Lat C;, C, och Cj3 vara cirklar i det vanliga euklidiska rummet (R3).
Antag att cirklarna C; och C, skir varandra i tva punkter och att
C; och Cj3 ocksa skér varandra i tvd punkter. Vidare antas C, och
Cs skidra varandra i &tminstone en punkt. Dessa fem punkter ska
vara olika. Visa att C, och C3 antingen tangerar varandra eller har
ytterligare en gemensam punkt.
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Tredje hiiftet

Matematiska uppgifter

3560.

3561.

3562.

3563.

3564.
3565.

3566.

Under en pagaende bowlingtéavling fick Lena 185 podng i den se-
naste serien och hojde ddarmed sitt genomsnitt pa gjorda serier
fran 176 till 177. Hur manga poiang behover Lena i nésta serie for
att 6ka genomsnittet till 178?

I ekvationen
(METM)? = ELEMENTA

star olika bokstaver for olika siffror. Vilka? Den som kan l6sa pro-
blemet och berdkna summan av siffrorna i ELEMENTA far ett
gammaldags stort A.

I enlikbent triangel &r AB = AC. Vidare &r basen BC 16 cm och h6j-
den mot denna 8 cm. En rektangel DEFG med omkretsen 40 cm
har hérnen D och E pa triangelbasen BC eller dess forldngning,
sd att mittpunkten pd DE hamnar i hojdens fotpunkt. Ange arean
av den utanfér triangeln liggande delen av rektangeln DEFG som
funktion av x = ldngden av sidan DE samt askadliggor funktionen
grafiskt.

a) Visa att trean och femman kan byta plats i uttrycket 583
utan att dess varde férdndras. Ange detta virde.
b) Forenkla uttrycket

log, x +log,g x +logs, x

log, x —logg x +logg, x

(log;, anger logaritmen i basen b).
Om sinx +siny = 1 och cos x + cos y = V2, vad &r tan x + tan y?

Visa for p = 1 identiteterna

LA | 1
a) — = —,
SICTN
2p-1 (_1)i+1 1
L M T
i=1 (l) p+

(for heltalen noch k, n>0,0<k<nir () = k,(nle), med n! =

1-2-...-n).

En professor besokte tre affrer, 1, 2 och 3 i denna ordning och blev
mer och med tankspridd under promenadens lopp. Sannolikheten
att han skulle glomma sitt paraply i affar 1 var 1/4. Motsvarande
sannolikheter for affarerna 2 och 3 var 1/3 resp 1/2. Nar han kom
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3567.

3568.

3569.

hem saknade han paraplyet. Bestim sannolikheten att han glomde
deti affar 1, 2 resp 3.

Betrakta en cirkel med medelpunkt O och en diameter AB. Fran
A dras en rét linje som skér cirkelperiferin i punkten C och tan-
genten genom B i punkten D. P& forldngningen av strdckan BC
over C avsitts punkten E s att BE = BD. Genom E dras en lin-
je parallell med AB. Linjen skér strackan AD i punkten M. Ange
den geometriska orten for punkten M nér punkten C genomléper
mojliga lagen.

Den reellvirda funktionen F(x) ar definierad for alla reella x utom

x—-1
for x = 0 och x = 1. Vidare giller det att F(x) + F(—) =1+x.
X

Bestam F(x).

Lat ay, ay, ..., a, och by, by, ..., b, vara tvd permutationer (= ord-
ningar) avtalen 1,2, ..., n, n = 2. Bilda
n
S=)lag— byl
k=1

Ange minimum och maximum av S under bivillkoret att a; # by
for varje k. Forandras maximivéardet om bivillkoret slopas?

Fjidrde hiftet

Matematiska uppgifter

3570.

3571.

3572,

3573.

I en addition med tva termer och deras summa, alla positiva heltal,
ar samtliga tio siffror representerade. Vilken 4r den minsta mojliga
summan?

Ikvadraten ABCD har varje horn férenats med en punkt P i kvadra-
ten med en rdt linje. Man vet att A APB = 150° och att |AP| = |BP|.
Bestdm vinkeln CPD.

Los ekvationen y

Y x-2*73 =524284.

x=4
Fran punkten A med koordinaterna (5, 6) i det euklidiska planet
dras en linje till en punkt B i den tredje kvadranten. Strackan AB

delas av koordinataxlarna i forhallandet 2 : 3 : 4 fran A rdknat.
Berdkna koordinaterna fér punkten B.
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3574.

3575.

3576.

3577.

3578.

3579.

Ada gar fran Liseberg till Chalmers med konstant hastighet och Kal
fr&n Chalmers till Liseberg likaledes med konstant hastighet. Ada
gor promenaden pa 20 minuter medan Kal beh6ver 30 minuter.
(Kal har nyligen fatt en ta opererad pé Sahlgrenska.) Om Ada och
Kal oberoende av varandra véljer starttider mellan klockan 5 och
6, vad dr sannolikheten att de rakas under promenaden?

Visa att om a och n 4r positiva hela tal med a < n, s géller att

n-a n-amn-a-1) m-a)n-a-1)-...-1 n
1+ + +...+ =—.
n—1 (n-1(n-2) (n-1)n-2)-...-a a

I en Monty Python-sketch forvirras varuhuskunder av tva expediter
som genomgaende forvrénger alla sifferuppgifter. En sdng som har
langden 180 cm uppges vara 60 cm lang av den ena expediten och
18 m av den andre. Skédrskddar man utsagorna dr det emellertid
nédgot som inte stimmer. Om replikerna renodlas gor ndmligen
expediterna, hir kallade A och B, féljande pastaenden:

A: "alla tal som B uppger maste divideras med 10”;

B: ”Alla tal som A uppger maste multipliceras med 3.
Om A och B dr konsekventa bor dven vdardena 10 och 3 vara f6r-
vridngda. Antag att A genomgdende multiplicerar alla tal med en
viss faktor och att B gor detsamma med en viss annan faktor. Vilka
bor dessa faktorer vara for att ovanstdende utsagor ska vara foren-
liga? Hur bor péstdendena alltsa lyda om de utsédgs av en "neutral”
person?

a) Med hur ménga nollor slutar talet 1989! (n!=1-2-...-n)?
b) Vilken ir den forsta siffran fran slutet rdknat i talet 100! som
4r skild fran noll?

Vid en nordisk rundabordskonferens dr de 80 deltagarna placerade
kring bordet sé att varannan deltagare tillhor den norsk-svenska
falangen och varannan den dansk-finska. Vidare ar varje dansk om-
given av tva norrman eller av tvd svenskar medan varje finldndare
har en norrman och en svensk pa var sin sida.

a) En av konferensdeltagarna péstar att det &r 10 fler danskar
4n finldndare nirvarande. Visa att detta pastdende inte kan
vara riktigt.

b) Antag att det ar lika ménga danskar som finldndare. Hur
manga svenskar kan det vara som mest resp som minst?

Satt by, = 0,999...9777...7, dédr n stycken nior foljs av n stycken
sjuor. Berdkna

. n
lim b1?
n—oo



