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Argéng 64, 1981

Forsta hiftet

Matematiska uppgifter

3220.

3221.

3222,

3223.

3224.

3225.

3226.

Bestdm alla reella tal x for vilka
1
V3i-x—-Vx+1= E

Pelles och Palles sammanlagda alder &dr 66 ar. Pelle 4r dubbelt sa
gammal som Palle var nir Pelle var hélften s& gammal som Palle
ar nar Palle &r fyra gdnger s gammal som Pelle var d& Pelle var
dubbelt s gammal som Palle. Hur gamla 4r Pelle och Palle?

Finns det en uppsittning konsekutiva hela tal s att summan blir
2672

AttIn(1+x) =

for alla x = 0 brukar sta i larobocker i analys.
X
Visa att olikheten gar att forbéttra genom att bestimma det minsta

for alla x = 0.

tal a for vilket In(1 + x) = X
1+ax

Lat ay, ay, ..., a, vara olika heltal frdn méngden {1, 2, ..., 2n —1}.
Visa attdet finns i och j (inte nédvéndigtvis olika) sd att a; +a; = n.
P4 hur méanga sitt kan man skriva ordet MATEMATIK genom att

passera genom schemat nedan fran en bokstav i en rad till en
intilliggande bokstav i raden under?
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Los ekvationssystemet
x1x1=1
X2 X3 =2
X3X4=3
X16X17=16
X17X1 = 17.
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3227. Bytinedanstdende rdkneschema varje x mot négot av talen 2, 3, 5
eller 7 sa att rdkningarna stimmer.
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3228. Man viljer pa mafa tre punkter pa en cirkelperiferi. Denna delas
da i tre delar som rétas ut till strackor. Bestdm sannolikheten att
man kan bilda en triangel av dessa strackor.

3229. Berikna

n

i 31/

Andra hiftet

Matematiska uppgifter
3230. LAt a och 8 beteckna de reella rotterna till ekvationen ax?—2x+b =
0.Visaattom aff = 1sd dr a® + b> < 2.

3231. Bestdm alla positiva heltalslosningar till ekvationen
-y =x+y.

3232. Visa att areorna av de ytor som innesluts av cirkeln C och avden
hjartformade kurvan H med ekvationen y? = 2x° — x* (se fig) 4r
lika stora.

Y. H

1+ C

3233. Los ekvationen cos’ x —sin” x = 1.

3234. Tre dodsdomda fangar, Adam, Bertil och Ceasar har sokt nad. Fang-
arna vet att tva avdem bendadats men de vet inte vilka det dr. Det
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3235.

3236.

3237.

3238.

3239.

vet ddremot en vakt, Didrik, som under fangtiden blivit vén till
Adam. Adam inser att det vore ofint att frdga Didrik om han sjélv
blivit benddad men tinkte be honom tala om namnet pa en av
de andra fangarna som benadats. Adam vet att innan han fragar
sd dr chansen att han sjdlv benédats 2/3. Men, tinker Adam, om
Didrik séger att exempelvis Bertil blivit benddad s& har ju mina
chanser minskat till 1/2, ty antingen &r det dd jag och Bertil eller &r
det Bertil och Ceasar som benadats. Darfor avstar Adam fran att
fréga eftersom han inte vill reducera sina chanser att bli benadad.
Men Adam har naturligtvis fel i sitt resonemang. Forklara vari felet
ligger!

Visa att
k(kl/(kfl) _ 1) >2

for alla heltal k = 2.

En kvadrat med sidan 6 cm ar tdckt med dominobrickor av storle-
ken 1cm x 2cm. Visa att man med ett rakt snitt kan dela kvadraten
i tva rektanglar utan att skdra sonder ndgon av dominobrickorna.

En talfoljd a,, ap, as, ... kallas konvex om
aj—ajy1 = aje —aj2for j=1,2,3,...

Visa att for en konvex talfoljd géller att

ayt+as+---+dyps1 - at+as+---+dy,

n+1 n
forallan=1,2,3,....

Lat f vara en avtagande funktion saddan att
f f(x)dleochf f(x)deeftfﬁrallatEO.
0 t

Visa att
forosx<1,

fto = {exp(l —x) forx=1.

I en triangel ABC delas varje vinkel i
tre lika stora delar. De (nérliggande) lin-
jer som delar vinklarna skdr varandra
i punkterna D, E och F. Visa att triang-
eln DEF &r liksidig.
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Tredje hiiftet

Matematiska uppgifter

3240.
3241.

3242.

3243.

3244.

3245.

3246.

3247.

Bestdm talet a sé att kurvan y = a* tangerar linjen y = x.

I nedanstaende subtraktion betecknar de olika bokstdverna olika
siffror. Vilka viarden kan differensen anta?

SAG
-GRA
GAS

Bestdm det storsta virde |z° — z + 2| kan anta dé z dr ett komplext
tal med |z| = 1.

Visa att for varje positivt heltal n giller

=ol\k n
Som bekant giller att cos2x = 2 cos? x — 1 for alla reella tal x. Om

vi sitter f(y) = 2y — 1 sa giller alltsa att f(cosx) = cos2x. Finns
det ndgon funktion g s att pd motsvarande sétt g(sin x) = sin2x?

Pé en symmetrisk tdrning har ndgra sidor férlorat sina prickar. Man
réknar detta som att sidorna har noll prickar. Om man férdelar tre
nya prickar pa de 6vriga sidorna (ingen sidoyta far innehalla mer
4n sex prickar) har man lika stor chans att f& 6gonsumman 1, 2,
3, ..., 12 da tdrningen kastas tillsammans med en vanlig tdrning.
Hur ser tarningen ut?

Bland alla trianglar med storsta sidoldngden 1 langdenhet viljs
en triangel slumpmassigt. Vad &dr sannolikheten att triangeln &r
trubbvinklig?

Los ekvationssystemet
ab+ac=2(a+b+c)

ac+bc=4(a+b+c)
bc+ab=8(a+b+c).
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3248.

3249.

I figuren dr avstdndet mellan tva grannpunkter
1 lingdenhet. Ar det majligt att rita en sluten fi-
gur av enhetsstrackor dir varje punkt kommer
med en och endast en géng?

o o o o o
o o o o o
o o o o o
o o o o o
¢ o o o o
o o o o o
o o o o o

Visa att det for en godtycklig triangel giller att
kvoten K mellan summan av medianernas ldngder och triangelns
omkrets uppfyller3/4< K < 1.

Fjidrde hiftet

Matematiska uppgifter

3250.

3251.
3252.

3253.

3254.

3255.

3256.
3257.

3258.

Timvisaren och minutvisaren pé en klocka bildar rét vinkel i ett
visst dgonblick. Hur ldnge drojer det innan detta intraffar igen?

Visa att for 0 < x < 7/2 géller att x < (sin x + tan x) /2.
Berdkna
1 1 1 1
+ + 4+t .
1+vV3 V3+v5 V5+V7 v/9999 + v/10001

Lat k och n vara positiva heltal. Visa att det finns n pd varandra

foljande udda heltal vilkas summa 4r n¥.

Slarvige Laban har sju par skor huller om buller inkastade i en
garderob som saknar lyse. Laban tar pd mafa ut fyra skor ur garde-
roben. Vad 4r sannolikheten att han far atminstone ett maka par
skor?

VisaattomO0<xj<m, j=1,2,3,sd dr
sin(x] + x2 + x3) < sin x; + sin x» + sin x3.

Vilket av talen 3000! och 1003990 3y storst?

Lat ay, ay, as, ... vara en godtycklig f6ljd av positiva tal. Visa att
det finns odndligt manga n for vilka
a) + an+1 1
— s 14—
an n
Bestdm tre positiva heltal x, y och z sd att
1 1 1
X y z

ar ett heltal.



Argéng 64, 1981 Elementa

3259. Berdkna
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