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Argang 62, 1979

Forsta hiftet

Matematiska uppgifter

3140.

3141.

3142.

3143.

3144.

3145.

Algjiagaren Allbom skjuter ett skott mot nadgot som rér sig i skogs-
brynet och som kan antas vara en dlg. Kulans ldge beskrivs av
(0,0,3/2) + (303,602, —-3/2). Skogvaktaren Bertil som hopkurad
lunkar omkring i skogsbrynet kan beskrivas som ett klot med radi-
en 1/2 och centrum i (802, 1599, 2) + ¢(3,2,0). Hur gar det for Bertil?
(Koordinaterna dr angivna i ett ortonormerat koordinatsystem.)

Kring det runda bordet pa sjérévarskeppet sitter 10 vinner som
ska dela pé en just erdvrad skatt pa 100 guldmynt. D4 foreslar Bir-
kabasen Benke (som &r synnerligen avldgsen sldkting till problem-
redaktoren) att skatten ska delas sd att var och en far medelvardet
av de belopp som hans tva bordsgrannar far. Bestimmer detta
villkor entydigt hur skatten ska férdelas mellan sjorévarna?

Ett tal kallas palindromiskt om det ser likadant ut framldnges och
baklinges (exempelvis 12321, 1178711 och 141). Visa att varje
palindromiskt heltal med jaimnt antal siffror dr delbart med 11.
Gdller pastdendet dven for palindromiska tal med udda antal siff-
ror?

I en tennisturnering deltar 8 helt jamnbra spelare. De mots tva
och tva i utslagningsmatcher varvid segraren gér vidare till nés-
ta omgang. Bland de atta deltagarna finns tvillingarna Rulle och
Julle. Vad &r sannolikheten att dessa tva mots ndgon gang under
turneringen?

Bestdm alla funktioner f som uppfyller
3-f(x) - f(2—x) =2x° +4x.

Arnold satt pa Arlandas servering och vintade pa Luled-planet.
Utan anledning hade han pa en servett ritat en cirkel genom att
folja konturerna pé en enkrona. "Undrar just var cirkelns medel-
punkt ligger”, tinkte Arnold. Han hade varken passare eller linjal
till hands. Efter en stunds letande i planboken kunde han kon-
statera att det enda vettiga hjdlpmedel som han kunde hitta var
patientbrickan av plast som han fitt pa lasarettet. Ar det méjligt
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att med patientbrickans hjalp konstruera cirkelns medelpunkt?
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3146. I ett rdtblock &r ldangderna av sidokanterna heltal. Dessutom ar
ldngden av en av diagonalerna i sidoytorna och rymddiagonalen
heltal. Visa att ratblockets volym &r delbar med 144.

3147. Funktionen f har positiv derivata pa [0, 1]. Bestdm a sa att

1
fo () - aldt

blir sé liten som moijligt.
3148. SittS,=1+1/2+1/3+---+1/n.Visaatt n+ S, = n(n+1)"/".

3149. Lat a vara ett positivt heltal och sitt r = va+ 1+ /a. Visa att det
for varje n finns ett positivt heltal a,, sa att

{ r2 4T = 4q, + 2,

r=ya,+1+/a,.

Andra hiftet

Matematiska uppgifter

3150. Erik 4r 42 ar. Han &r tre gdnger s gammal som Lisa var niar Erik
var lika gammal som Lisa dr nu. Hur gammal &r Lisa?

3151. Bestdm alla heltal @ och bsd att a+ b = ab.
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3152. Triangeln ABC &r liksidig. P &r en godtycklig
punkt innanfo6r triangeln. Visa att PE+PF+ PG B E
dr oberoende av laget pa P.

3153. Bestdm maximala och minimala antalet "fre- ,
dag den 13” som kan intréffa pé ett ar.

3154. Litajvaratalmed (j-1)/n<a;<j/n, j=1,2,...,n. Berdkna

n
n 2\ai
lglgojnzl,/(l+aj) i,

3155. Lat f vara en kontinuerlig funktion pd 0 < x < 1. Antag att
1 1 1 1
f f(x)dxzf xf(x)dxzf xzf(x)dxz---zf " Hfx)dx=0
0 0 0 0

1
och f x" f(x)dx = 1. Visa att det finns ett intervall I s& att
0

Ifo)l=2"(n+1) forxel.

3156. Lat a, b, c, d, e och f representera heltalen fran 1 till 6 i ndgon
ordning. Antag att a+ b < c+d och c+ e < a < f. Bestdm vilken
bokstav som star for vilken siffra.

3157. Visa att om a ar ett reellt tal sddant att cos aw = — s ar a irratio-

(SRR

nellt. (Vinkelns matt i radianer.)

3158. Lat 220:1 (=1)k-1 aj vara en alternerande serie dar s&vil (a;){° som
(b)$°, dér by = ay — ag41, avtar mot 0. Visa att om s betecknar
seriens summa och s; = Z,’jzl ay, sa dr|s, —s| < ay,/2.

Visa att om dven (c){°, ddr cx = by — by1, avtar mot 0, s dr
IS — S| < bp_1/4,dars,, = (s, + $,-1)/2.

Visa att om dven (dk)1 , dar dj. = ¢ — cp41, avtar mot 0, s ar
Sp— S| < Cu2/8, ddr's, = (Sp +5n_1)/2.

Bestdm med ledning av ovanstdende

Z (-1 , med ett fel < 0.0002,
Zk 1
och
o k-1 ]
Y (=¥~ med ett fel < 0.0003.
k=1 k
1+x+---+x"  (x+1)\n
3159. Visa att > ( ) for alla x = 1.
n+1
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Tredje hiiftet

Matematiska uppgifter

3160.

3161.
3162.

3163.

3164.

3165.

3166.

3167.

3168.

3169.

Talet A 4r 60% storre dn talet B. Hur manga procent mindre 4r talet
B dn talet A?

LosVa+2va-1+vVa-2va—1=2féra=1.

En skuld amorteras med lika stora arliga belopp under mycket lang
tid (detta innebér att annuiteterna i bérjan praktiskt taget helt gar
at till rdnta). Man finner att de sista 9 dren behovs for att amortera
sista hilften av skulden. Bestdm den (fasta) rantefoten.

Betrakta matrisen

w N =

2
4
1

S
N B = W
N W

3 1

som &r erhallen ur multiplikationstabellen for heltalen 1, 2, 3 och
4 modulo 5. Visa att varje undermatris till A som fas genom att
stryka en rad och en kolonn i A har en determinant som &r en
heltalsmultipel av 25.

Bokstdverna AEEELM N T &r givna. Man skriver ner alla bok-
stavskombinationer i alfabetisk ordning. Pa vilken plats kommer
ELEMENTA?

Betrakta de komplexa talen x = 1+iv/3, y = 1—iv/3 och z = 2. Visa
att x/ + yJ/ = z/ for alla j som kan skrivas pa formen 67 + 1 eller
6n —1 for nagot positivt heltal n.

Hur manga génger pa ett dygn star timvisaren och minutvisaren
pa en klocka vinkelratt mot varandra?

Man viker ett kvadratiskt pappersark fyra ganger och vecklar ut det
igen. Visa att det gar att vika s& att man astadkommer tre vinklar
vilkas tangens &r 1, 2 resp 3.

Visa att det finns irrationella tal a och b s4 att a? ir rationellt. Visa
dven att a? kan bli irrationellt.

x Inn
Berdkna Z (-n"—.
n

n=2
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Fjdrde hiftet

Matematiska uppgifter

3170. Pitepilten Pelle som dr och firar jul hos sin moster Toéretésen Tora
har fatt i uppdrag att handla 4gg pa Mattes snabbkop i Kalix. Nar
han kommer tillbaka sdger han till Tora: Jag betalade 12 kr for
dggen. Men eftersom de var ganska sma fick jag tva dgg extra. Pé sa
sdtt fick jag betala ett pris som var en krona ldgre per dussin dn vad
jag skulle betalat om jag inte fatt de tva extra 4ggen. Hur manga
agg kopte Pelle?

3171. Visa att exp( Z:l %) >(n+1e/2férn>1.

3172. Finnsdettal x och ysidanaatt x+y =1, x*+y> =2 och x>+y% =32

3173. Bestdm det minsta viarde som 2x+5y + z kan anta da x+2y = 4,

2x+5y=9o0ch y+2z=5.
. 4x°
3174. Los olikheten ———— <2x+9.
(1-vI+2x)°

3175. 1planet véljer man tre punkter P, Q och R som inte ligger pa linje.
Med en iterativ metod onskar man konstruera en triangel ABC
sa att P blir mittpunkt pa AB, Q blir mittpunkt p& BC och R blir
mittpunkt pd CA. Metoden gar till s& hér (observera att problemet
ar 16st om laget for t ex A &r fastlagt): Som en begynnelseapprox-
imation av A viljer man pa mafa en startpunkt Ay (dock inte P).
Dérefter konstrueras i ordning By, Cy och Dy sa att P, Q resp R
blir mittpunkt pa AgBy, BoCp resp CoDy. Mittpunkten pa Dy Ag
kallas nu A; och utgor en foérsta approximation av A. Proceduren
upprepas sedan utifran A;. Man far en f6ljd av punkter A, Ay, ....
Visa att iterationsforfarandet efter ett &ndligt antal steg ger en ex-
akt 16sning, dvs det finns ett n sd att A,, = A. Kan nagot sdgas om
vardet p& n?

Ay Ao Al Do
R U R A
P e P B
* R B. * R
0 .
Q Q
Co

3176. Medianerna AN och BP i en triangel ABC med olika ldnga sidor
4r 3 resp 6 cm. Triangelns area 4r 3v/15 cm?. Bestdm lingden av
den tredje medianen CM.
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3177. Berdkna summan av alla siffror i heltalen fran och med 1 till och
med 1000000000 (dvs en miljard).

3178. Man placerar pa mafa n kulor i m urnor. Lat E,, beteckna véante-
vardet for antalet tomma urnor. Visa att E;.1 = (1—1/m)E,, och
bestdm E,, med hjdlp av detta.

3179. Funktionen f har kontinuerlig derivata for 0 < x < 1. vidare ar
f(0)=00ch0< f'(x) <1.Visa att

(f()lf(x)dx)zzf()l(f(x))3dx.



