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Argang 61, 1978

Forsta hiftet

Matematiska uppgifter

3100.

3101.

3102.

3103.

3104.
3105.

3106.

3107.

Visa att A, = ((5 +v2D) "+ (5- \/ﬁ)") -27" dr heltal for alla positiva
heltal n.

Niér pitepilten Pelle dr hilften sa gammal som Kalixkillen Kalle
ar nar Kalle 4r tre gnger s gammal som Kalle dr nu, 4r Kalle
fem génger s gammal som Pelle 4r nu. Varken Pelle eller Kalle dr
myndig. Hur gamla &r Pelle och Kalle?

Serien 220:1 k=2 ar konvergent med summan s. Visa att 19/12 <
s<7/4.

Los ekvationen 4x* — 8x% +5x% — x +0.0624 = 0 exempelvis genom
att forst gora variabelbytet x(x —1) = ¢.

Visaatt V'3 + V/3+ vV/3— /3 <2¥3.

Av ett gammalt recept framgar att degen till "mormors smorringar”
tillverkas av smor, socker, vetemj6l och skummjélkspulver. Tyvarr
framgar det ej av receptet i vilka proportioner dessa ingredienser
skall blandas. ddremot kan man utlédsa att 100 g deg till "mormors
smorringar” 24,1 g fett, 55 g kolhydrater, 7,5 g protein och 500 kcal.
Vidare slar man upp foljande data om innehallet i 100 g av de
aktuella ingredienserna

fett kolhydrat protein kcal

smor 80 0 0 800
socker 0 100 0 400
vetem;jol 0 75 10 350
skummijolkspulver 1 50 35 400

Bestdm det recept som récker till 500 g deg till "mormors smor-
ringar” (= 60 kakor).

Lat AB och CD vara vinkelrdta diametrar i en cirkel. Lat P vara en
godtycklig punkt pa cirkelns periferi. Linjen genom P och A skér
linjen genom C och D i punkten E. Linjen genom E parallell med
AB skér linjen genom P och Ci F. Visa att D, B och F ligger pd en
linje.

En korda dras slumpmassigt i en cirkel. Vad dr sannolikheten att
kordan &r ldngre &n cirkelns radie?
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3108. Bestdm alla deriverbara funktioner som uppfyller

Fay=fX+f+fOfy)

for alla reella tal x och y.

3109. En bonde med en cirkulidr dng binder fast en get med ett rep i
punkten A. Han vill att geten ska beta av exakt halva dngen.

a) Visa att han dé ska vilja repet sa langt att

2xcos2x—sin2x+m/2=0.

b) Bestdm x, och ddrmed repets langd, exempelvis genom att
utnyttja Newton-Raphsons metod.

Andra hiftet

Matematiska uppgifter

3110. Bevisa Menelaos sats: Punkterna P;, P, och P; ligger pd sidorna
AB, BC respektive CA i triangeln ABC si att AB = k; P\ B, BP; =
k»P,C och CP3 = k3P3A.Visa att P, P, och P; ligger pa en linje
precis da kj ko ks = —1. (Menelaos var en grekisk matematiker som
levde ca 100 e Kr.)

3111. Los ekvationen vVa++vx+a=x.

. 1 35 999999 1
3112. Visaatt —-—-—- e/ < —,
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3113. Los kryptaritmen E dér TRE givetvis &r ett udda tal.

3114. Lat z;, zp och z3 vara komplexa tal sdidana att

(i) z1z223=1,
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. 1 1 1
(i) z1+22+23=—+—+—.
21 Z2 Z3

Visa att minst ett av talen z;, z och zz dr lika med 1.

3115. En klass har haft provrikning i matematik. Pitepilten Pelle hade
70% av uppgifterna ratt och Kalixkillen Kalle hade 80% av upp-
gifterna ratt. 16 av provrdakningsuppgifterna hade bade Pelle och
Kalle klarat. Hur ménga uppgifter fanns pa provet?

3116. Berédkna } 37, k%/(2k + 1)!. Det forutsittes bekant att X0 xk k! =
e*samtattk!=1-2-3----- k.

3117. En kvadrat delas in i n? lika stora delkvadrater med hjilp av verti-
kala och horisontella linjer. Visa att antalet rektanglar som inte &r
kvadrater &r (n—1)n(n+1)(3n+2)/12.

3118. Bestdm alla polynom som uppfyller P(x) = %(P(x +1)+P(x-1).

3119. Funktionen f dr kontinuerlig och f(x) = 0 f6r 0 < x < 2. Visa att
om

1 2
f e “f(x)dx s[ e f(x)dx
0 0

forallaa>0,séddr f(x) =0forallaxmed0=<x<1.

Tredje hiftet

Matematiska uppgifter

3120. Pa den tiden da det dnnu fanns ettéringar och tvadringar bad pi-
tepilten Pelle tanten i godisaffidren att fa négra tvaoresbitar, tio
ganger s manga ettéresbitar och femoreskola for resten av vec-
kopengen som var en krona. Tanten som var amatérmatematiker
och regelbundet 16ste problemen i Elementas problemavdelning
hade inga besvir att expediera Pelle. Vad fick han?

3121. Kalixkillen Kalle var pa viag hem frdn Umed i sin bil. Vid ett tillfédlle
observerade han att vigmaétaren visade pa 16961 km. Han lade
madrke till att detta tal &r palindromiskt, dvs lika bakldnges och
framlédnges. Efter ytterligare en timmes kérning visade vigmaétaren
anyo ett palindromiskt tal. Vilken medelfart hade bilen haft under
denna tid?

3122. Visa att determinanten
sin(x+y) sin@2x+y) sin(Bx+y)

sindx+y) sin(5x+y) sin(6x+y)|[=0.
sin(7x+y) sin(x+y) sin(9x+y)
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3123.
3124.

3125.

3126.

3127.

Los ekvationen 2 arcsin x = arccos x.

En mekanisk verkstad tillverkar for en kunds rakning metallbleck i
form av ett cirkelsegment som skirs ut fran cirkulédra skivor med
diametern 10,0 cm (streckade delen av figuren). Man skér bara bort
et segment fran varje cirkelskiva. Av resten kan man ndmligen fa ut
en rektanguldr bit, som en annan kund behdover (en tankbar sédan
drritad i figuren). Avgor hur man skall skéra for att rektangelarean
skall bli sa stor som mojligt.

®10.0cm

4.0 cm

Visa att varje tal som bestér av n st ettor foljda av n — 1 stycken
femmor och sist en sexa (exempelvis 1156, 11156 och 11115556)
ar kvadrat pa ett heltal.

Det berittas att man i det gamla Ryssland spadde giftaslystna
flickor pa féljande sétt. En flicka holl sex grédsstran i handen sa
att andarna syntes upptill och nertill. En annan flicka knét sedan
ihop de 6vre dndarna tva och tva och de undre dndarna tva och
tva. Om grésstrana da bundits ihop sa att de bildar en ring skulle
den flicka som knot ihop strana gifta sig inom ett ar. Hur stor &r
sannolikheten for detta?

- Det finns alltid en gnutta sanning i vad folk siger, sa kriminal-
kommissarien. Brottslingar har i allmédnhet klart for sig att det
16nar sig att krypa nédra sanningen. Titta p& de hér protokollsutdra-
gen fran vara vittnesforhor i fallet Svensson! Jag rékar veta att varje
vittne lamnade tva sanna uppgifter inflikade bland tre 16gner.

Han gav konstapeln de fyra protokollsutdragen.

”Solo” Varman uppger: Svensson skéts med en Luger vid Stads-
huskajen kl 22. Kroppen kastades i vattnet. "Fingret” Lang dr mor-
daren.

"Fingret” Lang: Svensson mordades med en Weber i Vasastan kl
21. Kroppen kastades i vattnet. "Cassius” Sprang gjorde det.
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3128.

3129.

”Cassius” Spriang: Svensson skéts med en Weber vid Stadhuska-
jen kl 23. Kroppen forslades undan med bil. "Knarken” Knorrbom
gjorde det.

"Knarken” Knorrbom: Svensson mérdades med en Luger i Ham-
marby vid midnatt. Kroppen gémdes i en sandlada. ”Solo” Varman
gjorde det.

—Jag forstér, sa konstapeln. Men han sdg fundersam ut.

— Da ska du sammanstilla fakta &t mig. Du vet vad jag menar
- vapen, plats, tid, hur liket undanrojdes. Ja, en sak till forstas —
mordaren!

Visa att 1" + 2" + 3" + 4" &r delbart med 5 precis da n ej dr delbart
med 4.

n

1 n
Visa att }.0° | —- — - e~ " = 1. (Eftersom varken f6rslagsstéllaren
n

!
eller problemredaktéren kénner till ndgon enkel 16sning pa pro-

blemet ombedes ldsekretsen att sdnda in eventuella losningar.)

Fjarde hiftet

Matematiska uppgifter

3130.

3131.

3132.
3133.

Vid utgrdvningar fann man féljande lapp

m2-11m+52=0s& m=7 eller
n2=25san=

Som framgér av lappens innehall anvinde man en annan bas dn
10. Vilken? L6s dven ekvationerna fullstandigt.

Visa att om de motstadende sidorna i en fyrh6rning (som ej nod-
vandigtvis ligger i ett plan) &r parvis lika ldnga sé dr linjen genom
diagonalernas mittpunkter ortogonal mot bada diagonalerna. Visa
dven omvint att om linjen genom diagonalernas mittpunkter dr
ortogonal mot de bdda diagonalerna sa &r de motstdende sidorna
lika ldnga.

Berdknal-2-3+2-3-4+---+nn+1)(n+2).

Fem punkter dr slumpmassigt utplacerade pa en kvadratisk skiva
med sidoldngd 1. Visa att det finns tva punkter vars avstand ar
hogst 1/v/2.
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3134.

3135.

3136.

3137.

3138.

3139.

ot 11
_— <
+7m2)32 " 4
Lat a och b vara rationella tal sidana att savil ab som a + b ar
heltal. Visa att a och b ar heltal.

Visa utan att anvidnda riknedosa att

Visa att for triangeln i figuren géller att B =

3A. (Ett annat problem med heltalssidor och 10
rationellt férhdllande mellan vinklarna dr upp-

gift 3091. Den intresserade hinvisas dven till

T. Oberg, "Heltalstrianglar med rationellt for- A B
héallande mellan vinklarna”, Elementa 42(1959),

s 181-183.)

Visa att polynomet x** + x33 + x?2 + x!! + 1 4r delbart med x* + x> +
¥ +x+1.

Visa att 1998 < Z}f:’l 1/v/n <1999. (Ledning: Visa och utnyttja att
20Wn+1-yn) <1lyn<2(/n-vn-1).

Visa att polynomet 1 + z2 + z° + z!7 inte har nagot nollstille z med
|z| < (v/5—1)/2. Visa dven att samma sak giller for polynomet
14+2™M + 2" + -+ 2" dér ny, no, ..., ng ar heltal med ny < np <
.o < nk'



