Elementa Argéng 58, 1975

Argang 58, 1975

Forsta hiftet

Matematiska uppgifter

2984.

2985.

2986.

2987.
2988.

2989.
2990.

2991.

2992,

2993.

Visa att om A, B och C 4r vinklar i en triangel s &r

1 1 1
+ =
tanA+tanB tanC cotA+cotB

Visa att for alla positiva heltal n giller att
" n 1 1
YLD —= .
i=o\J j+1 n+1

Undersok om det finns nagra réatvinkliga trianglar dér kateternas
langder &r tva pé varandra foljande udda heltal och hypotenusans
langd ocksa &r ett heltal.

4
Visa att ™% <1+ —.
T

Ett kvadratiskt bord 4r indelat i kvadrater med sidoldngden 5 cm.
Ett mynt med diametern 2 cm kastas slumpmassigt ner pa bordet.
Berédkna sannolikheten att myntet hamnar helt innanfér ndgon av
kvadraterna. (Myntet far tangera kvadratens sidokant.)

(Svar: 9/25)

Visa att n:te derivatan av tan x &r ett heltal i punkten /4.
Bestidm alla heltal n for vilka 2" + 1 dr delbart med 3.

(Svar: Alla udda heltal)

. .. Inx—Iny 1
Visaattom x>y >0sadr ——— >

x-y x+y
Lat p vara ett reellt tal med 0 < p < 1 och lat x; och y; vara givna
positiva reella tal. Sitt for n =2

{xn = pxp_1+ (1= p)yn_
yn=px,t +1-pyt,.

Visa att de bada foljderna xi, x, x3,... och y1, ¥», ¥3,... ar konver-
genta.

Satt f,(x) = % +cosx+cos2x+---+ COSnX.
a) Visa att
sin[(2n+1)x/2]

sin(x/2)

fn(x) =
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b) Visaattom Ej, = [ xf,(x) dx sé &r

Z[ %)
c) Visa att
”2 n
Eyy1=—-2
el Ty ,;(yc 1)2
d) Visaattom g(x) = ( x/2 sa ar
§ dx\sin(x/2)

Eyp-1 = [2+ 2f g(x)cos[(4n—1)x/2]] dx
0

4n—-1
e) Anvind resultatet i d) for att visa att lim;, .o, E2;,—1 =0
f) Anviand resultaten i c) och e) for att visa att

% 1 2
L™

Andra hiftet

Matematiska uppgifter

2994. Av tva urnor innehéller den ena 3 vita och 6 svarta kulor och den

2995.

andra 7 vita och 3 svarta. Man tar pd méfa 3 kulor ur vardera urnan.

Vad ar sannolikheten att man tar samma antal vita kulor ur bada
urnorna?

(Svar: 1067/5040)

Lat a vara ett positivt tal skilt fran 1. Los ekvationen

\/“log\4/ax+xlog v ax+\/“10g</§+xlog</§:a

(Svar: a® och a”iz)

2996. Visa att for varje x med 0 < x < 7 géller att

(1+sinx)3/2—(l smx)3/2 (2+cosx)vV2—-2cosx

oo
2997. Visa att serien ) _ (—1)”(n1/” —1) &r konvergent.

n=1
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2998. Visa att det finns en konstant C med 1 < C < 2 s3 att
* 2 C 2
f exp(t°/2)dt < ;exp(x 12)
0

for alla x > 0. (Den som finner béttre begransningar pa C kan
sdnda dem till problemredaktoren.)

2999. Talftljden x;, x, x3,... dr definierad av x; = 1, xo =2 och x4+1 =
% (xp+x,-1), n = 2. Visa att foljden konvergerar och att gransvirdet
ar 5/3.

3000. Cirkeln C, kurvan K och punkten M &r given i planet. Bestdm alla
mdjliga lagen av punkterna P och Q sa att P ligger pa C, Q ligger
pé K och M dr mittpunkt pa strackan PQ.

K

3001. En likbent triangel ABC med AB = AC och vinkeln A = 20° dr
given. Punkten P ligger pa AC sd att AP = BC. Visa att ABP &r 10°.

Tredje hiiftet

Matematiska uppgifter

3002. Visa att ekvationen x? + y? + z2 = 2xyz inte har andra heltalslos-
ningardnx=y=z=0.

3003. Obducenten A hade just borjat underséka mordoffret M i laborato-
riet som holls vid den konstanta temperaturen 21 °C da moérdaren
smog sig in, stack A till d6ds med en kniv och stal liket av M. Assi-
stent B fann senare A:s lik och uppmaétte genast dess kroppstem-
peratur. Den var 31 °C och klockan var d& 15.32. En timme senare
uppmitte B temperaturen igen. Den hade da sjunkit till 29 °C. As-
sistenten kénde till att Newtons avsvalningslag dr tillampbar pa lik
och slog upp lydelsen i sin anteckningsbok:
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3004.

3005.

3006.

3007.

En kropp med temperaturen y, placerad i ett rum med tempera-
turen a far efter tiden  temperaturen y, diar y —a = (yp — a)e™ ",
och k &r en konstant.

Assistenten B kunde nu rdkna ut nidr obducenten A blev mordad,
under antagande att kroppstemperaturen dé var 37 °C. Kan Du?

(Svar: 13.26)

En ratblocksformad och malad trékloss har kantlingderna a, b
och ¢ som alla &r heltal storre dn 1. Klossen sagas sonder med
snitt parallella med sidoytorna sé att kuber med kantldngderna
1 erhélles. Hur mé&nga av kuberna har 3, 2, 1 respektive 0 mélade
sidoytor?
(Svar:8,4(a—2)+4(b-2)+4(c-2),2(a—2)(b—-2)+2(b—-2)(c—-2) +2(c—
2)(a—-2)resp (a—2)(b—-2)(c-2))

P4 ett horisontellt bord stér en ldda utan lock som har formen av
ett ratblock med bottenkanterna a och b samt héjden H. Ladan &r
fylld med vatten till h6jden h. Vrid ladan vinkeln v kring kanten
med langden b. Sk v som funktion av i da vattnet precis rinner
over kanten.

(Svar: v = arctan(H?/(2ah)) for 0 < h < H/2 och v = arctan((2H — 2h)/ a)
for H/2< h< H)

Avgor vilket av talen

2.00000000004 och 2.00000000002
(1.00000000004)2 + 2.00000000004 (1.00000000002)2 + 2.00000000002

som 4r storst.
(Svar: Det andra)

For att berdkna v/2 gjorde Theon frdn Smyrna (200-talet fore Kristus)

0
x; =1
péfoljande sétt (bortsett frdn beteckningarna). Han satte { x%’ _1
9=

n_ ,n-1 n-1
Xy =x7 +2x,

n_ ,n-1 n-1
X, =X +)C2

och berdknade successivt { ,n=12,...

De forsta n-viardena ger

xh? (x)?
1 1

n
X X
1

]

I
N =

I
G W N = O

7 5 49 25
17 12 289 144
41 29 1681 841
99 70 9801 4900

S S S S S S
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3008.

3009.

3010.

e (Y12 : X . .
Han sag dé att (—n) ndrmar sig 2, dvs att — ndrmar sig V2 da
X X

2
n — oo. Visa att Theons metod ar korrekt.

n Ak 1 [o°
Visa att )_ er == e *x" dx for alla positiva heltal n.
fr k! nlJy
En likbent triangel ABC med vinkeln BAC 20° och sidorna AB och
AC lika langa &r given. Punkterna P och Q avsittes pa AC resp
AB sé att vinkeln BCQ blir 60° och vinkeln CPB blir 50°. Visa att
vinkeln APQ &r 50°.

Medelvirdet M, mellan tva positiva reella tal x och y definieras av
xP + yp 1/p
Mp = ( 2 )

For p = 1 blir M, det vanliga aritmetiska medelvérdet och for
p = —1 fas det harmoniska medelvérdet.
a) Visa att My = limy,_o M), &r lika med det geometriska medel-

virdet /Xy
b) Det dr vdlkdnt att My < M;. Kanske &r det inte lika vilkint att
M), vixer med p. Visa att

p>q = My=M,
¢) Visa att det logaritmiska medelvérdet L definierat av

__ X7y
" Inx-Iny

separerar My och M, dvs att
My<L=< M @)

d) Kan man byta granserna i (*) mot ndgot "béttre”? Finns p >0
ochg<lséatt M, <L=<M,?

Fjarde hiftet

Matematiska uppgifter

3011. Visaatt 1 —1 dr delbart med (n — 1) f6r alla heltal n > 1.

3012. Visaattom |aj|<1forj=1,2,..., nsd ar

1-

~=

n
ajs;(l—aj)
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3013.
3014.

3015.

3016.

3017.

3018.

3019.

€)173 4 storst?

Vilket av talen e” och (e®n”

Vdlj tva punkter slumpmassigt pa en cirkels omkrets. Dra kordan
mellan punkterna. Vad dr sannolikheten att kordan &r ldngre dn
cirkelns radie?

(Svar: 2/3)

Lat AB och CD vara tva vinkelridta diametrar i en cirkel och lat P
vara en punkt pé cirkelns perifieri. Linjen genom P och A skér lin-
jen genom C och D i punkten E. Linjen genom E parallell med AB
skér linjen genom P och Ci F. Visa att da P genomloper cirkelns
periferi kommer F att forflytta sig lings en linje genom D.

Bestdm alla deriverbara funktioner f som satisfierar

Y+ x"f(y) = fxy)

foralla x>0 och y > 0.
(Svar: Fér m # n édr f(x) = A(x"" = x™)/(n—m) och féor m = n ér f(x) =
Ax"Inx)

En avbildning T av punkterna i planet till sig sjdlv kallas en kontrak-
tionom || T(P)-T(Q)|l < ||P—Q]Jl for alla punkter P och Q. Latnu M
vara mingden av alla fixpunkter till T dvs M = {P: T(P) = P}. Visa
att M ar konvex, dvs att om P och Q tillhor M sa tillhor tP+(1-1)Q
ocksa M foralla0<r<1.

Anm. Med || A - B|| menas avstindet mellan A och B.

1 [27|sinnx 1
| | d

Visa att lim — x=—.
n—oolnn Joy X b/
Visa att den veckodag som den 13:e dagen i manaden oftast infaller

pé dr en fredag.



