Elementa Argéng 55, 1972

Argang 55, 1972

Forsta hiftet

Matematiska uppgifter

2863.

2864.
2865.
2866.

2867.

2868.

2869.

2870.

2871.

Los ekvationssystemet

2sinx—cosx=1
{sinx—Zcosx =2
(Svar: m +2nm, n€ Z)
Visa att (1,000001)000000 > o,
Visa att ekvationen x* — x2 + 2x + 3 = 0 saknar reella rotter.

Bestdm alla deriverbara funktioner f som satisfierar f(x) + f(y) =
f(xy) foralla x>0 och y>0.
(Svar: f(x) = Alnx dér A 4r en godtycklig konstant)

Man har n kulor numrerade fran 1 till #» och n urnor numrerade
fran 1 till n. Man placerar pa mafa en kula i varje urna. Vad ar
vintevérdet for antalet kulor som placerats i en urna med samma
nummer som kulan har?
(Svar: 1)

(e8]
Berdkna ) K227k,
(LedninglzC l?tgé frdn en geometrisk summa.)

(Svar: 6)

Lat A, B och C vara vinklar i en triangel. Visa att
A B C A B C
cot — cot — cot — = cot — + cot — + cot —
2 2 2 2 2 2

Visa att man genom att byta plustecken mot minustecken i sum-
man
1+2+3+...+10

aldrig kan f& summan 20.
For varje val av x; och x; finns ett reellt tal A sé att ekvationssyste-
met

annxy+apx = Axl

a1 X1+ axp Xy = AXZ

ar satisfierat. Visa att detta 4r mojligt da och endast da a;; = ax
och a;s = ax; =0.
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2872. a) Visaattlim,— [y (cos )*"dt=0.
b) Visa, t ex med ledning av a), att
1
lim | f(x)(cosnax)*"dx=0
n—oo 0
for varje funktion f som &r kontinuerlig pa [0, 1].
Andra hiiftet

Matematiska uppgifter

2873.

2874.

2875.

2876.

2877.

2878.

Tre golfspelare Tom, Dick och Harry 4r pa vég till klubbhuset. Tom,
som &r den béste av de tre, talar alltid sanning. Dick ddremot talar
ibland sanning och ljuger ibland medan Harry, den sdmste golfspe-
laren, alltid talar osant. Avgdér med ledning hédrav och figuren vem
av spelarna som &r vem.

GRABBEN JAG HAN |
| MITTEN HETER! MITTEN
KR ToM p|cx HETER

) HARRY

5

(Svar: De dr i f6ljd Dick, Harry och Tom)

Bestdm produkten av de 20 forsta termerna i den talféljd som
definieras av att 11 =2 och t,, = 2t,,_; for n= 2.
(Svar: 2210)

T
Beridkna f V1-cos?xdx.

-m/2

(Svar: 3) i
Bestdm den punkt i planet genom punkterna (1, 2, 3), (-1, 0, 2)

och (3, —1, 2) vars avstand till punkten (2, 1, —9) &r minimalt.
(Svar: (1, -3, 1))

LAt r betckna en rot till ekvationen x3 —3x — 1 = 0. Visa att dven
2—r24renrot.

Till ett nybyggt bostadsomrade iordningstélles for varje uppgang
10 stycken parkeringsplatser, ordnade enligt foljande figur:
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2879.

2880.

2881.

2882.

Et av hushallen i en viss uppgang har tva bilar. Vad &r sannolikhe-
ten att detta hushall far intilliggande parkeringsplatser (antingen
nos mot nos eller sida vid sida), om dessa férdelas pa méfa?

(Svar: 13/45)

Pa ett schackbridde sdgar man bort tva diametralt motsatta hornru-
tor. Visa att de aterstdende 62 rutorna inte kan tédckas av domi-
nobrickor. Dominobrickorna, som antas besta av tva hopsatta
kvadrater av samma métt som schackrutorna, f&r inte laggas ovan-
pé varandra.

Per och Pél kastar en symmetrisk tdrning varannan gang tills ndgon
far en sexa. Hur stor dr sannolikheten att Per far férsta sexan om
Pal borjar kasta?

(Svar:5/11)

Lat p(x) vara ett andragradspolynom med béada nollstillenaiin-
tervallet [-1, 1]. Visa att om max_j<x<1 |p(x)| =1 sa &ar

max_j<x<1 |p'(X)[ = 1.

(Ledning: Skilj pa fallen xp = +1 och —1 < xp < 1 dér xp 4r den
punkt i vilken max_;<x<; |p(x)| antas.)

Tvahundra studenter placeras i 10 rader om vardera 20 studenter. I
var och en av de 20 kolonnerna viljer vi ut den kortaste studenten.
Om flera &r lika korta véljer vi en av dem. Den lidngsta av de sa
utvalda 20 studenterna kallar vi A. Darefter later vi studenterna
atervinda till sina platser. Vi véljer nu ut den ldngsta studenten i
var och en av de 10 raderna. Den kortaste av dessa 10 studenter
kallar vi B. Visa att B aldrig dr kortare an A.

(Ledning: Studera de tre fallen A och B i samma rad, i samma
kolonn samt i olika rad och kolonn var for sig.)
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Tredje hiiftet

Matematiska uppgifter

2883.

2884.

2885.

2886.

2887.

2888.

2889.

Tva personer spelar foljande spel. De har en blomma med 13 kron-
blad och drar varannan gang kronblad fran den. Det &r tillatet att
dra antingen ett kronblad eller, om det finns, tvé intilliggande. Den
som drar det sista kronbladet vinner spelet. Visa att den person
som inte borjar alltid kan vinna och forklara hur han ska béra sig
at for att vinna.

I en triangel med vinklarna A, B och C giller att cos C = sin Asin B.
Bevisa att triangeln ar réatvinklig.

Fran en vigskylt med texten LULEA har slumpmissigt genom
vindens forsorg tva bokstédver fallit ner. Den vénlige analfabeten
Laban sétter upp bokstdverna pa de tomma platserna. Bestam
sannolikheten att det &ter stdr LULEA p4 skylten nir Laban gér
dérifran.

(Svar: 11/20)

Visa att ekvationen x? + 2px +2q = 0, dér p och q 4r udda heltal,
saknar rationella rotter.

Talen x1, X2, X3, ... dr positiva och uppfyller
2nxs —(n+5)x,—(n—1)=0
for alla n. Visa att lim,,—.., X, existerar. Bestdm gransvirdet.

(Svar: 1)

Lat M = {z1, 22, ..., 2} varaen mangd bestdende av dndligt manga
komplexa tal sddan att produkten av tva tal ur M fortfarande tillhor
M.Visaattomalla z; #0sd ar|z;|=1for j=1,2,..., n.

Lat C; vara en punkt pa sidan AB i triangeln ABC (se figuren).

Drag C; C. Lat A; vara skdrningspunkten mellan linjen genom B
och C och linjen genom A parallell med C; C. Lat pa liknande sétt
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2890.

2891.

2892.

B vara skdrningspunkten mellan linjen genom A och C och linjen
genom B parallell med C; C. Visa att

1 1 1
=+ =
I(AA;) I(BB;) I(CCy)
dér [(AA;) betecknar ldngden av strickan AA;.

Funktionen f &r tvd ganger deriverbar fér alla x och f”(x) = 0. Visa
att

1
/ fx)dx=2f(0).
-1

Traingeln ABC ér given. P& sidorna AB och BC dr punkterna M
och N beldgna sa att E‘l = n~ﬁ/l och B_(f =(n+1) ‘ﬁv,dér n
ar ett positivt heltal = 2. Visa att det finns precis en punkt som
oberoende av 7 ligger pa linjen genom M och N.

Visa att det finns reella tal x och y sddana att 0 < x < y och x¥ = y*.
Visa dessutom att 1 < x <e.

Fjdrde hiftet

Matematiska uppgifter

2893.

2894.

2895.

2896.

1,0002 0,9998

0,99999996 ° 0,99960004
(Svar: De ar lika stora)

Vilket av talen ar storst?

I planet finns tva cirklar med radierna r; respektive r» och av-
stdndet mellan medelpunkterna &dr a > r; + r». Drag en linje som
tangerar bada cirklarna. Bestdm i de bdda madijliga fallen sinus
fér vinkeln mellan ndmnda linje och férbindelselinjen mellan
medelpunkterna.

(Svar: (r; +r2)/aoch |r; — ra|/ a))

Los ekvationen |2|x| —|x- 4|| =2.

(Svar: x = -6, -2, 2/3 eller 2)

Figuren nedan forestiller en tarta garnerad med fyra korsbar. Dela

tartan med fyra raka snitt i fyra lika stora delar sa att varje tartbit
forses med ett korsbar.
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2897. En miangd M bestdende av reella tal skilda fran 0 kallas en multi-
plikativ grupp om
1) meMochmye M— mimyeM
1
2) meM— —eM.

np
Antag att G, G; och G, dr multiplikativa grupper sddana att G <
G1UG,.Visaatt GE G eller G G,.

2898. Visa att om p = 1 sa giller att
1211”7 +1221* + ... +1znl? < (121] + |22l + ... + |25)P

for alla komplexa tal z1, 2o, ..., z5.

Vi
2899. Funktionen f drkontinuerligiintervallet [0, 1]. Sdtt g(x) = f @ dt.
X

1 1
Visa attf fx) dx:f gx)dx.
0 0

2900. LAt (x,)S°, vara en konvergent féljd av reella tal sddan att serien
Z‘]?‘;z |xj — x;-1 4r konvergent. Visa att om } .7 | a, dr konvergent
sd 4r 3.9 | anx, konvergent.

2901. Dela en kvadrat med sidoldngden 1 i nio lika stora kvadrater med
hjélp av linjer parallella med sidokanterna (se figuren). Mdla den
mittersta kavadraten svart. Behandla de atta oméalade kvadraterna
pé liknande sitt och upprepa proceduren n ganger. Lat A,, beteck-
na den sammanlagda arean av de omaélade kvadraterna. Berdkna
Ap samtlimy_.oo4,.

(Svar: A, =1- (%)n ger lim;, .o Ay = 1, dvs hela kvadratens area)

2902. Enligt anvisningar utfardade av Kungliga Skoloverstyrelsen ska
som bekant gymnasiebetygen i matematik (och andra dmnen)
fordelas sa:

Betyg 1 2 3 415
% av landets gymnasisteri | 7 | 24 | 38 | 24 | 7
arskursen
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Detta innebdr t ex att en slumpmassigt vald elev i landet har be-
tyget 2 i matematik med sannolikheten 0,24. Antag nu att en viss
skolklass bestar av 26 slumpmassigt valda elever.
a) Bestdm med ldmplig approximation sannolikheten att ingen
av eleverna har betyget 1. Det &r tillatet att utnyttja att 1,82 =
1,8.
b) Bestdm med Poissonapproximation (&ven om det inte riktigt
ar "tillatet”) sannolikheten att ingen elev har vare sig betyget
1 eller 5. Det &r tillatet att utnyttja att 3,65 = 3, 6.
¢) Bestim med lamplig approximation sannolikheten att minst
ett av betygen 1 eller 5 inte utdelats i klassen.

(Svar: a) 0,17, b) 0,027, c) 0,31)



