Elementa Argéng 52, 1969

Argang 52, 1969

Forsta hiftet

2697. Lat b vara en konstant, —1 < b < 1. Bestdm konstanten a s3 att

00 xb
lim r”f 5 dx
r—+0 o ItXx

existerar och &r skilt frdn 0 och co.

2698. Andligt manga intervall Iy, I, ..., I,, pd rita linjen dr givna. Unio-
nen Ullgl:l I dr en méngd som bestar av ett antal intervall (i regel
skilda frén I, k = 1,2, ..., N) som &dr parvis utan gemensamma
punkter och vilkas sammanlagda langd &r L (man séger att U],yzl Iy
har matt eller totalldngd L). Visa att man ur den givna foljden av
intervall I, Iy, ..., I;;, kan utvélja en delf6ljd Iy, Iy,, ..., I, avin-
tervall som dr parvis utan gemensamma punkter, dvs I, N I, = @
for i # j, och vilkas sammanlagda langd &ar = %L.

2699. Lat f vara en kontinuerlig funktion p& —oo < x < co. Antag att f
ar periodisk med period 27 och att f pa hela reella axeln 6verens-
stdmmer med en funktion som &r analytisk i ett band

{z=x+iylx, yreellatal,|y| <8}, for nagot d > 0.

Visa att det finns ett tal € > 0 och en konstant K, sddan att
21 X
| f f(x)e” "™ dx| < Ke €M,
0

for alla heltal n.

Ledning: Anvidnd Cauchys integralsats pa en lamplig rektangel.
Som vanligt betecknar i den imaginira enheten i = v/—1.
Anmérkning: For att kunna 16sa uppgift 2699 méste man kénna
till grunderna av teorin f6r analytiska funktioner. En ldttlast fram-
stdllning av dessa grunder ges i Brinck-Persson, Elementcir teori
for analytiska funktioner, Studentlitteratur, Lund.

Enklare matematiska uppgifter

2700. Los ekvationen “log(”log(logx)) = 0.
(Svar: x = cP)
2701. Funktionen f &r kontinuerlig i intervallet [0, 1]. Vidare géller for

varje x € [0, 1] att

X 1
ff(r)dt:f f(ndr.
0 X
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2702,

2703.

2704.

2705.

2706.

2707.

Visa att f(x) =0 for alla x € [0, 1].

Avbildningen L avbildar vektorn med koordinaterna (x, y) pa vek-
torn med koordinaterna (3x+ y, x—3y). Visa att vektorerna # och v
ar vinkelrédta da och endast d& L(#i) och L(?) dr det. (Ortonormerad
bas.)

Definiera funktionerna f, g och h genom

1 1
xsin=, x#0 2sin—, x#0
fx)= X , &)= X ,
0, x=0 0, x=0

x?’sin1 x#0
h(x) = x’ .
0, x=0

Visa att
a) f &r kontinuerlig men inte deriverbar i 0.
b) g ar kontinuerlig och deriverbar i 0, men att derivatan inte ar
kontinuerlig i 0.
¢) h ar kontinuerlig och deriverbar i 0, och att derivatan ar kon-
tinuerligi 0.

Bestdm alla komplexa tal z som uppfyller

|zl =z +1]
zZ=1iZz

Lat = vara en kompositionsregel pa en godtycklig méngd G. Antag
att * har ett neutralt element (dvs detfinnsettee Gsaattaxe=
ex a= aforalla a€ G) och att

(Svar: z = —%(1 +1))

(axb)*(c*xd)=(ax*c)*(bxd)

for alla a, b, ¢, i G. Visa att * dr associativ och kommutativ.

Lat f vara en funktion fran A till B. Sétt for varje médngd X < A
fX) ={f(x): x € X} och for varje Y € B f’l(Y) ={y: f(y) e Y}
Visa att fér varje mangd C < B giller f(f1(C)) < C. Visa ocksa att
om f &r surjektiv (dvs Vy = B) sa géller att f(fF ey =c.

Satt for varjen=1,2,3,...
Lp(x)=e*D"(x"e™).

a) Visaatt L,(x) ar ett polynom av graden n.
b) Visa att L1 (x)— 2n+1—x)L,(x) + n®L,_;(x) =0.
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(Lp(x),n=1,2,3,... kallas Laguerrepolynomen.)

2708. Sitt [ = Oﬂlzln(Z cosx)dxoch J= 0”/2

a) VisaattI+J=].

b) Berikna ['%In(cos x) dx.

c) Berikna f'*In(sinx) dx.
(Svar: b) —%an; c) —%an)

In(2sinx) dx.

Andra hiftet

2709. Lat V vara mdngden av alla reella funktioner f som &r kontinuer-
liga for x = 0 och uppfyller f(0) = 0. Definiera operatorn A pa V
genom

0 x=0

A {7
(4P {%foxf(t)dt, x>0,

for alla f € V. S0k egenvektorerna till A, dvs de funktioner f e V
for vilka Af = A f for ndgon reell konstant A.  (Torgny Lindvall.)

2710. Funktionen f dr kontinuerlig och ej konstant pé | —oo, col. Ett reellt
tal a kallas en period till f om f(x+ a) = f(x) for alla reella x. Visa
att f har en minsta positiv period p och att mdngden av perioder

till f utgérs avméngden av alla tal {np}S2_ .

2711. Lattalen F, vara definierade pa féljande sitt: Fp =0, F1 =1, F, =
1, F3=2,..., F, = F,_» + F,_1, n = 2. (Fibonacci-serien). Bevisa
formeln

Fn+p'Fn—1 _Fn+p—1 -Fy = (_1)an-

(H Hellstrom.)

Enklare matematiska uppgifter

Avdelningen har denna gdng samma utformning som ett centralt prov av
den typ som ges i 4k 3. Provet &r avsett f6r NT-linjen. Det innehdller teori
to m moment 47 enligt kursplanen i Laroplan fér gymnasiet.

Del L. Om ej annat anges skall endast svar ges till uppgifterna

Nagot om permutationer

Beteckna méngden {1, 2, 3} med M. En funktion (avbildning) ¢ fran hela
M till hela M kallas en permutation pa M . Sa dr t ex den funktion som
avbildar 1 pa 3, 2 p&4 1 och 3 pa 2 en permutation pad M. Daremot dr den
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funktion som avbildar 1 pa 3, 2 pd 1 och 3 pa 1 inte en permutation pa M,
eftersom 2 inte tillhor dess virdemangd.

Om ¢ dr en permutation pa M och ¢ (1), ¢(2) och ¢(3) dr bilderna av
1, 2 respektive 3 brukar man skriva permutationen

( 1 2 3 )
$1) 2 $B3))°

Permutationen som avbildar 1 pa 3, 2 pa 1 och 3 pa 2 skriver vi alltsa

1 2 3
3 1 2)
2712. Skriv pa detta sitt den permutation som avbildar 1 pa 2, 2 pa 3 och
3pal.
1 2 3
o) ¢2) $@3)

1 2 3 o . .
s menar vi med permutationen ¢ oy

y) y@ )

Om ¢ dr permutationen ( ) och vy dr permutationen

( 1 2 3 )

(o))  (Ppoy)(2) (Ppoy)(3))°
. (1 2 3 . (12 3\ ..

Orngbar(3 1 2)ochwar(1 3 2)saar

(o)1) =Py (1))=(1) =3
(Poy)(2) =Py (2)=¢@B) =2
(Poy)B) =p(y(3))=¢(2) =1

1 2
Séledes &r ¢p o permutationen (3 9 i’)

1 3
2714. Bestam tva permutationer pd M, ¢ och v, sddana att ¢ oy och
W o ¢ inte 4r samma permutation. (Savél ¢ och ¥ som ¢ oy och
o ¢ skall anges.)

2713. Best‘eim(pou/oInw‘ar(; ; ?)ochu/'ar(; 2 3)‘

2
31 2)
omvindbar, existerar inversen ¢! och r ocksa en permutation pa M. Vi
far att ¢! avbildar 1 pa 2, 2 pa 3 och 3 pa 1. Alltsa 4r ¢! permutationen

1 2 3
2 3 1)

4

) 1 3 2
Betrakta permutationen ¢ med utseendet ( . Eftersom ¢ ar
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1 2 3
2715. Ange inversen till permutationen (3 9 1).

2716. Hur ménga olika permutationer pa M finns det?

Del A. Uppgifter till vilka endast svar skall ges

2717. Ange koordinaterna for ndgon punkt som ligger i planet x +2y —
z+4=0.

1
2718. Ange samtliga primitiva funktioner till x ~ 1 x>-1.
X
2719. For vilket eller vilka viarden pa 6 giller att el = j2
3
o-2 oo of on oZf
2 2 2

2720. Ange samtliga losningar till differentialekvationen y” = 2.

2721. Enreguljér tetraeder begrdnsas som bekant av fyra liksidiga triang-

lar. Berdkna skalarprodukten mellan vektorerna AB och AC om
triangelsidorna har langden 1.

B

2722. Funktionen f &r definierad genom f(f) = (cos2t, sin2¢). Virdet av
|f'(£)|? 4r oberoende av . Ange virdet av | f'(1)]2.

2723. Berdkna [ xsinxdx med hjilp av partialintegration.

2724. Figuren illustrerar en miangd M i det komplexa talplanet.

Vilken av f6ljande méingder beskriver M?

Re z

Ofz: Im(z—1) =0} D{z:Osarg(z—l)sg} O{z: Re(iz) = 0}
O{z:|z—1| =0} [{z: 0 <arg(z—3) < m} O{z: Rez=1)}
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Del B. Uppgifter till vilka fullstindiga losningar skall ges

2725. Bestdm den 16sning till differentialekvationen

¥ —-xy=0
som uppfyller y(0) = 2.

2726. Punkterna P; : (1,2) och P, : (3, —6) dr givna. Mittpunkten pé stréc-
kan P, P, kallas P. Bestdm en ekvation for den linje som dels &r
vinkelrdt mot linjen genom P; och P, och dels gar genom P. (Or-
tonormerat system.)

2727. a) Bestdm de reella tal x for vilka serien

X X \2 X \3
1+ +( )+( ) +o.
1-x 1-x 1-x

ar konvergent. (1p)
b) Visa att seriens summa S(x) uppfyller olikheten S(x) > % for
alla x for vilka serien konvergerar. (2p)

2728. Lat z vara ett komplext tal, z # —1. Visa att

z—1
+1

<l Rez>0.

Tredje hiiftet

2729. Finns det nagon reell, kontinuerlig funktion pa intervallet 0 < x < 1
som antar rationella viarden i irrationella punkter och irrationella
varden i rationella punkter?

2730. Ett amerikanskt spel som kallas "Craps” tillgar sa att spelaren bor-
jar med att kasta tvd symmetriska tdrningar en gdng. Om poéng-
summan pa de tva tdrningarna blir 7 eller 11, sa vinner han, blir
den 2, 3 eller 12, s& forlorar han. Blir podngsumman déaremot a,
dira=4,5, 6, 8, 9 eller 10 fortsitter han att kasta tdrningarna tills
han far antingen just den summa a han fick i férsta omgangen,
varvid han vinner, eller summan 7, varvid han forlorar. Berdkna
sannolikheten att spelaren vinner. (Bengt Klefsjo.)

2731. M dr en delmidngd av planet med foljande egenskap: Om S;, i =
1,2, ... ar numrerbart manga 6ppna cirkelskivor, vilkas union téc-
ker M (dvs M € U{°S;), sd kan man bland de givna cirkelskivorna
S; vélja ut dndligt manga, vilkas union tdcker M. (Madngden M
sdgs vara kompakt.) Antag att p 4r en punkt i planet, sidan att
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varje oppen cirkelskiva kring p innehéller minst en punkt som
tillhdr M. Bevisa att p € M. (En 6ppen cirkelskiva kring p bestar av
det inre av en cirkel med centrum i p.) (Ulf Persson.)

Enklare matematiska uppgifter

2732,

2733.

2734.

2735.

2736.

En symmetrisk tdrning kastas. L&t ¢ vara det podngtal den visar.
Daérefter lagges ¢ stycken lappar, méarkta med talen 1, 2, ..., ¢, ien
urna. En av dessa lappar drages pa méafé. Vad 4r sannolikheten att
den dragna lappen dr méirkt med a) talet 6, b) talet 2?

(Svar: a) 1/36, b) 29/120)

Lét (a,,)$° vara den s k Fibonaccitalféljden som &r definierad ge-
nom a; = a; = 1 och an = an 1+ au—o for n = 3. Visa, t ex med

induktion, att as;,41 = a + an+1 forallaneZz,.

Lat A och B vara tvd midngder med kompositionsreglerna o res-
pektive . Definiera kompositionsregeln ® pa midngden A x B =
{(a,b): a€ A, b e B} genom (ay, b)) ® (az, b2) = (aj o az, by * by).
Visa att

a) ® ar kommutativpa A x B,

b) ® dr associativpéd A x B,

c) (A x B,®) har neutralt element,

d) varje element i A x B har invers med avseeende pa ®,

e) (Ax B,®) dr en grupp,
da och endast da bade (A4, ) och (B, *) har motsvarande egenskap.
Lat (a,){° vara en talf6ljd med 0 < a,, < 1 foralla n € Z... vidare &r

foljden (na,){° begrdnsad och serien }.9° | a, konvergent. Visa att
serierna

Y Z(l an)z’
b) Z (1 a )I/an
© Z 1 (1= an)"

alla ar konvergenta
Ledning: b) Utnyttja att lim,_o(1 — x)'/* = e7!, ¢) utnyttja att
(l—an)” ((l—d )I/an)nﬂn.

Visa att om x och y uppfyller 0 < x < y < /2 sé géller att
sin x_Xx
sin y y

sint
Ledning: Visa att funktionen ¢t ~ - dr avtagandei]O, m/2[.
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2737. Berdkna summan av alla 9-siffriga, positiva heltal som innehaller
siffrorna 1,2, ..., 9.
(Svar: 5(109 —1)-8!'=201599999798400)

2738. Visa att linjerna

x=1+2t xX=2+s
y=2-2t och y=4-2s
z=—1+t z=16-5s

skér varandra. Bestdm en ekvation pa formen Ax+By+Cz+D =0
for det plan som innehéller bada linjerna.
(Svar: 12x+11y—-2z—-40=0)

2739. De reella funktionerna fi, f5, ..., f, definierade pa hela R, sdges
vara linjart oberoende om det finns reella tal a;, a, ..., a,, som
inte alla dr noll och sddana att a; fi + a> f> + ...+ a, f, = 0. I annat
fall sdges funktionerna vara linjirt oberoende.

a) Visa att funktionerna fi: x N 1+x, fo: x ~ 1+ x+x? och
f3: x ~ 1+ x— x? 4r linjdrt beroende.

b) Visa att funktionerna fi: x ~ sinx och f>: x ~ cosx &r lin-
jart oberoende.

2740. Genom att gora substitutionen x = 1/y far vi att

fl dx fl dy
I= =- =-1.
11+ x2 _1l+y2

Saledes 4r I = 0. Men [ = [arctanx]l1 = g Harav foljer att = = 0.
Forklara felet i ovanstdende resonemang!

Fjarde hiftet

2741. Med en interaktion i ett omradde med n stater menas ett mellan-
havande mellan tva (icke tomma) grupper av stater i omradet.
Bestdm

a) antalet tinkbara interaktioner i vilken en av staterna dr invol-
verad,
b) totala antalet tinkbara interaktioner i omradet.
(Tore Oberg.)

2742, Visa att polynomet

1 2

X —ax" —apx" T~ . —ap_1x—ay

har precis ett positivt nollstélle om a; = 0 fér alla j och Z;?:l aj>
0. (Bengt Klefsjo.)
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2743. 1 en rektangel ABCD (medurs rdknad) &r AB = p och AD = g,
dér p och g ar heltal. Frdn A utgér en ljusstrdle, sammanfallande
med bisektrisen till vinkeln BAD. Rektangelns sidor antas vara
speglande och stralen reflekteras enligt reflektionslagen. Bevisa
att stralen slutligen hamnar i ett av rektangelns hérn och berdkna
den vigldangd som strélen har tillryggalagt innan den triffar ett
hérn. (Ulf Persson.)

Enklare matematiska uppgifter

Avdelningen har denna gdng samma utformning som ett centralt prov av
den typ som ges i ak 3. Provet &r avsett fér S-linjen men torde med vissa
justeringar duga dven pd E-linjen. det omfattar i princip hela arskursens
teori.

Del L. Om ej annat anges skall endast svar ges till uppgifterna

Nagot om Fibonacciféljden

Man placerar vid borjan aven méanad (som vi kallar manad 1) ett nyfott
kanainpar i en bur. Vi antar att varje kaninpar féder ett nytt kaninpar
varje manad med forsta nedkomsten under andra levhadsméanaden. Hur
madnga kaninpar finns det dd vid bérjan av ménad 2, manad 3 osv?

Detta problem studerade en italiensk matematiker kallad Fibonacci
(1200-talet). Det ledde till studiet av en viss talfoljd som sedermera fick
namnet Fibonaccif6ljden. Denna talf6ljd har vissa speciella egenskaper,
av vilka vi skall studera nagra.

Vi betecknar antalet kaninpar vid bérjan av manad »n med a,. D&
ar tydligen a; = 1. Vidare &r ap = 1. For n = 3,4,5,... giller att a, =
an-1 + an—2. Den sa definierade talféljden a,, n =1,2,3,... d&r den s k
Fibonacciftljden. Genom att sdttan=3farviattag=ax +a; =1+1=2.
Pasammasittdras =as+a; =2+1=3.

2744. Beridkna as.

Vi ser att for Fibonaccifoljden giller att a; < (3)" och a, < (3)° ef-
tersom 1 < 3 och 1 =< J. Olikheten a, < (3)" dr allts sann fér n =1 och
n = 2. Det ligger da néra till hands att undra om olikheten &r sann for alla

positivaheltal n =1, 2, 3,....

2745. Undersok om az < (3)°. (Kort utredning erfordras.)

. . ia
Viser ocksé att a, < 5%

4r saledes sann for n = 2.

ty a =1och 45% = % Olikheten a,, < =174l
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ap_1+a
2746. Berikna —— "1 f51 5 = 3. Giller olikheten for n = 32 (Kort

utredning erfordras.)

Eftersom - 7 [(“‘[ (=52 ‘[)] =L [‘/75 + ‘/75] =1, giller det for forsta ele-
mentet i Fibonaccif6ljden att

5205

a
1= 2

Zl
I sjédlva verket kan man visa att formeln

SR
2

drsannforn=1,2,3,....

2747. Visa att formeln dr sann fér n = 2 genom att berdkna

(L) (8

v
fo6r n = 2 och jamfora med vérdet pa a,. (Kort utredning erfordras.)

Att a,, = a1 + an—» kan vi ocksa skriva a,,_1 = a; — a,_». Sittervin =3
farvi att a, = ag — a;. Genom att dven sidttan =5, 7,+, ..., (2k—1) far vi att

az=da3z—a
as = ds — as
dg = a7 — as

Aok = A2f+1 — A2k-1

Adderar vi badda leden far vi att a, + a4 + ag +...+ dz. = azj41 — a1 eftersom
de andra termerna pa hoger sida forsvinner. Utnyttjar vi att a; = 1 kan vi
skriva att

W+ as+ag+...+ arp = arp+1 — 1

2748. Det finns en liknande formel for a; + as +as+. ..+ axp_1. Forsok fin-
nadennagenom attn =4,6,...,2kia,_, = a,— a,—» och dérefter
addera pa samma sitt som ovan. (Kort utredning erfordras.)

Del A. Uppgifter till vilka endast svar skall ges

10
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2749.
2750.
2751.

2752.

2753.

2754.
2755.

2756.

Bestdm 1g867.
Ange virdet av integralen f23 % dx.
Ange summan till serien
1 1o 13 14 1.5
-—(=)+(=z) -(=z) +(=) -
-GG -5+ (5)
Personalen pa AB Plastsaker & Son skall bland sina 6 kvinnliga

anstdllda utse en lucia och en tdrna. Pa hur ménga sétt kan det
ske?

I figuren finns de grafiska bilderna till fem olika funktioner. En av
dem &r x ~ e*. Vilken av de grafiska bilderna hor till funktionen
x 1072

oo o0 o0 0@
16s ekvationen 2*X+3 = 3%+2,

En urna innehaller 2 réda och 2 vita kulor. Man drar utan aterlagg-
ning kulor ur urnan tills man far 2 kulor av samma farg. Ange san-
nolikheten P(k) att det fordras precis k dragningar, k =1, 2, 3, 4.

k 112|314
P(k)

Vid ett foretag kan tillverkningskostnaden per tillverkad enhet
och totalintdkten illustreras i nedanstdende diagram. Hur stor ar
bruttovinsten vid en produktion av 8000 enheter?

Kostnad | Totalintakt
ikronor 4 110000-tal
perenfet| kronor

Totalintakt

Tillverkningskostnad
per enhet

S T Y T S S
2000 4000 6000 8000 10000 Kiantitet
(enheter)

11
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Del B. Uppgifter till vilka fullstindiga losningar skall ges

2757. Berédkna arean av det omréde i planet som begrédnsas av kurvorna
y=x%ochy=x.

2758. Man kastar tvd symmetriska tdrningar. Berdkna sannolikheten att
antalet 6gon pa minst en av tirningarna &r storre 4n 2.

2759. Visa att e+ e * =2 foralla x € R.

2760. Personerna A och B spelar en variant av ett gammalt ryskt sill-
skapsspel kallat "rysk roulett”. En revolver med roterbart magasin
har plats for sex skott. Den dr vid spelets borjan laddad med ett
skott. A borjar med att slumpmassigt rotera magasinet, sétter dr-
efter revolvern mot tinningen och trycker av. Om han dérefter
fortfarande &r vid liv sédtter han in ytterligare ett skott och 6verlam-
nar revolvern till B, varefter proceduren upprepas. Efter varje klick
byter spelarna alltsé roll efter det att ytterligare ett skott insatts.
Nar revolvern for forsta gangen inte klickar &r spelet slut!

a) Berdkna sannolikheten att B skjuter sig i sitt "forsta forsok”.
(1p)

b) Berdkna sannolikheten att A vinner spelet, dvs att B skjuter
sig. (2p)

12



