Elementa Argéng 49, 1966

Argang 49, 1966

Forsta hiftet

2555.
2556.

2557.

Visa att 4" + 11" + 18 ej kan vara primtal fér nagot heltal n = 0.

Man vill géra en behéllare utan lock, som rymmer 1 m?, i form av
en ratvinklig parallellepiped. Den tillverkas av fyra stalplatar, som
svetsas samman och sedan svetsas fast pa ett befintligt stalgolv.
Man vill minimera kostnaden. Hur stor skall da resp. 1angd, bredd
och héjd vara om platen kostar 60 kr/m? och svetsningskostnaden
ar 20 kr/m (golvkostnaden dr 0)?

Lat a, b och c vara sidor i en triangel, vars yta dr T. Bevisa att

ATV3<d®+ b+ 2.

Enklare matematiska uppgifter

2558.

2559.

2560.

2561.

2562.

I ett nybyggt affirscentrum finns 8 butiker, fordelade i tva plan
med 4 butiker i varje plan. I bdda planen &r butikerna ordnade intill
varandra i rad. De olika butikerna utlottas bland 8 s6kande. Tva av
dessa, A och B, tdnker 6ppna speceriaffir. Berdkna sannolikheten
atta) A och B far butiker i samma plan, b) A och B fér butiker intill
varandra i samma plan.

(Svar: a) 3/7,b) 3/14)

Sannolikheten att en tillverkningsprocess skall ge defekt enhet &r
lika med 0,2. Hur manga enheter maste man minst tillverka for
att man med en sannolikhet, som dr minst 0,99, skall ha tillverkat
atminstone en defekt enhet?

(Svar: 21)

Rétterna till ekvationen x° + px? + gx + r = 0 bildar termer i en
geometrisk serie. Vilket samband rdder mellan koefficienterna p,
gochr?

(Svar: r = q3/p3)

P &r ett polynom av andra graden, sddant att P(1) = —P(2) = P(3) =
1. Berdkna ZZ:1 P(k).

(Svar: (2n3 -9n? + 10n)/3)

Givet en rét linje [ och tre punkter A, B och C pa en annan rét linje.
P dr en variabel punkt pa /, medan Q 4r en punkt pa AP och R en
punkt pa CP. S6k orten for Q, da B &r mittpunkt pa QR.

(Svar: En rét linje parallell med /)
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2563.

2564.

2565.

2566.

Visaattoma, =0,v=1,2,3,...,sdkonvergerar inte bade Zj’f’zl 1/a,
och Y92, a,/v. Géller detta 4ven om villkoret a, = 0 strykes?
(Svar: Nej. Siétt t.ex. ay = (-1)Vy/v)

x 1

Berdkna ) for varje naturligt tal k.
sSvw+D(w+2)...(v+k)

(Svar: ﬁ)

Bevisa att kurvorna y = e* och y = Ax? ej kan ha mer #n tre skir-
ningspunketer. for vilka viarden pé A finns resp. noll, en, tva och tre
skdrningspunkter?

(Svar: a) 0 skirningspunkter for A < 0, b) 1 skéirningspunkt fér 0 < A < e2/4,
c) 2 skidrningspunkter for A = e/ 4, d) 3 skdrningspunkter for A > e/ 4)

Visaatt V12 +22+...+n22 V13 +23 +...+nd.

Andra hiftet

2567. For vilka heltal £ ir (3°° + 7417 + h delbart med 72

2568. For foljden {a,}{° av reella tal géller att }_{° a, b, dr konvergent
for varje foljd {b,}{° av reella tal med lim;,_.o, b, = 1. Visa att
2 lanl < oo.

2569. f(x) dr en icke-negativ funktion, som dr definierad, monotont av-

tagande och kontinuerlig fér x > 0. Dessutom existerar en konstant
a < 2, sadan att f(x) < af (2x) for alla x > 0. Visa att det finns en
konstant A sddan att

X
if f)ydt < Af(x) foralla x > 0.
0

Enklare matematiska uppgifter

2570. Visa att ekvationen nx

2571.

2572,

3 — x? —1 = 0 for varje naturligt tal n har

precis en positiv rot a, och att }.{° a,, r divergent.

f har kontinuerlig derivata i intervallet 0 < x < 1 och f(1) = 2.
Berikna f(0), om fol ff'(x)dx=1.
(Svar: f(0) = +v/2)

Berdkna I, = [;° ajT);)" for varje naturligt tal n.

(Svar: Rekursionsformeln I, =2nl,—2nl,1 ochy =m/2ger I, = %ﬁ’;:',

n=2)
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2573. Visa att om A och B dr hindelser med sannolikheter mindre dn
1/3 vardera s 4r sannolikheten for snitthindelsen CA N CB stérre
an 1/3. (CA och CB 4r komplementhindelserna till A respektive
B.)

2574. Fyra tdrningar kastas. Berdkna sannolikheten att tre av dem visar
ett och samma antal 6gon och den fjédrde ett antal skilt fran detta.
(Svar: 5/54)

2575. Visa, t.ex. med induktion, att for varje naturligt tal k géller |sin k¢#| <
k|sin t| for alla .

2576. A och B dr delméngder av en viss grundméngd. Visa att
CAN(AUB) = B, om och endast om ANB = @ (= tomma méngden).

2577. Los fullstandigt differentialekvationen
y" -4y +5y =sinx + e**.

(Svar: y = e2*(c1 cos x + ¢y sin x) + %(cos x+sinx)+e®*, ¢ and ¢, godtyck-
liga konstanter)
1-i-z
2578. Lat w = Tii:s’ i = imagindra enheten, z € C = mingden av
i
komplexa tal. Visa att M} ={ze€ C:|w| < 1} och
M, ={z e C:|w|> 1} dr delmédngder av hogra respektive vinstra
komplexa halvplanet.

Tredje hiiftet

2579. Tre spelare A, B och C spelar med lika vinstchanser och lika for-
lustchanser ett spel, varvid en av dem vinner och en forlorar. Vid
spelets slut betalar den férlorande en krona till den vinnande. A
startar med 2 kronor och de bada 6vriga med 1 krona var. Spelet
upprepas till ndgon blir ruinerad. Bestdm sannolikheten att A blir
ruinerad.

(Fran 2-betygsskrivning i matematisk statistik. Insdnt av Bengt Klefsjo.)

2580. Lat x vara ett reellt tal skilt fran 0. Bevisa att

sinx &
—=]] cos —
X =1 2

(Hogerledet betecknar gransvérdet, da n — oo, av produkten av de
n faktorerna cos 217“ k=1,2,...,n)
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2581.

Existerar det tva reellvirda funktioner f; och f,, definierade pa
intervallet 0 < x < 1, som bada saknar lokala maxima och minima
men som dr sddana att fj + f, har odndligt manga lokala maxima
och odndligt ménga lokala minima, utan att vara konstant i nagot
delintervall av 0 < x < 1? Ge exempel eller motbevisal

Enklare matematiska uppgifter

2582.

2583.

2584.

2585.

2586.

2587.

2588.

2589.

2590.

nn

m+D(n+2)...n+n)’ "
a, b, coch d arrella tal, ¢ # d. Visa att

ay = =1,2,....Visaattlim,_ a, =0.

ax _ ebx

lim -
m-——--= .
x—0 gtx —pdx  c—d

Sy

For vilka heltal n = 2 finns ett heltal k, 1 < k < n—1, sddant att

n N no\_ 2 n,
k-1 \k+1] “\k|
(Svar: For alla n av formen a® — 2, a heltal, a = 3)

L&t a vara ett heltal = 3. Visa att (a—1)" — 1 &dr delbart med a(a—2)
for alla jamna, naturliga tal n.

Ar en delmingd av det komplexa talplanet C, sidan att A= A?,
diar A2 = {z e C:z=w?for néagot w € A}. Dessutom finns ett tal
R>1sdatt Ac{zeC:|z|<R}.Bevisaatt Ac{zeC:|z|<1}.

Aj och A, ar tvé dndliga mangder, som bestar av 17 respektive 22
element. Dessutom vet man att A; U A, bestar av 29 element. Hur
manga element har A; N Ay?

(Svar: 10)

Vo dr en fix vektor i planet med | V| = 1. visa att om V &r en vektor,
skild fran V,, men sadan att V dr vinkelrdat mot V—Vy, sa ar |V| < 1.

Urnorna U; och U, innehaller vardera 4 vita och 4 svarta kulor.
Man flyttar tva slumpmaissigt utvalda kulor fran fran U till U och
dérefter tvd slumpmassigt utvalda kulor fran U, till U;. Berdkna
sannolikheten att urnorna efter dessa omflyttningar fortfarande
innehéller 4 vita och 4 svarta kulor vardera.

(Svar: 29/63)

a och b dr positiva tal och «a &r stérre @n eller lika med 1. Bevisa att
la® - b*| < ala—bl{a*~" + b}

(Ledning: Anvind medelvirdessatsen pa f(x) = x%.)
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Fjdrde hiftet

2591.

2592.

2593.

En statistiker later en fiapjds vandra langs ett langt mattband. Den
startar pa noll och gar sedan varje gdng 1 steg med sannolikhe-
ten 2/3 och 2 steg med sannolikheten 1/3. Visa att sannolikheten
att pjasen gor uppehall pa ruta n ar %(—%)” + %. Los eventuellt
problemet utan kinnedom om svaret. (Bengt Klefsjo.)
I ett séllskap har man gatt runt och hélsat pa varandra, dock ej
nodvandigtvis alla pd alla. Visa att det finns tva personer, som
hélsat lika mé&nga génger.

(Efter American Math. Monthly. Insdnt av Torgny Lindvall.)
z1, 22, ..., 2y r komplexa tal. Visa att det finns en delméngd M av
{1, 2,..., n} sadan att

l n
| 2 iz —=2 lail.
ieM 4v2 %5

(Ledning: Betrakta separat de z; som ligger i vart och ett av de

fyra omraden som begrinsas av axelbisektriserna till rella och
imaginédra axlarna.)

Enklare matematiska uppgifter

2594.
2595.

2596.

2597.

2598.

2599.

Visa att cos x + xsinx > 1 for alla x sddana att 0 < x < 7/2.

Z‘i’o a; ar en konvergent serie med positiva termer. Med b; = af - a‘?

bildas en ny serie }_{° b;. Visa att denna &r konvergent. Géller detta

dven om villkoret a; = 0 strykes?

(G
Vi

(Svar: Nej. Exempel: a; = . Jamfor uppgift 2531)

Visa att for varje naturligt tal n géller
S vn-v)= a
vin-v)< —.
v=1 6

En spelare vinner 6 kronor om han far en sexa vid ett tdrningskast,
i annat fall férlorar han 1 krona. Bestdm férvantningsvérdet och
variansen for hans vinst.

(Svar: 1/6 respektive 6%)

Los ekvationen z3 = —27i.
(Svar: z = 3el/2+2nnl3) 'y — g 1, 2)

For tvé godtyckliga méngder M och N infores operationen A ge-
nom MAN=MUN-MnN. Visa att

ANBAC)=ANB)AANQ)



Argang 49, 1966 Elementa

2600.

2601.

2602.

for alla méngder A, B och C. Ge dven exempel pé att det kan gélla
att
AUBAC)#(AUB)A(AUQ).

(Rita figur!)

f dr en kontinuerlig funktion pa 0 < x < co sddan att f(x) — a da
X — o0o. Visa att

t
flf fx)dx— a da t — oo.
0

Tett tredlmensmnellt koordinatsystem &r givet vektorerna (0, f f)

och (L 7 \f f) Komplettera detta vektorpar med en tredje vektor
sé att de tre vektorerna utgor basvektorer i ett nytt ortonormalsystem.

(Svar: + (7 } ?))

Ar funktionen f, definierad av
|x2—1] e£1
fx) =4 x-1"
2, x=1

kontinuerlig f6r alla x?
(Svar: Nej)



